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Matriz de inércia — definicao e propriedades
Dinamica de um corpo rigido em movimento geral
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TQMA para um corpo rigido em movimento geral

Para um corpo rigido C em movimento geral, a expressdao do TQMA
com respeito ao um polo A soliddrio a C é:

ANBA+ T (@) +& A JA(8) = My

com denotando a posi¢do do centro de massa G, M 5 sendo
a resultante dos momentos externos sobre C e J, representando o
diadico de inércia de C com respeito ao ponto A, definido como:

JA(qxi“'CIy +quA<) = ( aqx _]AX)'qy _]AquZ)i
+ (_JAX)r'qX CIy _JA)'/qZ)
+ (_.]szqx —Jayz4y qZ)]A(
Utilizando a representagdo de ./, como :
*JAxy —Jaxz| [ax qx ﬁley‘Iy —JAxz9z
Jaq = |—Jaxy —Jayz| |9y | = | Jaxydx 9y —JAyz9z
—Jaxz  —Jayz qz —Jaxzx —Jayz9y qz
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Matriz de inércia e suas propriedades

Os elementos da matriz de inércia em um sistema de coordenadas
Axyz sdo os e os produtos de inércia
JAxy: Jaxz € Jayz- Para um sistema de pontos materiais, como:

Jaxy = Z mixiyi  JAxz = Z mixizi  Jayz = Z miyizi
i i i

Séo nulos os produtos de inércia que envolvem um eixo ortogonal a um
plano de simetria inercial. Os eixos do sistema de coordenadas Axyz
sdo ditos eixos principais de inércia se Jaxy = Jaxz = Jayz = 0.

Para os sistemas de coordenadas Axyz e Gxyz, de eixos paralelos, o
altimo com origem no centro de massa G, valem relagdes da forma:

j/\xy = jC.xy + MXGYG
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Representagéo matricial do produto escalar entre vetores

A representacdo do vetor p na base (3,7, k) pode ser feita na forma da
matriz-coluna p:
Px .
P=| by ©  p=pxitpy)tpk
Pz
Considere os vetores p e { e suas representagdes em uma base
ortonormal (i, ,12). Pode-se afirmar que:

P-q=(pxi + Py +sz<) “(gxi+qy) + quA<) = Pxqx + pyqy + Pzqz

qx
= px Py pz | qy
qz

T T

P-4d=4d-P=p'q=q'p
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Matrizes antissimétricas e a representagao do produto vetorial

A representacdo de produtos vetoriais, contudo, requer a introdugao
da representacao em uma base ortonormal positiva (i,7, k) do vetor p na
forma de uma matriz quadrada antissimétrica p = —f)T:
0 Dy
p=| ps 0 ; &  P=pi+pyl+pk
Px 0

Dessa forma, o produto vetorial W = p A g pode ser representado na
seguinte forma matricial:

Pyqz — Pzqy 0 —Pz Py gx
W=| Pz9x = Px9z | =| Pz 0 -px qy
Pxqy — Pyqx —Py  Px 0 qz

—. - -

W=pAd=—-dADP = WwW=pq=-gp

7/48
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Campos de velocidades e aceleragbées de um corpo rigido

As equagoes dos campos de velocidades e aceleragoes de um corpo rigido
permitem calcular a velocidade e aceleracdo de qualquer ponto P
solidario ao corpo em um dado instante de tempo, se forem
conhecidos, neste mesmo instante de tempo, os vetores:

* velocidade angular & e aceleragdo angular a do corpo;
* velocidade VA e aceleragdo d,, de um ponto A a ele solidério;
® posigdo relativatp s = (P - A).

\_;p ={;A+0—3/\?P/A

31) = 3A+&/\fP/A +dA ((T)A?p/A)

Pode-se adotar a representagao matricial para estas equagdes:

Vp =VA +Q~JI'P/A

~ ~2
ap = ap + arp/p +w Tp/A

8/48
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Quantidade de movimento angular de um corpo rigido

Particione um corpo rigido C como um sistema de pontos materiais
{Pxlk =1,...,n}. Seja A um ponto soliddrio a C e adote a notagdo:

® T = (Px — A): posicdo da particula Py, relativa ao ponto A.

¢ V;: velocidade da particula Py em um referencial inercial N.
A quantidade de movimento angular (ou momento da quantidade de
movimento) do corpo rigido C com respeito ao polo A é dada por:

HAzz?i/\mi{’i = HA:Zmi;ivizzmi;i (VA_;;'[(D)
i i i

= va + w

9/48




PME 3100 + Mecanica | Renato Maia Matarazzo Orsino Médulo 3.2 10/48

Energia cinética de um corpo rigido

Analogamente, simplificando a expressao da energia cinética do corpo C:

1 . . 1 1 ~ ~
T= Z Emivi Vi = Z EmiVlTVi = Z Emi(VA +w1‘,’)T(VA +wri)
i i i

- 1
_LiT T 1T
_vaAVA+vAw +2w ®
_ T T~ 1 4
T—EvavA+ VW +§co )
Define-se assim a do corpo C no sistema de

coordenadas Axyz = (A,1,}, k) por meio da expressio:

~2
JA = —Zmi'ri
i
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Matriz de inércia de um sistema material

Considere um sistema de pontos materiais S = {P|k =1,...,n}.
Defina-se um sistema de coordenadas Axyz = (A, 1,], k), tal que:

= (Pi— A) = xii+y; +zik

A matriz de inércia de S no sistema de coordenadas Axyz é:

0 —Zj Yi 2 _]Axy _]sz
Ja=- Z mi | zj 0 —Xi| = _JAxy _JAyz
i —Yi X 0 “Jaxz  —Jayz

J/\xy = Z miXxiyi JAxz = Z miXjzj J/\yz = Z miyizi
i i i

A matriz de inércia é uma matriz simétrica.

12/48
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Momento de inércia e raio de giragao

Como vimos no Médulo 3.1, 0 momento de inércia com respeito ao
eixo Au, orientado pelo vetor unitério @, de um sistema de pontos
materiais {Py|k =1,..., n}, pode ser calculado pela expressao:

Jaw= D miE A Q) AQ) = 3 mi(Fw) (Fw) = uT u

-
Jau=u Jpu

Por defini¢do, Joy > 0. Portanto, u™ Jau > 0, qualquer seja o vetor
unitario 4. Por ter esta propriedade, Ja é uma matriz definida positiva.

O raio de gira¢do com respeito ao eixo Au deste sistema material de
massa m, é entdo dado pela expressao:

[Jau _ [uTJau 2
rAau=A"=4——— © Jau=mry,
m m
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Momento polar de inércia

O momento polar de inércia com respeito ao ponto A de um sistema
material, é definido pela expressdo:

1 1
Ia=35 tr(Ja) = E(JAX + Ay + JAz)

Em particular, modelando o corpo rigido C, como um sistema de
pontos materiais {Pxlk = 1,...,n}, tem-se:

In= Y mi(x} +y?+20) = ) mylfil?
i i

A contribui¢do de uma porg¢ao material para 0 momento polar de
inércia depende apenas de sua distancia ao polo A, ndo dependendo
do sistema de coordenadas escolhido. Decorre, portanto, que o trago da
matriz de inércia é invariante com respeito a orientagdo dos eixos.

Para um corpo rigido modelado como uma figura plana esbelta sobre o
plano xy, z; = 0,VP; = Ip = Ja, €, portanto: Ja, = Jax +Jay-
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Produto de inércia

Define-se o produto de inércia de um sistema material com respeito ao
par de eixos As e Au, orientados pelos vetores unitarios § e 4,
respectivamente, como:

JAsu = JAus = _Z mi(fi A8)- (?l A1)
i

= —Z m;i(78) " (7ju) = —s " u

T T
Jasu = Jaus = =8 Jau=-—u Jus

Por exemplo para os eixos Ax e Ay, respectivamente orientados pelos
vetores unitdrios ie j:

AT =z; —yil; e TiA :—ZiT+xi1A< = ]Axy:Zmixiyi
i
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Produtos de inércia e simetria

O corpo homogéneo indicado na figura apresenta

simetria na distribui¢do de massa com respeito ao P, (m;)
plano xz. Observe que para cada ponto P;, existe /() ¢
um ponto espelho P}, de mesma massa tal que:

Pi= (xi,uizi) e Pj=(xi,—iz)

Assim:
n
Jxy = Z MEXyy = ... +mixiy; +mixi(—y;) +...=0
k=1
n
Jyz = Z Mpypze = ...+ miyizi+mi(-yi)zi+...=0
k=1

Os produtos de inércia que envolvem um eixo ortogonal a um plano de
simetria inercial sdo identicamente nulos.
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Translagao de eixos

Considere dois sistemas de eixos, Axyz e Gxyz, o tltimo com origem
no centro de massa G do sistema material e tal que os eixos Gx, Gy e Gz
sejam respectivamente paralelos aos eixos Ax, Ay e Az. Adote:

T = (P;i - A) =xil+y; +Zi]A<
i:G/A =(G-A)=xgi+yg +ZGIA<
Dessa forma:

Jg == ) mi(Fi = 7G/a) (Fi = TGa)
i

~ |\~ ~ - ~2
= +(Z;ﬂ,’r, TG/A+7'G/A(ZIH,,I',)—(Zm,‘ TG/A
i [ [
——— —— N—
~ ~ m
mrgG/A mrgG/A

~2
JA = JG - er/A

17/48
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Translagao de eixos

Desenvolvendo a expressdo anterior, obtém-se:

-XGYGq —XGZG
Ja=Jdg+m| —xcyc —YGzG
-XGzG ~YGzG

Assim, os momentos e produtos de inércia correspondentes aos eixos
paralelos destes sistemas podem ser relacionados pelo conjunto de
expressoes (também conhecido como teorema de Steiner):

.]/\xy = Jny + MXGYG
JAxz = JGxz + mxGzG

Jayz = Jgyz + myGgzg

18/48
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Eixos principais de inércia e momentos principais de inércia

A matriz de inércia de um sistema material S expressa em um sistema
de coordenadas Axyz = (A, 1,], 12) é uma matriz:

® simétrica (JX = Jp) e, portanto, diagonalizdvel;

® definida positiva (W' Jaw > 0,Yw # 0) e, portanto, invertivel.
Existe uma base ortonormal positiva (&1, &, é3) tal que a representagdo da
matriz de inércia no sistema de coordenadas (A, &1, &, é3) é diagonal:

0 0
Ja=10 0
0 0

® Os eixos do sistema (A, &1, &, &3) sdo denominados eixos principais
de inércia (ou, se A = G, eixos centrais de inércia).

® Os momentos de inércia /1, e sdo denominados momentos
principais de inércia (ou, se A = G, momentos centrais de inércia).

¢ Como consequéncia de a matriz Jp ser definida positiva, os
momentos principais de inércia sdo positivos.
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Simetrias inerciais

Simetria inercial esférica: ocorre quando os trés momentos centrais
de inércia sao idénticos. Exs.: corpos homogéneos em forma de
esfera ou de poliedros regulares (tetraedro, cubo, ...); bolas de
futebol, volei, basquete, . . .

Axissimetria inercial: ocorre quando dois dos trés momentos cen-
trais de inércia sdo idénticos, de valor I, e o terceiro momento central
tem valor J, com:

® ] > I, se o corpo for oblato (achatado) — exs.: discos
homogéneos, engrenagens cilindricas e conicas balanceadas,
rodas de veiculos terrestres balanceadas.

® J < I, se o corpo for prolato (esbelto) — exs.: cilindros
homogéneos esbeltos, bolas de rugby e de futebol americano.

O eixo principal associado ao momento J € o eixo de axissimetria.
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Representagéo vetorial

Se os vetores p = pxi + py +pked =qxi+ ayl + 42k, quando
representados como matriz-coluna na base (i, ], k) satisfazem a relacdo:

P=Jaq
entao:
Px —Jaxy  —Jaxz| [gx 9x —Jaxyly —Jaxz9z
Py| = _]Axy _]Ayz qy | = _]Axqu qy _]Ayzqz
bz “Jaxz  —Jayz qz —Jaxz9x —Jayz4y qz

Assim, pode-se interpretar Jo como um operador em espago vetorial
Euclidiano para o qual, dado q = gxi + qy] + quA<, obtém-se:
p=Ja@ = ( ax —JAxydy ~Jaxzqz)1+ (_]Axyqx qy _]Ayqu)

+(*JszCIx —Jayz4y qZ)k
Tal operador é denominado diddico de inércia, sendo um tensor. A matriz
de inércia corresponde a uma representacdo do diddico na base (j, ,f().

22/48
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Representagéo vetorial

Utilizando representagdo vetorial, as expressdes para o nomento de
inéreia Jay € o produto de inércia Jaug de um sistema material sdo:

Jaus =0-JA(@) e Jasu =Jaus = =5 Ja(Q) = -0 - JA(S)

A quantidade de movimento angular de um corpo rigido com respeito a
um polo A a ele solidario, por sua vez, fica expressa como:

Hp = m(G - A) AVa + JA(&)

Ainda, para a energia cinética deste corpo, é valida a expressdo:

| . 1, =
T=szA~VA+mVA-(DA(G—A)+§OJ-JA(Q))

Definindo o versor @t = &/|&|, conclui-se que:
- POt S22 =12
& - JA(6) =0 JA(Q)[B]” = Jaulo|

Assim, a expressdo para T acima equivale & deduzida no Médulo 3.1.
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TQMA para um corpo rigido em movimento geral

Particionando o corpo, tomando o produto vetorial de ¥; = (P; — A)
pela equacao correspondente a segunda lei de Newton para P; e

somando as equagdes assim obtidas para todos os pontos (i =1,...,n):

Zfi/\m,-ﬁi = Zf,‘/\Fi + ZZ?,‘/\f,‘,‘

i i i j#i
~—— — ————

° Ma o

Tomando um polo A soliddrio ao corpo rigido e usando a equagdo do

campo de aceleragoes, o termo @ se desenvolve em forma matricial como:

~ ~ ~2
Zmiri(aA+ari+w ri) = (ZHZ,‘I‘,‘ ap + o+ w
i i

—— ———

mraG/a

Na simplificagdo acima usamos duas identidades decorrentes de propriedades

L~ < . . L2 <2
do produto vetorial: ar; = —7;« (anticomutativa) e r;w"r; = —Wr; .

25/48




PME 3100 + Mecanica | Renato Maia Matarazzo Orsino Médulo 3.2

TQMA para um corpo rigido em movimento geral

Assim, a expressdo matricial do feorema da quantidade de movimento
angular (TQMA) para um corpo rigido, com polo A soliddrio ao corpo, é:

mropap + JJaa+wd o =My

ou ainda, adotando a representacao vetorial convencional:

m(G—A) Adp + (@) +&d A (CT)):N/[/\

O primeiro termo da equagdo acima serd nulo se A = G, se dp = 0 ou se
os vetores @ e (G — A) forem paralelos.

Cabe notar que para um corpo rigido em movimento plano haverd simetria inercial
com respeito a um plano Axy (Jaxz = Jayz=0), e ainda, & = wk e @ = ak. Assim:

(&): af(: o e DA ((;_S):wlA(/\( wf():(j
levando a expressio particular do TQMA para movimento plano (vide Médulo 3.1):

m(G— A) Adp + Jr,& =My

26/48
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TQMA para um corpo rigido em movimento geral
Alternativamente, pode-se recorrer a expressao do teorema da quantidade
de movimento angular (TQMA) com respeito ao polo A, vélida para
qualquer sistema material:
dHu
dt

A derivada temporal da quantidade de movimento angular Hp de um
corpo rigido com respeito a um polo A a ele solidério é entdo dada por:

+\7A/\m\7G=MA (1]

dH—A:m(GG—GA)A§A+m(G—A)A5A+iJA(GS) (2]
dt . ’ dt
—GA A m\7(;

Da substitui¢do de @ em @ decorre uma expressio alternativa do TQMA
para um corpo rigido com respeito ao polo A a ele solidario:

m(G—A) Adp + %JA(JJ) =My
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TQMA para um corpo rigido em movimento geral

As duas expressdes do TQMA para um corpo rigido em movimento
geral aqui deduzidas sdo equivalentes entre si, uma vez que:

L IA@®) = Ta@ +6 A IA@)

*Para demonstrar tal identidade considere uma base ortonormal positiva (3,7, 1A<)
soliddria ao corpo rigido, de tal forma que momentos e produtos de inércia associados
aos eixos do sistema de coordenadas Axyz = (A, 1], f() permanegam constantes.
Da cinematica do corpo rigido sabemos que:

dé _5 ﬁ—*/\A L =& %—*/\12
ar ¢ ar oM ar ¢ ar ~©

A identidade desejada decorre diretamente da derivada temporal de Ju (&)
observando sua representacao na base (i, ], 12):

d - . . o \s . . .
aJA((‘)) = ( Wx *],\way 7]./\)«'70)2)1 + (7.]/'\x}'wx Wy 7]/\y7wz)
+ (7.[/\X7(’:)X 7.[/\)‘/(‘:)}7 wz)k + ( Wx 7.[/\xywy 7]/\></wz)63 Al

+ (_]Axy Wx Wy _JAyz Wz ) BAT+ ( —JAxz@x _]Ayz Wy Wz ) dnk
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*Relagao entre TEC e TR/TQMA para um corpo rigido
Se o sistema mecanico em questdo é composto por um tinico corpo
rigido, a poténcia e o trabalho das forcas internas sdo identicamente #1/0s.
Tomando a derivada temporal da energia cinética do corpo, temos:

ar .~ . -
EZmVG-aG+w~JG(OC)

Tomando o produto escalar da equagéo do TR por Vg e somando-a ao
produto escalar da equagdo do TQMA (com polo G) por &, obtém-se:

VG - (mag) + 8- [Jg(@) + B A (Jg(&)] = Vg - R+& Mg
m{;G'ﬁG"'(Y)'JG(&):ﬁ'\_}G"'MG'(B
dr _
dt
A equagdo obtida pela aplicacdo do TEC para um corpo rigido é,

portanto, uma combinacao linear das equagdes fornecidas pelo TR
e pelo TQMA.
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Adocéo de eixos principais de inércia
Dado um corpo rigido C que descreve um movimento genérico, adote:
® um polo A soliddrio ao corpo, que coincida com seu centro de massa
G, ou que tenha dy =0 oucomady || (G- A), tal que:
JA(&) +dA JA((B) = MA
® uma base ortonormal positiva (&1, &, &3), com versores alinhados aos
eixos principais de inércia de C, tal que:
0 0
Ja=10 0

Adotando & = w181 + w28y + w383 e a = a181 + apé) + a3és3, tem-se:
JA(B) = Jn@y + hwés + J3w3es
JA(@) = ho1@ + hagés + J3a3é3
& A JA(B) = =(2 = Blwawséy = (J3 = J1)w3w18€ = (J1 = R)wiwés

31/48
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Equacdes de Euler

As equagoes fornecidas pelo TQMA para um corpo rigido que descreve
um movimento genérico, quando expressas em componentes das
dire¢des dos eixos principais de inércia do mesmo, sdo denominadas
equagdes de Euler:

Jier = (o = J3)wywz = My
hay = (3 = h)wzw =M
Jzas = (h = R)ojwr = M3

com Mp = M1&1 + Mpé&) + M3és.
A 1€1 2€2

¢ As trés equagdes de Euler sdo idénticas em forma, bastando
realizar uma permutacio ciclica dos indices 1,2,3(1 -2 — 3 — 1)
para obter a segunda e terceira equagdes a partir da primeira.
do

® Se a base (&1, &y, &3) for soliddria ao corpo C: ay = d_tk' k=1,23.
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Teorema do eixo intermediario (Poinsot, 1834)

Considere um corpo rigido C que possui os trés momentos princi-
pais de inércia distintos, tal que J; > > J3 > 0. A rotacdo livre
(My = Mp = M3 = 0) de C em torno de:

® seu primeiro ou terceiro eixos principais de inércia é estivel;

® seu segundo eixo principal de inércia é

considere uma base (&1, &, &3) solidéria ao corpo C, que descreve
uma rotagao livre em torno do segundo eixo principal de inércia, com pequenas
perturbagdes, ou seja, wp = Q tem valor finito e w1 e w3 sdo infinitesimais. O
produto wjws é, portanto, desprezivel. Assim, da 2* equagdo de Euler: ha, ~ 0,
ou seja, Q é praticamente constante. Da 1? e 32 equagdes de Euler:
1= (h-h)Qw o1 = Ko - - 5)0?
{]1.1 (b -B)Qws {“1 291 om K= (h-h)(-h)
Bas = (h — k)Qw @3 =Kz Qb
Para que uma equagdo diferencial da forma ¥ = Kx tenha solugdes limitadas é
necessério que K < 0. No entanto, como K > 0(; — h >0, b — 5 > 0), 0s
valores de w1 e w3, mesmo que inicialmente infinitesimais, com o tempo,
deixariam de sé-lo.
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Rotagédo em torno de eixo fixo

Sempre que, pela presenca de vinculos, um corpo rigido tiver dois
pontos A e B fixos, estando livre para descrever uma rotagdo em torno
da linha AB, diz-se que seu movimento é uma rotacio em torno de eixo
fixo. Definindo o eixo Bz passando por A e B, tem-se:

d=wk = Jg@)=—Jgol = Jyz + ok

Gd=ak = Jg (@) = —Jxzai — Jyz + Jpak
B A JB(B) = wk A (= i = Jyz0 + Jpok) = ]yz(uzf - Sz ?
Como B é um ponto fixo (ap = 6), do TQMA com polo B, resulta:

J5(3) + & A Jp(3) = Mp

—Ixz "']yzw2 = Mpy
—Jyza — fxzw2 = MBy
Jza = Mp,
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Rotagao em torno de eixo fixo

y|gA Considerando G = (%, 7, Z):
dg=ag+aA(G-B)+d A [dA(G-B)]
= (-0°% - af)i + (af — &7
Sistema de esforgos externos (ver DCL):
R = (Xp +Xp)i + (Ya + Yp)i + (Z — mg)k
Mg = (G = B) A (=mgk) + (A = B) A (Xai+ Yao)) + Tk
= (—dYp — mgy)i+ (dXa + mgx)] + Tk

Expressoes do TR e do TOMA:

-

B mag =R
J5(@) +3 A Jp(3) = Mp

36/48
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Rotagao em torno de eixo fixo

A

Substituindo as expressdes obtidas nas equagdes dos
teoremas, obtém-se o seguinte sistema de equagdes:
m(—wza_c —af) =Xa + X
m(ax — %) = Yo + ¥
0=2Zg—-mg
—Ixz& +]yzw2 = —mgyj — dYp
—Jyzax = szwz = mgx +dXpa
Joa=T
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Rotagao em torno de eixo fixo

Resolvendo as equacgdes obtidas para os esforgos reativos
e para o torque ativo T:

A
gmx + Wz + Jyz
XA =-—
d
mx(g — dw?) — admi + w* Jxz + a)yz
Xg =
d
gmy — ajxz + (/szyz
Yp=-
d
mg(g - de) + admx — aJxz + w2]yz
d
Z =mg

T=aJ;
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Balanceamento estatico

Se o centro de massa esta sobre o eixo de rotagdo Bz,

entdo G = (0,0,z), ousejax =5 =0:

XA = 7
wZJXZ + a]yz
Xp= g
aJxz — wzfyz
=g
—aJxz + (A)z]yz
Yg = —
Zp =mg

T=aJ,

(A)ZJXZ + a]yz

Médulo 3.2

39/48
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Balanceamento dindmico

Se, adicionalmente, Jx; =0 e Jyz=0:

A
XpA=Xg=Yy=Y3=0
ZB = mg
T=aj,
Balancear um corpo rigido é tornar seu eixo de rota-
¢do um um eixo central de inércia®.
B

“Eixo central de inércia: eixo principal de inércia
(ortogonal a um plano de simetria inercial) que passa
pelo centro de massa G do corpo.
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Balanceamento utilizando 2 pontos materiais

Dado um corpo rigido em que pelo menos uma quantidade dentre %, 7,
Jxz ou Jyz for ndo nula, pode-se modificar as propriedades inerciais do
corpo pela inclusdo de 2 pontos materiais nos pontos:

¢ Um ponto de massa mq em Py = (r] cos 6y, rq sin 01, z1)
¢ Um ponto de massa my em Py = (13 cos 65,5 sin 65, z3)

Ap6s a inclusdo das massas passamos a ter:

_, mX+mqrycos 01+ mory cos br
x

m+mq +my
my + mqrq sin 01 + myry sin 6

=/

y =

m+mq+mp
Joy = Jxz + mz111 COS 01 + mozor) cos Op
]}/,Z = Jyz + myzqry sin 01 + mozory sin 6,

41/48
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Balanceamento utilizando 2 pontos materiais

Para que tenhamos X’ = 0,7 =0, Jx, =0e Jy, =0¢
necessario que:

J|EA

mzpx —
mqrycosfy = maX = Jxz
Z1 —22
. mzoy — Jyz
miry sm91 = —y
21— 22
Jxz —mz1X
mory cos Oy = ————
S 21— 22
. Jyz —mz1y
AP mary sin 6 = R
21— 22

Uma vez que z; # zp, conclui-se que, para balancear um
corpo rigido, é necessario posicionar os pontos materiais
em duas segbes transversais distintas.
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Momentos de inércia de sdlidos homogéneos

44/48

Barra esbelta homogénea (origem no centro)

e
\ ]x=]z=lmlz ]y=O

ﬂ 12

Barra esbelta homogénea (origem na ponta)

- 1
\l ]xzjzzgmlz ]y=0
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Momentos de inércia de sdlidos homogéneos
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Disco homogéneo (macigo)

Anel cilindrico

1
=Jy= Em (6;'2 + h2) Jz = mr?

Cilindro macigo

1 D .\ P 1 5
r ]X:]yzﬁm(?)r +h) jzzzmr
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Momentos de inércia de sdlidos homogéneos
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Ty Cilindro oco de parede espessa
- i
7 _ 2,2 2
5 ]X—]y—ﬁm(S(r1+r2)+h)
1
Jz = Em(rl2 + r%)
Cone macigo
32 3,
h ]x=]y=m(ﬁr +§h)

_ 3 2
Jz—lomr
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Momentos de inércia de sdlidos homogéneos
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Placa retangular

= lm(b2 +c2)

12
. L 2 L .2
P Jy = e Jz= Emb
b

. Paralelepipedo
c 1
] K= ﬁm(b2 +02)
< L o, o Lo,

5 - ]y:ﬁm(a +¢%) ]Z:ﬁm(a +b7)
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Momentos de inércia de sdlidos homogéneos
Esfera maciga
,
/ 2 5,
K=ky=)= gmr
Esfera oca de parede fina
2 o
Jx:fy:]Z = gmr
r2/4
< Esfera oca de parede espessa
r
PR, ki
= = = —m
X y z 5 r3 _ r3

2 1
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