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Energia cinética de um corpo rigido

A energia cinética de um corpo rigido, dado um ponto A a ele solidirio
eo com respeito ao
, é dada pela expressao, cujo valor independe do A escolhido:
l e B.s = 1 -2
T=-mVAl +VaA-®A =
VAl +a 5 Jau 18|
O segundo termo se cancela identicamente se tomarmos A = G.

. S o _= 1 =
Caso exista ponto A soliddrio ao corpo com 5 =0: T = 5 |w|2.

A poténcia de um sistema de forcas aplicado a um corpo rigido,
considerando um ponto A a ele solidirio é dada pela expressao:

P=R-VpA+Mp - &

em que R é a resultante de forcas externas e M5 é o momento resultante,
com respeito ao polo A, dos esfor¢os externos atuantes sobre o corpo.
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Momento de inércia — definigdo e propriedades

O momento de inércia de um sistema de pontos materiais com respeito
ao eixo Az, orientado pelo versor k, é definido como:

thr Zml(x +y,
2

com ri = xi2 + ylz representando o quadrado da distdncia da particula
material P; ao eixo Az. Define-se ainda o raio de giracdo rp, como a
medida de distancia equivalente que satisfaz a relagao: Ja, = mriz.
O momento de inércia satisfaz a propriedades de composicio e de-
composicio decorrentes de sua definicao.

Dado um eixo Az e um segundo eixo Gz, a ele paralelo, passante
pelo centro de massa G do corpo, vale a relagao (teorema de Steiner):

Jaz =Jgz + md>

com d sendo a distancia entre estes eixos paralelos.
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Din&mica de um corpo rigido em movimento plano

Um corpo rigido descreve um movimento plano se tiver um plarno
Oxy de simetria inercial que permaneca fixo a um referencial inercial e
que permita modelar o corpo como uma figura plana em movimento
sobre o plano Oxy.

O trabalho de um sistema de forcas atuantes sobre um corpo rigido
em movimento plano é dado por:

X2 2 0>
WZ/ Ry dxA+/ Ry dyA+ MAZ do
x1 y (%

1 1

Se Ry, Ry e Mp,, forem constantes: W = RxAxa + RyAya + Ma,A0.

A expressdo do teorema da quantidade de movimento angular para um
corpo rigido em movimento plano com polo A soliddrio ao corpo é:

m(G —A) Adp + a0 =My
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Particionamento de um corpo em um sistema de pontos materiais

Considere um particionamento de um corpo C de massa

m, tal que cada uma das n partes seja aproximada fij
como um ponto material Py que concentra a massa my P;
da parte. Assim, Y | my = m e para qualquer fungdo | 1221
integravel ¢(P), escalar ou vetorial: B P;
g (P) C q ‘\F‘/\— Xﬁ/
lim, > md(Po) = [ a(P)dm —
mr—0 k=1

Para todo ponto material desta parti¢do, pela Segunda Lei de Newton:

Illiﬁj=ﬁ[+z¥,“,’ (i=1,...,n)

j#i

com F; representando a resultante de forcas externas ao sistema agindo
sobre a particula P; e f;; sendo a forca interna aplicada pela sobre a
particula P; pela particula P;.
Assim, as dedugdes dos teoremas (TR, TOMA e TEC) apresentadas no
Moédulo 2.4 sdo igualmente validas para qualquer corpo material extenso.
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Energia cinética de um corpo rigido

Particionando um corpo rigido como um sistema de pontos materiais e
considerando um ponto A a ele solidirio de tal forma que, para cada
particula material P;, v; =5 + & A (P; — A):

1 . . 1 - - - .
Tzzzmivi-vi=Z§mi[vA+m/\(Pi—A)]‘[VA+co/\(P,~—A)]
i

13
= %lZm;

1
———

m 3]

Para simplificar o termo ©, defina o versor 0 = &/|3|:

- - 4 1 -
[Fal+74 -3 +5 2 mif A (- A)P
1

©=> millaan (P -A)f = &
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Energia cinética de um corpo rigido

Assim, dado um corpo rigido e um ponto A a ele solidirio, a expressédo
de sua energia cinética é dada por:

1 . = = =
T= Em|VA|2 +VaA-OA + > |co|2

O termo identificado como éo do corpo com
respeito ao
O valor da energia cinética T independe do ponto A escolhido, no entanto
hé escolhas para A que podem simplificar o célculo de T:

(a) se escolhermos A coincidente com o centro de massa G do corpo:

1 . o 1 )
T= zn’llVGl +§ |(.0|

(b) caso haja um ponto A solidario ao corpo de velocidade nula:

L |*|2, se vpA=0
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Poténcia de um sistema de forgas aplicado a um corpo rigido

Considerando a defini¢do de poténcia, adotando um ponto A solidirio ao
corpo rigido, e aplicando a equagdo de campo de velocidades:

P:Zk:ﬁk-\_}k:Zk:ﬁk- [{;A"'(’_S/\(Pk_A)]

:[Z?k -\7A+ Z(Pk*A)/\f:k - D
k k
R Ma

Na simplificagdo da tltima parcela foi utilizada a identidade de
permutacdo ciclica do produto misto: (XAY) -Z = (§ AZ) - X. Assim:

PZI-i-\_/)'A+1\7[A~(T)

Note que R é a resultante de forcas externas e M s é o momento resultante,
com respeito ao polo A, dos esforcos externos atuantes sobre o corpo.
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Momento de inércia — definigcao
O momento de inércia de um sistema de pontos

materiais {Py|k =1,...,n} com respeito ao eixo Au, P;(m;)
orientado pelo versor 1, é definido como: <
Q

]AuZZmiriz:Zmilﬁ/\(Pi—A)’z g
i i

Ti

com r; = |P; — Alsin6; = [ A (P; — A)| representando a distdncia da
particula material P; ao eixo Au.

Para definir o momento de inércia de um corpo rigido C, pode-se
considerar um particionamento deste corpo como um sistema de n
pontos materiais, de tal forma que, no limite n — oo, maxmy — 0:

]Au=/r2dm:/|ﬁA(P—A)|2dm
C C
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Momento de inércia e raio de giragao

A contribuicdo de uma dada porc¢do de massa a um momento de
inércia depende apenas de sua distancia em relagao ao respectivo eixo.

RN P
A S oA TN
° ;oo )
\ / \ /
e /) N //'

Os quatro sistemas ilustrados acima terdo mesmo momento de inércia Ja, = mr2,
se admitirmos que a massa total de cada um deles for m. Assim, para um anel

esbelto de massa m e raio r, Ja, = mr® com respeito ao seu eixo de revolucdo Au.

Define-se o raio de giragdo de um corpo de massa m com respeito ao
eixo Au como o raio que um anel esbelto equivalente de centro A e massa
m deveria ter para que seu J5, fosse 0 mesmo desse corpo:

JAu 2
TAu = \/—m S Jau =mryy,
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Momento de inércia e raio de giragao

Em particular o momento de inércia de um sistema
de pontos materiais {Py|k =1,...,n} com respeito ao ot

. ’ d - P[(m,)

eixo coordenado Az, é dado por: |2 7 ;
» 2 2,2 “ Xi

Jaz = Z milk A (i +yil + zik)| = Z m; (x; +y;)

1

Assim, o raio de giragdo rp, é definido como:

‘/ Zml(x +yl

Para um corpo rigido C, por sua vez:

JAZ:/<x2+y2)dm e rAZ=\/1/<x2+y2>dm
C m Jc

Nao é do escopo de Mecanica I o calculo de momentos de inércia de corpos
rigidos via integragdo. Apenas exploraremos as propriedades desta definigao.
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Momento de inércia — composi¢ao/decomposigao

Concebendo um corpo C como uma particdo finita de

corpos {Cj UCk =CeC;nC;=0,i# j}, o0 momento
k

de inércia pode ser calculado como:
C;
]gu:/erm:Z/ r2(21m=Z:fAlj1
c ~Je, >

Por outro lado, sendo possivel conceber o corpo C como
parte de um corpoD talqueD=BUCeBNC=0:

TR = TR =5

2
2p
3 r
hi iG b J:ye
h 7 r

b
m(b? + h? m(b% + 12h%
Jeu = (T) Jou = % Zr;i/){\/f Jou = Emrz
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Translagao de eixos para momentos de inércia

Deseja-se relacionar os momentos de inércia
de um sistema material medidos com respeito
aos eixos Az e Gz, o ultimo paralelo a Az e
passante pelo centro de massa G do sistema.

Seja d a distdncia entre estes eixos.

Sem perda de generalidade, defina o eixo Ax que intercepta ambos Az
e Gz, talque (P; - A) =xii+y;] + zik e Pi-G) =xii+7i+ z;k, com
xi=d+xiey =y

n

n n n
Jaz= Y mil(d+%)? + 521 = ) mi(5 +57) +d> ) mi+2d ) i
i=1 i=1 i=1 i=1
S—— —
JGz m mixg =0

de onde resulta a identidade de translagdo de eixos (teorema de Steiner):

Jaz =Jgz + md>
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Movimento plano de corpo rigido

Um corpo rigido descreve um movimento plano se tiver um plano
de simetria inercial que esteja fixo a um referencial inercial e tal que:

® os vetores velocidade angular e aceleracdo angular
permanecam orfogonais a este plano;

® os vetores de velocidades e aceleragbes permanecam paralelos
a este plano.

Tais propriedades tornam possivel modelar o corpo como uma
figura plana em movimento em seu proprio plano.

dHp
Do TR, mag = R, e do TQMA, —2 TR VA Amvg = M A, decorre que:

* aresultante R das forcas externas a um corpo em movimento plano é
paralela a este plano.

* o momento M, com respeito a um polo A, das foras externas a um
corpo em movimento plano é ortogonal a este plano.

18/22
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Trabalho de um sistema de forgas — corpo rigido em movimento plano

Para um corpo rigido em movimento no plano Oxy:

- dxAA dyA - do ~

= L5428 = —k
VAT g 1+ dt T
R = Ryi+Ry My = Ma,k

Assim, o trabalho do sistema de forgas sobre este corpo é dado por:

Pso oo 21, dxa . dya do
W= [R~VA+MA-oo]clt—/t1 [RXWJrRYT*'MAZE dt

151
x2 2 02
W:/ RxdxA+/ RydyA+/ Mp, dO
x1 n 2]

Em particular, se Ry, Ry e Mp, forem constantes:

W = RyAxp + RyAya + M, A0
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TQMA para um corpo rigido em movimento plano

Particionando o corpo rigido, tomando o produto vetorial de (P; — A)
pela equagdo correspondente & segunda lei de Newton para P; e

somando as equagdes assim obtidas para todos os pontos (i =1,...,n):
Z(Pi ~A)Ami3; = Z(P,- “A)AF 4+ Y (P A)AFy
i i i j#i
° My 0

Tomando um polo A soliddrio ao corpo rigido e usando a equagéo do
campo de aceleragoes para movimento plano, o termo @ se simplifica para:

0= Pi-A)Am [5A+&/\(P,~—A)—a)z(Pi—A)]

1
= ’ Zmi(l’, -A)
i

S —

m(G—-A) (2]

A3A+Zmi(P,~—A)/\[&/\(Pi—A)]
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TQMA para um corpo rigido em movimento plano
Para simplificar o termo @, convém adotar as representagdes na base
(1,5, k) para os vetores (P; — A) = (x;i+y;]) e & = ak, resultando em:

922m,~(xﬁ+y,~)/\ alA</\(x,~i+yi) = ak
i

O termo identificado como éo do corpo com
respeito ao eixo Az, passante pelo polo e ortogonal ao plano de movimento.

Assim, a expressao do teorema da quantidade de movimento angular para
um corpo rigido em movimento plano com polo A soliddrio ao corpo é:

m(G—A) Adp + &21\7[/\

O primeiro termo da equagdo acima serd nulo se A = G, se a5 =0 ou se
os vetores ap e (G — A) forem paralelos.
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Quantidade de movimento angular — corpo rigido em movimento plano

A prépria expressdo da quantidade de movimento angular de um corpo
rigido em movimento plano pode ser simplificada adotando um polo A
soliddrio ao corpo e usando a equagdo do campo de velocidades:

Ha =Z(Pi—A)/\mi\7i =Zm,~(Pi—A)/\ [Fa+3 A (P = A)]
i i

= ’ an,'(f’; - A)
1

e

m(G-A) %)

A6A+Zmi(Pi—A)A[aA(Pi—A)]

ITIA=HI(G7/\)/\{>7A+ 1)

Assim, escolhido polo A soliddrio ao corpo, as propriedades inerciais de um
corpo rigido em movimento plano sdo caracterizadas por sua massa m, pela
posicdo (G — A) do seu centro de massa, e pelo
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