PME 3100 « Mecénica | « Mdédulo 2.2
Movimento geral de um corpo rigido

Campos de velocidades e aceleragdes

Composi¢cao de movimentos

Prof. Dr. Renato Maia Matarazzo Orsino




abrwmn =

Resumo do médulo

Movimento geral de um corpo rigido
Campos de velocidades e de aceleragoes
Composigao de velocidades e aceleragdes
Composigao de rotagdes



abrwn =

Resumo do médulo

Movimento geral de um corpo rigido
Campos de velocidades e de aceleragoes
Composigao de velocidades e aceleragdes
Composigao de rotagdes



PME 3100 + Mecanica | Renato Maia Matarazzo Orsino Médulo 2.2 3/26

Campos de velocidades e aceleragbées de um corpo rigido

Considerando uma base ortonormal positiva (7, ,K) soliddria a um
corpo rigido, pode-se afirmar que existe um 1inico vetor rotag¢do & tal
que as derivadas destes versores em um referencial S podem ser
expressas cComo:
di . d dk . .
= A1 — =Q®A — =0Ak

dt dt dt

Dados dois pontos P e Q quaisquer soliddrios um mesmnio corpo rigido e
sendo conhecidos o vetor rotagdo & e o vetor aceleragio rotacional

-

-

a = i—‘f deste corpo em um referencial S, as velocidades e aceleracoes
instantdneas destes pontos e S sdo relacionadas pelas equagdes:
Vp=VQ+dA(P-Q)
dp=3Q+aAP-Q)+3A[BA(P-Q)
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Composi¢ao de movimentos

Admitindo conhecidos:
® o0 movimento que um ponto P ou um corpo rigido B descreve
em relacdo um referencial auxiliar A — 0
® o0 movimento que corpos ou pontos solidarios a A descrevem
em relagédo ao referencial principal S — mov. de arrastamento;
descrever o movimento do ponto P ou do corpo rigido B em relagédo
ao referencial principal S.

VP = VParr + VP rel
ap = aparr +apCor +Aprel COM  apCor = 2Warr A VP rel

> o -
W = Warr + Wyl

- - - -
= Oarr + O] + Warr A Wre]

QU
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Movimento geral de um corpo rigido
Para obter uma expressdo geral para o campo de

velocidades em um movimento geral de corpo
rigido, adote-se uma base ortonormal positiva i

R Ca - . . M k&
(1,7, k) soliddria ao corpo, nio ao referencial S. k
Assim, sendo P e Q dois pontos solidarios a este P
corpo rigido: Q

P=P-Q =@ )i+ )i+ @bk
Da preservagdo de angulos entre dire¢des quaisquer solidarias ao
corpo, o angulo ¢x definido entre p e i permanece constante. Ainda,
como |p| = I (constante) e [i| = 1:
T d . .
p-i=Ipllilcosgx =lcospx = a(p-l) =0

Demonstra-se, analogamente, que (P - ) e (p - k) sdo constantes
quaisquer sejam os pontos P e Q solidarios a esse corpo rigido.
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Vetor rotagéo e o movimento geral de um corpo rigido

Por outro lado, como a base (1,7, k) é soliddria ao corpo, nio ao referencial
S, é necessario calcular as derivadas de cada um dos versores em S.
Derivando as rela¢ées de ortonormalidade:

di

oo d . -
1-1_1=>dt(1-1)_0=>dt.1_0
R d . di d
1- —Oza(p)_oza. __$.1
. p d di - dk
]'k—oﬁa(l'k)_():)a-k__a.l

se conclui que:
Lo di
® a componente i de 5 é nula;

di | . d
® acomponente j de 5 ¢° oposto da componente i de I

di
dt

. ., dk
é 0 oposto da componente i de —.

dt

* a componente k de
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Vetor rotagéo e o movimento geral de um corpo rigido

De forma andloga, demonstra-se que:

d dk . d . dk
TR =0, a.k_o, a.k__a.
Conclui-se que as derivadas temporais dos versores da base (i, ], 1A<)
podem ser descritas por de trés pardmetros independentes wy, oy e wz:
di . d . dk .
azwz—wyk a:_wzl-'-ka azwyl—wx
Definindo, portanto, o vetor rota¢do ou vetor velocidade angular do
corpo rigido em S como:

& = oxi+ wy] + wzk

verifica-se que, para a base (1,7, k) soliddria ao corpo rigido:

ﬁ—*/\A i—*/\ d—f(—*/\ﬁ
ar N ar ¢ ar ¢

8/26
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Vetor rotagéo e o movimento geral de um corpo rigido

O vetor rotacéo é iin1ico para um dado corpo rigido
em um dado instante de tempo. De fato, suponha
ue exista outro vetor &’ tal que: i
q q ) Mo
d ., d dk ., -
— =& Al — =& A — =" Ak
dt dt dt & Q

Neste caso, terfamos:
@ -3)Ai=0 (@ -&)Ai=0 (@ -d)Ak=0
Tais equagdes serdo verdadeiras, se e somente se, &' — & = 0 & & =a.
Dessa forma quaisquer sejam os pontos P e Q solidérios ao corpo:
di . d . ..dk

VpiQ =Vp —VQ = E(P Q) =P )dt (p- )E +(P'k)a

B DOAD+@E D@ AN+ E-R)(@ AL
P-Q
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Campo de velocidades de um corpo rigido — propriedades

Trés propriedades fundamentais do campo de velocidades de um
corpo rigido decorrem imediatamente da equagdo:

§p=§Q+(?)/\(P—Q)

P1 Séo idénticas as componentes das velocidades de dois pontos
quaisquer do corpo sobre a dire¢ao da reta definida por eles:

Vp- (P-Q) =Vq (P-Q

P2 Sao idénticas as componentes das velocidades de dois pontos
quaisquer do corpo sobre a dire¢do definida por seu vetor rotagdo:

\_}p'(;_:):{;Q'(T):i

P3 Retas paralelas ao vetor rotacdo definem os lugares geométricos de
pontos do corpo que tém, instantaneamente, a mesma velocidade:

P-Q & = vp=vq




PME 3100 + Mecanica | Renato Maia Matarazzo Orsino Médulo 2.2

*Eixo helicoidal instantaneo (EHI)

Considere & = wé, com w # 0 e & sendo um versor. A velocidade vp de
um ponto qualquer solidario ao corpo pode ser escrita como a soma de
duas componentes ortogonais entre si, Vp = V|| + Vp ;, com:

- I R I

V||:(Vp~e)e=(Vp~co)—2——2co
® @

- P 2] . o

VP’J_=—E/\(e/\VP)=—E/\(OJ/\Vp)

Note que:
® V|| tem o mesmo valor para todos os pontos do campo de
velocidades deste corpo (independe do ponto P escolhido).

* Apenas a parcela ortogonal a & da velocidade de P, Vp , , depende
da posicdo deste ponto.
Define-se o eixo helicoidal instantaneo (EHI) como sendo o lugar
geométrico dos pontos E tais que ¥, , = 0 e, portanto, Vg = -

12/26
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*Eixo helicoidal instantaneo (EHI)

Seja E um ponto do eixo helicoidal instantaneo:
\7E:\7P+(Y)/\(E—P) Z‘_}H

O vetor posicdo (E — P) também pode ser decomposto em uma
componente paralela a & e outra a ele ortogonal:

_. a

(E-P) = ——/\[co/\(E P)]+Aco———/\(vH—Vp)+Aco
w?
o que leva a equagdo que define o eixo helicoidal instantaneo:
®d A \71) o
E=P+ +A& para AeR

|62

Assim, se & # 6, o movimento instantdneo de um corpo rigido é
equivalente a um movimento helicoidal, podendo sempre ser descrito
pela composigdo de uma rotagdo pura em torno do EHI, definida por &,
com uma translagéo paralela ao mesmo, definida por v .
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Classes de movimento de corpo rigido

© & =0e Vp =0: corpo instantaneamente em reposo.

M & =0e Vp # 0 : movimento instantaneo de translagio.

0+ 0ei= Vp-& = 0 : movimento instantaneo de rofagio em torno
do EHI (neste caso, denominado eixo de rotacio instantinea ou ERI).

05 +0ei= Vp-® # 0 : movimento helicoidal instantaneo, composto
de uma transla¢ao na direcdo do EHI e uma rotacdo em torno dele.

Em um movimento plano de corpo rigido, & é ortogonal
ao plano e, portanto, i = 0. Assim, se & # 6, o
movimento plano é equivalente a uma rotagao pura. Yo
O CIR corresponde, portanto, a intersec¢do do ERI P‘\A\i ‘6'
com o plano de movimento.

81
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Campo de aceleragdes de um corpo rigido

O vetor acelera¢ao angular/rotacional do corpo rigido em S é:

@
dt

&:

Recordando que Vp)q = Vp — Vq = %(P -Q)=d3A(P-Q):

- . . d? da _d
dpjq=dp-dg= 7 (P-Q =T AP-Q+3A L (P-Q)

de onde se obtém a equagao que descreve o campo de aceleragoes de um
corpo rigido em movimento geral:

dp=dQ+aA(P-Q+BA[&A(P-Q)

No caso particular de um movimento plano, & L (P — Q), de onde decorre que
SA[BA(P-Q)] =-w?(P-Q), com w = |&|, como mostrado no médulo 2.1.
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Motivacéo

Quando a descri¢do do movimento de
um ponto P ou de um corpo B em um
referencial S é complexa, é usual a
utilizagdo de um referencial auxiliar A,
movel em S, e com respeito ao qual a
descri¢do do movimento analisado se
torna mais simples.

Na versao tridimensional do problema de um disco de bordo fino B que pode
rolar sem escorregar sobre um plano fixo N, a descricdo da orientacdo de B em si ja
é um problema complexo, que pode ser simplificado pela defini¢do de um
referencial auxiliar E, definido pela interseccdo de duas retas ortogonais entre si:

® aprimeira contida no plano N e tangente ao bordo do disco — diregdo &;;

¢ asegunda passante pelos pontos C (contato) e G (centro) — direcao &3.
No referencial E, o movimento do disco é idéntico a versdo 2D do problema,
sendo parametrizado por um tnico angulo de orientacio 6. Os dngulos ¢/, entre &
e iy, e ¢, entre &3 e N, definem a orientacio de E em S.
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Definigbes

® S: referencial principal; A

F,
o

® A: referencial auxiliar;

@, ,12): base de vetores soliddria a A; P

Qarr: velocidade angular de arrastamento — B
mede a rotagdo de A com respeito a S;

® O: ponto solidario ao referencial A.

Problema: sendo conhecido o movimento de um ponto P em A,
obter uma descri¢ao do movimento de P em S.

Como mostrado na sec¢do 2 deste médulo, sabemos que as derivadas
temporais dos versores (i,}, k) em S sdo dadas por:
di d . dk . -

- = Warr A -7 = Warr A a—(ﬂarr/\k

dt
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Composicao de velocidades
Considere o vetor posicdo Tp 0= (P -0)=xi+yj+ zk. Tomando sua
derivada temporal em S obtém-se:
di d dk dx dy clzf<

VP/O =Vp — V0O = (P O)=x+yp +ag + it o+ o
o = VA + & . d dz -
VP =VQ + Garr A (x1+y +zk)+d—ji+d_lt/ +d_jk

- N——

VE A ‘7Prel

VP = VParr + VP rel

® Vpar: velocidade de arrastamento de P — velocidade, medida em S,
que o ponto P feria caso fosse soliddrio ao referencial auxiliar A:

Vparr = VO + @arr A (P - 0O)
® Vp ot velocidade relativn de P - velocidade de P em relagdo a A, ou
seja, supondo fixo o referencial auxiliar A.
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Composicao de aceleracdes

Tomando a derivada temporal em S da identidade:

dx, dy. dz.
Vp = VO + Qarr A (P — O)+d— +dt +dtk

—_———

@ @

obtém-se para os termos @ e @:

d . ddarr . d
a@— a& AP =0)+darr A 5(1’ 0)
= darr A (P = O) + Barr A [O_Sarr/\(P_O)"' ]

; d 2 2 2,
i®_%é dy dzdk d%x_ d%y dzk

& T drdr Tdrde drdr dtZ*@*ﬁ

& /\dx1+@+%f< +&i+d—2y+d—22f<
B TR TR de2  d2’ di?
———— e

ap rel

20/26
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Composicao de aceleracdes

De onde resulta a lei de composi¢do de acelerages:

ap = aparr + ap Cor + AP rel

® Ap app: aceleracio de arrastamento de P — aceleragdo, medida em S,
que o ponto P teria caso fosse soliddrio ao referencial auxiliar A:

aparr = a0 + Garr A (P — O) + Garr A [Barr A (P - O)]

ap,Cor: aceleracio complementar ou de Coriolis de P — termo associado
ao efeito da rotagdo do referencial auxiliar A com respeito a S:

ap Cor = 2®arr A VP rel

® ap e aceleracio relation de P — aceleragdo de P em relagdo a A, ou
seja, supondo fixo o referencial auxiliar A.
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Definigbes

® S: referencial principal; A

F,
o

® A: referencial auxiliar;

@, ,12): base de vetores soliddria a A; P

® Qarr: velocidade angular de arrastamento— g
mede a rotagdo de A com respeito a S;

® P,Q: pontos soliddrios ao corpo B.

Problema: sendo conhecido movimento que um corpo rigido B
descreve em relacdo a A, incluindo as expressdes dos vetores velo-
cidade angular &, € aceleragdo angular @, obter uma descri¢do
do o movimento de B em S.

di od dk .
= Warr N1 —7 = Warr A — =Qarr A K

dt — dt dt
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Composicao de velocidades angulares

Das equagdes de campo de velocidade que descrevem o movimento de
B com respeito ao referencial absoluto S e ao referencial auxiliar A:

Além disso, da lei de composi¢do de velocidades para P e Q:

=\70+(r)arr/\(P—O)+ (3]
=Vo + Qarr A (Q-0) + (4)

Da diferenca entre as equagoes ® e @, substituindo @ e @, decorre:
=(Barr/\(P_Q)+
(6 = Garr = O A (P-Q) =0

Sendo a escolha dos pontos P e Q arbitraria, conclui-se que:

> o -
© = Warr + Wre]

24/26
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Derivadas de vetores calculadas em referenciais distintos

® Vimos no médulo 2.1 que a derivada de um vetor depende do referencial
adotado. Versores somente podem ser tratados como “constantes”
na diferenciagdo se a base em questao for soliddria ao referencial.

* Em todo o texto até aqui, o simbolo —, quando aplicado a um vetor,

dt
denotou uma derivada em S (referencial principal).
* Em um contexto em que seja necessario realizar derivadas de um
vetor Ui com respeito a referenciais distintos, é conveniente usar
- .., dsu  dal
uma notagdo explicita: —— ou ——.
dt dt

Considerando a expressdo de um vetor genérico U = uyl + uy] + uzk em
termos de suas componentes na base (i, ], k), solidédria a A, temos:

dgi du A du du
C?t = th + dty d_Zk +ux(Garr A1) + ty (Garr AJ) + uz(GBarr A k)
dat  duy . duy  du, -

T @ tata s

25/26
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Derivadas de vetores calculadas em referenciais distintos

Obtemos assim, a equagdo que relaciona as derivadas de um vetor 4
genérico em S (referencial principal) e A (referencial auxiliar):

Esta equagdo é particularmente titil para o problema de composicio de
aceleracoes angulares. Considerando que a velocidade angular de
arrastamento mede a rotagdo de A com respeitoa S e a

mede a rotagdo de B , as respectivas aceleracoes
angulares sdo definidas a partir das seguintes derivadas:

- dsa)arr
Qarr = dr

Assim, tomando a derivada da equagdo & = darr + By €M S:

S - - -
O = arr + Ore] + Warr A Ol
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