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Equivaléncia entre sistemas de forgcas

A transformacado matematica de mudanca de polo tem como invarian-

tes o valor do escalar I = Mg - R e da componente vetorial Mg na di-

recdo paralela a R, denominada momento minimo, pois |[Mg| > [M[:
5 I =

Mmpin =M = = R

IR|

O eixo central de um sistema de forgas € o [ugar geométrico dos polos
com respeito aos quais o momento resultante deste sistema é minimo:

RAMy .=
E=O0+—2C 4R AeR
[R|2

Um sistema de forgas de resultante nio-nula serd redutivel a uma

tinica forca (R, E), cuja linha de agao é o eixo central do sistema se, e
somente se, o invariante escalar I = 0.
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Contato com atrito de escorregamento

Quando a forca equivalente em um contato entre sélidos néo é
ortogonal a superficie de contato, identificamos como atrito a res-
pectiva componente da forga tangente a esta superficie.

® O atrito atua como se impedir o
escorregamento relativo entre os corpos no contato. Para tal,
deve-se verificar a

® Ocorrendo escorregamento, o atrito passa a ser uma forca ativa
de sentido oposto a velocidade relativa de escorregamento e
intensidade praticamente constante |A| = jcN.

Al

F P 7
L LN Al = pcN
N A e m e
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Mudanga de polo e invariante escalar do sistema de forgas

® Seja um sistema de for¢as modeladas como vetores deslizantes ndo
equivalente a um bindrio, ou seja, com R # 0.
® Neste caso, a resultante de momentos do sistema dependerd da particular

escolha de polo, conforme descrito pela equagdo:
1\7[]3=1\7[A+(A—B)/\ﬁ
¢ O produto escalar entre os vetores resultantes de forga e de
momento independe do polo escolhido. De fato:

I=Mg-R=My-R+(A-B)AR-R=M, -R

Dessa forma, o valor de I = Mg - R (0 mesmo para qualquer polo O
escolhido) representa o invariante escalar do sistema de forcas.

¢ Em outras palavras, a transformacdo matemdtica de mudanca de
polo tem como caracteristica preservar o valor de I = Mg - R.
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Decomposi¢ao de um vetor em componentes ortogonais

Dados dois vetores ndo-nulos X e ¥, sempre serd possivel realizar a
decomposigdo y = ¥ + ¥, com a parcela y|| sendo paralela a X e a
parcela y, sendo ortogonal a X. Em particular:

_§ex, . ZAGAD)
i = |;(|2X yi=- X2

A figura ao lado ilustra o resultado do
teorema considerando um e

um . Para o caso de dois vetores
ndo-nulos genéricos X e y, basta tomar:
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Momento minimo

® A componente do vetor M sobre a diregio de R independe do
polo escolhido:

Zl
=

N I =

R=——R

IRI2 IRP?

Portanto, a transformacao de mudanga de polo afeta exclusivamente
a componente do momento resultante que é ortogonal a R.

Mo =

* Notando que Mo|| e Mo 1 sdo componentes ortogonais de Mo

- = = 2 I
Wil = Moy 2 + Mo 2 = \|—— + Vo P > LI
IR2 R

® Pode-se buscar um polo E para o qual o momento resultante seja
minimo (em moédulo):
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Eixo central

¢ O mesmo momento minimo serd medido se o polo E’ escolhido
estiver em uma reta passante por E e que tenha a diregdo de R uma
vez que, neste caso, (E-E’) || Re:

ME’ =ME+(E—E/)Aﬁ=ME
¢ Tal reta é denominada eixo central do sistema de forcas e representa
o lugar geométrico dos polos com respeito aos quais o nomento
resultante deste sistema é minino.
¢ Aplicando a expressdo da mudanga de polo entre O e E, o
primeiro sendo o polo com relagdo ao qual medimos Mg e o
segundo um ponto do eixo central:

I

Mo=Mg+(E-O)AR= #zf{—f{/\(E—O)
IR|
= RAMo= —— RAR-RA(RA(E-0)) =R (RA (E-0))

CRP
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Eixo central

® Pode-se decompor (E-0) = (E-O) + (E-O), em quea
primeira parcela é paralela a Rea segunda é ortogonal a R:

RA (RA(E-0))

(E-0)=AR - —
IR|?
. RAM RAMy .=
(E-0)= R+ —-"9 o E=0+—2"94)R AeR
IR IR

® Se A puder assumir qualquer valor real, esta equagao descrevera
uma reta que tem a diregdo de R; em outras, palavras, esta é a
equagdo do eixo central do sistema de forcas.

¢ Em particular, se I = 0, o eixo central é o lugar geométrico dos
polos com respeito aos quais 0 momento é nulo.
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Classes de reducéo de sistemas de forgas

OR=0eMg =0 : osistema ¢ equivalente a zero (ou seja, equivale
a aplicacdo de nenhum esforco, condigdo de equilibrio estético).

®@R=0e IC/IO # 0 : o sistema é equivalente a um bindrio.

OR=0el= 1\7[0 ‘R =0 : o0 sistema é equivalente a uma tnica
forca (R, E), cuja linha de agdo é o eixo central do sistema.

OR=0el= Mo - R # 0 : o sistema é equivalente a duas forcas
ou a uma forca e um bindrio, sendo este tltimo minimo se o polo
escolhido estiver sobre o eixo central.
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Sistemas redutiveis a uma unica forga — R#0el= 1\7[0 ‘R=0
Dois casos notaveis discutidos anteriormente sdo sistemas redutiveis a
uma tnica forga:

® Em um sistema de forcas concorrentes em P, o eixo central é a reta que
tem a direcio de R e passa pelo ponto P.

® Em um sistema de forcas paralelas de R # 0, 0 eixo central é a reta que
tem a direcdo de R e passa pelo centro de forcas paralelas C.

Sistemas de forgas coplanares de resultantes ndo-nulas sao redutiveis a
uma tinica forca uma vez que R e Mg sdo ortogonais entre si (I = 0).

* De fato, considerando uma base ortonormal (i, , k), com k normal ao plano em
questdo, e um polo O sobre este plano:

f{:l;f:k = (gxk)u(zn: Yk)

k=1

n n
Mo = Z‘(ka+ Ye) A (Xl + Yi]) = [Z(kak - kak)Jk
k=1 k=1
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Contato com atrito de escorregamento

Considere o exemplo de um bloco de peso P apoiado F P
sobre uma superficie plana horizontal. Aplica-se uma - l
forca horizontal de intensidade F, porém a presenca de
atrito no contato entre o bloco e o plano impede qualquer
movimentagdo do bloco, mantendo-o em equilibrio.

A interagao existente no contato pode ser modelada como um sistema
de forgas reativas distribuidas na superficie de contato. Como o modelo
é 2D, tal sistema de forgas é redutivel a uma tnica forga de reagéo.

F P
1
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Contato com atrito de escorregamento

O sistema de forgas completo (considerando forgas ativas e reativas),
por sua vez, deve ser equivalente a zero, uma vez que o bloco
permanece em equilibrio. Dessa forma:

R=(F-A)i+(N=P)j=0 A=F
= — + — = Pt
: N=p
. b . b F
Mo—(Nx—PE—Fh)k—O = x—§+1—3h
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Nao-tombamento

Note que a presenca da forga horizontal faz com que o ponto de
aplicagdo da forca de contato equivalente seja deslocado da posigdo
central da superficie. A condigdo para que o contato permaneca e o
bloco nao tombe é:

= b+Fh<b = F<Pb
2 P - - 2h

F lP
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Nao-escorregamento: modelo de Coulomb

O atrito (componente tangente a superficie da forca de contato
equivalente) é uma , uma vez que apenas é capaz de
restringir o escorregamento entre as superficies caso a razdo entre seu
modulo e o valor da normal (componente normal a superficie da forca
de contato equivalente) ndo exceda um limite, definido pelo

(determinando experimentalmente, em funcéo da
natureza das superficies em contato):

' ‘A| = .UCN

| F
Para o exemplo do bloco, a condi¢do de ndo-escorregamento é satisfeita
se, e somente se: F < e P.
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Atrito de escorregamento: modelo de Coulomb

Caso a condigdo de ndo-escorregamento ndo seja satisfeita, o atrito
deixa de ser uma componente de for¢a de reagdo e passa a ser uma forca
ativa de sentido oposto a velocidade relativa de escorregamento e
intensidade praticamente constante igual a /i N, com /i sendo o
coeficiente de atrito cinético.

T‘Al
LN L 1Al = peN
N|eoeeeeee L AT eV

>

F
* Versoes da condigdo de ndo-escorregamento em problemas 3D:

® Bloco em contato com uma superficie: , IA% + A% < peN.

® Bloco vinculado a uma curva no espago: |A| < pie/ N12 + NZZ.
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