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Questao 1 (3,0 pontos). A figura ao lado mostra um anel P, de
massa m, que percorre a guia em formato de hélice cilindrica em mo-
vimento ascendente devido & agao da forga tangencial F = F 7 de mo-
dulo constante F. Seu vetor posicao parametrizado com respeito ao
angulo 6(t) ¢ dado em componentes cartesianas como 7 = (P —0) =
acosO(t) T+ a sinf(t) 7+ ab(t) k, com raio a, constante, e t, tempo.
Sabe-se também que ha atrito entre a superficie interna do anel e a guia,
causando uma forga proporcional ao coeficiente de atrito dindmico p e cuja
diregao é tangente a trajetoria a cada instante. Sao fornecidos os verso-
res tangente (7), normal (77) e binormal (b) do triedro de Frenet. Nessas
condigoes, pedem-se, em um instante genérico, em fungao dos parametros
m, a, g, [, t, 0(t) e de suas derivadas temporais:

a) a velocidade escalar do anel, v(t);

b) o raio de curvatura da trajetoria, p;

c¢) as componentes das forgas ativas nas dire¢oes do triedro de Frenet;
d) as componentes da reagao vincular nas dire¢oes do triedro de Frenet.

Questao 2 (3,5 pontos). O corpo ilustrado na figura ao lado é um
setor recortado de um disco homogéneo, de centro A e raio R, que
pode rolar sem escorregar sobre uma superficie plana horizontal. Este
setor tem massa m e seu centro de massa G estd a uma distancia e do
ponto A. O &ngulo # mede a inclinagao do segmento GA com respeito
a vertical, conforme indicado na figura. Além disso, adota-se uma base
ortonormal de vetores (7,7, E) solidaria a este corpo, com o versor J
permacecendo paralelo & dire¢ao do segmento GA. Pede-se:

a) determinar o momento de inércia Jg, e o produto de inércia Jagy
(dado: Ja, = mR?/2);

b) escrever as expressoes das energias cinética 1" e potencial V' para
este corpo em funcgao de 6 e 6;

c) obter a equacao de movimento deste sistema, explicitando 6 em
funcao de 6 e 6.

Questao 3 (3,5 pontos). O disco de centro A, massa M e raio R esta
conectado ao disco de centro B, raio r e massa m por meio de uma barra
AB, de massa desprezivel, articulada nos respectivos centros, conforme
mostrado na figura ao lado. O sistema esta num plano vertical e apoiado
sobre uma rampa inclinada de um angulo 6 em relagao & horizontal. A
barra AB permanece horizontal durante o movimento. Um torque T é
aplicado no disco (B;r). Sao dados os momentos de inércia Jyu, e Jp,
dos discos, e o coeficiente de atrito entre ambos os discos e a rampa,
que vale . Usando o sistema de eixos mostrado na figura, pede-se, em
fungao dos dados:

a) desenhe os diagramas de corpo livre dos dois discos;

= %(—sin@ T+ cos T+ k)
= —cosf iV—sinf J

%(Sine 7—cosf T+ k)

SL3E

|
|
|
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b) obtenha a relagdo entre as aceleragdes rotacionais w4 e wp, sem escorregamento;
c) obtenha a relacao entre as forcas de atrito nos discos e suas aceleragdes rotacionais, em fungéo do torque T}

c) obtenha a expressao da for¢a na barra, em fungao do torque 7.
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Questao 1 (3,0 pontos). A figura ao lado mostra um anel P, de
massa m, que percorre a guia em formato de hélice cilindrica em mo-
vimento ascendente devido & agao da forga tangencial F = F 7 de mo-
dulo constante F. Seu vetor posicao parametrizado com respeito ao
angulo 6(t) é dado em componentes cartesianas como 7 = (P —0) =
acosO(t) T+ a sinf(t) 7+ ab(t) k, com raio a, constante, e t, tempo.
Sabe-se também que ha atrito entre a superficie interna do anel e a guia,
causando uma forga proporcional ao coeficiente de atrito dindmico p e cuja
diregao é tangente a trajetoria a cada instante. Sao fornecidos os verso-

-

res tangente (7), normal (i) e binormal (b) do triedro de Frenet. Nessas

condicoes, pedem-se, em um instante genérico, em fungao dos parametros = ) - =
m, a, g, 4, t, 0(t) e de suas derivadas temporais: T= ﬁ(_ sinf 7'+ cost j+ k)
a) a velocidade escalar do anel, v(¢); i =—cosf ¥—sinf 7
b) o raio de curvatura da trajetoria, p; b= %(sin@ U—cosf 7+ k)
c¢) as componentes das forgas ativas nas dire¢oes do triedro de Frenet;
d) as componentes da reagao vincular nas dire¢oes do triedro de Frenet.
Resolucao da Questao 1 (3,0 pontos)
a)
u(t) = |7 (0(t)]16(t) = av/2 6(t) (0.4)
b)
7"’ = —a cosfi—a sind j
. 3
U (av2) e o
|7/ AT a2 sin® 7 — a2 cosO § +a2k||  a2V2 /
¢) No problema temos duas forgas ativas, F , dada, e o peso P = —ng, e as forcas vinculares, atrito e normal de

contato. Denominando genericamente F', forcas ativas, f forcas reativas e R resultante temos:

— — —

R=F,+ f=ma

Portanto, para as forcas ativas:

P)-ii = (F7 —mgk) -7 =0
b— F, = (F+P)-b=(FF—mgk) -b=—

P)-7=(F7—mgk) 7= (FF—mgk) - 7=F — —=

mg

V2

(2* Lei de Newton)

mg

V2

d) Expande-se a equagao vetorial correspondente a 2* Lei de Newton em termos de suas componentes:

R=(Far + f)7+ (Fu, + f)7i + (Fa, 4+ fo)b = m(ar7 + anf)

fr = (Far).7 = (—p||N||7).7 = —p[|N||
FoF, +f,=F-"9_

V2

HlI N = ma,

n— 0+ f, = man,

m
I f=0

V2

b
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Para concluir deve-se ainda escrever as expressoes das aceleragoes e do mddulo da reagao normal:

ar = (t) = aV2 6(t)
) 2a20(t) o

ay, = ) 5 af (t)
1NNl = (£2 + )2
Com isso temos as componentes das forgas vinculares:
fo = mab’(¢) 0,3)
fo="75 (0.4)

fr = —Far = —p||N||

Equacao de movimento:

mav2 () = F — % Y [(maéQ(t)>2 + (”\}gﬂ ’ (0.,3)
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Questao 2 (3,5 pontos). O corpo ilustrado na figura ao lado é um
setor recortado de um disco homogéneo, de centro A e raio R, que
pode rolar sem escorregar sobre uma superficie plana horizontal. Este
setor tem massa m e seu centro de massa G estda a uma distancia e do
ponto A. O éngulo # mede a inclinagao do segmento GA com respeito
a vertical, conforme indicado na figura. Além disso, adota-se uma base
ortonormal de vetores (7,7, l;) solidaria a este corpo, com o versor J
permacecendo paralelo & dire¢ao do segmento GA. Pede-se:

a) determinar o momento de inércia Jg, e o produto de inércia Jazy
(dado: Ja, = mR?/2);

b) escrever as expressoes das energias cinética T e potencial V' para
este corpo em funcao de 0 e 9;

|
|
|
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c) obter a equacdo de movimento deste sistema, explicitando 6 em
funcao de 0 e 6.
Resolucao da Questao 2 (3,5 pontos)
a) Utilizando o Teorema dos Eixos Paralelos:
RQ
Ja. = Jgs + me? = Ja. =m <2 - 62) (0,5)

Notando que Gyz é um plano de simetria e considerando a homogeneidade do corpo:

Jeay =0 (0,5)

b) Notando que & = —0k e, da condigdo de rolamento sem escorregamento, vc = 0, entdo:
T4 =Tc+@A(A—C) = —0k A R(—sin 07 + cos 0]) = R (cos 07+ sin 07)

Dessa forma, a energia cinética 1" do corpo pode ser obtida a partir da seguinte expressao:

1 1
T = 5m|z7A\2 +mia-GA(G—A)+ §JA2|LU\2

1 : ; k Ll
T = 5mR*0* +mR(cos 67+ sin 0) - [(=0k) A (—e])] + 5 mf

T = (imR2 — mRe cos 9) 6> (1,0)

9’2

Sendo o peso a tnica forga conservativa atuando sobre o corpo e, considerando como referéncia um plano horizontal
passante por A, tem-se:

V = —mgecosf (0,5)

c) Da condigao de rolamento sem escorregamento, pode-se afirmar que as forgas aplicadas no disco em seu contato com
o plano nao realizam trabalho. Assim, o sistema é conservativo e a energia mecénica F =T + V é constante, logo:

dE d 3, o~ B
9 =0 = m {<4mR —mRecosG)@ —mgecos@} =0
4

2esin 0(g + R6?)
3R2 — 4Recos b

2 <3mR2 — mRecos 9) 66 + (mReé sin 9) 6% + mgeé sinf =0

é:

(1,0)
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Questao 3 (3,5 pontos). O disco de centro A, massa M e raio R esta
conectado ao disco de centro B, raio r e massa m por meio de uma barra
AB, de massa desprezivel, articulada nos respectivos centros, conforme
mostrado na figura ao lado. O sistema esta num plano vertical e apoiado
sobre uma rampa inclinada de um angulo 6 em relagao a horizontal. A
barra AB permanece horizontal durante o movimento. Um torque T é
aplicado no disco (B;r). Sao dados os momentos de inércia Ja, e Jp.
dos discos, e o coeficiente de atrito entre ambos os discos e a rampa,
que vale u. Usando o sistema de eixos mostrado na figura, pede-se, em
funcao dos dados:

a) desenhe os diagramas de corpo livre dos dois discos;

b) obtenha a relagdo entre as aceleragdes rotacionais w4 e wpg, sem escorregamento;

c) obtenha a relagdo entre as forgas de atrito nos discos e suas aceleragdes rotacionais, em fungao do torque T';
c) obtenha a expressdo da for¢a na barra, em funcao do torque 7.

Resolugao da Questao 3 (3,5 pontos)
a) diagrama (1,0)
b) (.3,4 ZOJAE:>L%J‘A :oZ)AI_é; LUB ZwBE=>(jB ZLZJBE

T=-Tk

1

A= —wARZ$ (_fA = —OZ)ARZ; 173 = —UJBRz’é 6_7:3 = —LUBTZ
Com a barra AB (0,5): ¥4 =Up = da =dp = waR=wpr (1)
c) TR:
Disco (A; R): May = Fooai+ NA;’—I— Fup (cos@f— sin@j) + Mg (— sin 07 — cos@j) =

N —MwaR =Fuya+ Fagcosd — Mgsing (2) 0.5)
0=Ny— Fagsin — Mgcosf (3) )

-

Disco (B;r): mdp = Foipi + NBj— Fup (cos@%'— sin@g) + mg (— sin 07 — cosﬁf) =

N —mwpr = Fup — Fapcosf —mgsind (4) (0.5)
0= N+ Fapsinf — mgcosf (5)

wadaz

(6)

Disco (A; R): waJa.k = (C — A) A Fappi = RFyak = Fapp =

Disco (B;r): wpJp.k = (D — B) A Fapi — Tk = rFypk — Tk = Fyup = (7)

r

oad F 0 — Mgsinf
d) Substituindo (6) em (2): —Ma R = w"‘iR’“Z + Fapcos — Mgsing = w4 = —R AB;Z i Rg;m
‘ »+T F 0 inf) —T
Substituindo (7) em (4): —mpr = M—FAB cosf—mgsind = wp = r(Fapcost + mgsing)
r Jpx + mr?
. . Fapcos® — Mgsin® 12 (Fapcosf +mgsind) —rT
Usando (1): WaR = wpr = —R? = =
sando (1): w4 wRT T T MR —
= [R? (Jpz +mr?) +r* (Jaz + MR?)] Fap cosf
= [MR? (Jp. +mr®) —mr® (Ja: + MR?)] gsin6 +r (Ja. + MR*) T =
L P r (JAZ + MR2) T— [(JAZ + MRQ) r’m — (JBZ + mr2) RzM] gsinf ©
AB [(Jgz +mr?) R2 + (Ja, + MR?) 72| cosf ’



