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1ª Questão (3,5 pontos). Uma polia de centro D, raio R e peso P, é 

vinculada à extremidade D da barra BCD. Um bloco de peso Q 

mantém-se em equilíbrio suspenso por um fio ideal apoiado sobre a 

polia e ligado à barra AEC, conforme indicado na figura. As barras 

AEC e BCD, ambas de peso desprezível, são ligadas entre si através da 

articulação C. A extremidade A da barra AEC apoia-se em uma parede 

vertical rugosa, ao passo que a extremidade B da barra BCD é 

vinculada a essa parede por meio da articulação B.  Pede-se: 

(a) desenhar os diagramas de corpo livre da polia e das barras BCD e 

AEC; 

(b) determinar os esforços reativos em A e em B; 

(c) determinar o valor mínimo do coeficiente de atrito µe para que o conjunto se mantenha em equilíbrio 

estático. 

 

2ª Questão (3,0 pontos). A peça ABCDE gira em torno do eixo 

vertical z com velocidade angular constante  k


11  = , transportando 

em sua extremidade E um disco de raio R, o qual, por sua vez,  gira 

com velocidade angular j


22  =  ( 2  constante) em relação à peça 

ABCDE. Utilizando o sistema de referência Bxyz, solidário à peça 

ABCDE, e considerado o instante ilustrado na figura, determine: 

(a) o vetor rotação absoluta do disco; 

(b) o vetor aceleração rotacional absoluta do disco; 

(c) as velocidades relativa, de arrastamento e absoluta do ponto P do 

disco; 

(d) as acelerações relativa, de arrastamento, de Coriolis e absoluta do 

ponto P do disco. 

 

3ª Questão (3,5 pontos). As barras AB, de massa m, e BC, de massa 4m, são 

articuladas entre si no ponto B, conforme mostrado na figura. A extremidade 

A da barra AB é vinculada a uma parede vertical por meio de uma articulação. 

A extremidade C da barra BC é apoiada em uma superfície horizontal isenta 

de atrito. Admitindo que as barras se encontrem inicialmente em repouso na 

configuração indicada na figura, pede-se, para o instante em que o sistema 

inicia o seu movimento: 

(a) os diagramas de corpo livre das barras AB e BC; 

(b) a relação entre as acelerações angulares αAB e αBC das barras AB e BC, 

respectivamente; 

(c) a aceleração do centro de massa G da barra BC em função da aceleração 

angular αBC; 

(d) as acelerações angulares αAB e αBC das barras em função dos parâmetros dados; 

(e) a reação na extremidade C da barra BC. 
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RESOLUÇÃO 

(Versão: 27/07/2018) 

 

1ª Questão (3,5 pontos). Uma polia de centro D, raio R e peso P, é 

vinculada à extremidade D da barra BCD. Um bloco de peso Q 

mantém-se em equilíbrio suspenso por um fio ideal apoiado sobre a 

polia e ligado à barra AEC, conforme indicado na figura. As barras 

AEC e BCD, ambas de peso desprezível, são ligadas entre si através da 

articulação C. A extremidade A da barra AEC apoia-se em uma parede 

vertical rugosa, ao passo que a extremidade B da barra BCD é 

vinculada a essa parede por meio da articulação B.  Pede-se: 

(a) desenhar os diagramas de corpo livre da polia e das barras BCD e 

AEC; 

(b) determinar os esforços reativos em A e em B; 

(c) determinar o valor mínimo do coeficiente de atrito µe para que o conjunto se mantenha em equilíbrio 

estático. 

 

(a) desenhar os diagramas de corpo livre da polia e das barras BCD e AEC; 

 

 
 

(b) determinar os esforços reativos em A e em B; 

 

• Equilíbrio da polia: 

 

𝑅⃗ = 0⃗   →    {
𝑋𝐷 + 𝑄 = 0

𝑌𝐷 − 𝑃 − 𝑄 = 0
     →     

𝑋𝐷 = −𝑄
𝑌𝐷 = 𝑃 + 𝑄

      (1) 

 

 

• Equilíbrio da barra BCD: 

 

𝑅⃗ = 0⃗    →    {
−𝑋𝐷 + 𝑋𝐶 + 𝑋𝐵 = 0
−𝑌𝐷 + 𝑌𝐶 + 𝑌𝐵 = 0

𝑀⃗⃗ 𝐷 = 0⃗   →    {𝑌𝐶 . 3𝑅 + 𝑌𝐵. 5𝑅 = 0

     →     

𝑋𝐶 + 𝑋𝐵 = −𝑄
𝑌𝐶 + 𝑌𝐵 = 𝑃 + 𝑄

𝑌𝐶 = −
5

3
𝑌𝐵

     →     

𝑋𝐶 + 𝑋𝐵 = −𝑄

𝑌𝐵 = −
3

2
(𝑃 + 𝑄)

𝑌𝐶 =
5

2
(𝑃 + 𝑄)

    (2) 

 

 

 

0,3 ponto 

0,3 ponto 

0,4 ponto 

0,5 ponto 

0,5 ponto 



 

 

ESCOLA POLITÉCNICA DA UNIVERSIDADE DE SÃO PAULO 

                                Avenida Professor Mello Moraes, nº 2231. cep 05508-900, São Paulo, SP. 
                                            Telefone: (0xx11) 3091 5337          Fax: (0xx11) 3813 1886 

 

Departamento de Engenharia Mecânica 

 

   

  

F 

 

 

 

 

 

• Equilíbrio da peça AEC: 

 

𝑅⃗ = 0⃗    →    {
−𝑄 − 𝑋𝐶 − 𝑁 = 0
−𝑌𝐶 + 𝐹𝑎𝑡 = 0

𝑀⃗⃗ 𝐶 = 0⃗   →    {𝑄𝑅 − 𝑁. 2𝑅 + 𝐹𝑎𝑡 . 2𝑅 = 0
     →     

𝑋𝐶 = −
(5𝑃+8𝑄)

2

𝐹𝑎𝑡 =
5

2
(𝑃 + 𝑄)

𝑁 =
(5𝑃+6𝑄)

2

         (3) 

Portanto, as reações em A e B são: 

 

𝑵 =
(𝟓𝑷+𝟔𝑸)

𝟐

𝑭𝒂𝒕 =
𝟓

𝟐
(𝑷 + 𝑸)

             
𝑿𝑩 =

(𝟓𝑷+𝟔𝑸)

𝟐

𝒀𝑩 = −
𝟑

𝟐
(𝑷 + 𝑸)

  

 

 

(c) determinar o valor mínimo do coeficiente de atrito µe para que o conjunto se mantenha em equilíbrio 

estático. 

 

|𝐹𝑎𝑡| ≤ 𝜇𝑒|𝑁|     →     𝝁𝒆 ≥
𝟓(𝑷+𝑸)

(𝟓𝑷+𝟔𝑸)
         (4) 

 

 

  

0,5 ponto 

0,5 ponto 

0,5 ponto 
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2ª Questão (3,0 pontos). A peça ABCDE gira em torno do eixo 

vertical z com velocidade angular constante  k


11  = , transportando 

em sua extremidade E um disco de raio R, o qual, por sua vez,  gira 

com velocidade angular j


22  =  ( 2  constante) em relação à peça 

ABCDE. Utilizando o sistema de referência Bxyz, solidário à peça 

ABCDE, e considerado o instante ilustrado na figura, determine: 

(a) o vetor rotação absoluta do disco; 

(b) o vetor aceleração rotacional absoluta do disco; 

(c) as velocidades relativa, de arrastamento e absoluta do ponto P do 

disco; 

(d) as acelerações relativa, de arrastamento, de Coriolis e absoluta do 

ponto P do disco. 

 

 (a) vetor rotação absoluta do disco; 

 

𝑣 𝑃
𝑎𝑏𝑠 = 𝑣 𝑃

𝑟𝑒𝑙 + 𝑣 𝑃
𝑎𝑟𝑟   →    {

𝑣 𝑃
𝑟𝑒𝑙 = 𝜔⃗⃗ 2 ∧ (𝑃 − 𝐸)

𝑣 𝑃
𝑎𝑟𝑟 = 𝑣⃗ 𝐵 + 𝜔⃗⃗ 1 ∧ (𝑃 − 𝐵)

→   {

𝒗⃗⃗ 𝑷
𝒓𝒆𝒍 = −𝝎𝟐𝑹k⃗ 

𝒗⃗⃗ 𝑷
𝒂𝒓𝒓 = 𝝎𝟏(𝟐𝑳 + 𝑹)j 

𝒗⃗⃗ 𝑷
𝒂𝒃𝒔 = 𝝎𝟏(𝟐𝑳 + 𝑹)j −𝝎𝟐𝑹k⃗ 

    

(1)   

 

(b) o vetor aceleração rotacional absoluta do disco; 

 

𝑎 𝑃
𝑎𝑏𝑠 = 𝑎 𝑃

𝑟𝑒𝑙 + 𝑎 𝑃
𝑎𝑟𝑟 + 𝑎 𝑃

𝐶𝑜𝑟   →    {

𝑎 𝑃
𝑟𝑒𝑙 = 𝛼⃗ 2 ∧ (𝑃 − 𝐸) + 𝜔⃗⃗ 2 ∧ [𝜔⃗⃗ 2 ∧ (𝑃 − 𝐸)]

𝑎 𝑃
𝑎𝑟𝑟 = 𝑎⃗ 𝐵 + 𝛼⃗ 1 ∧ (𝑃 − 𝐵) + 𝜔⃗⃗ 1 ∧ [𝜔⃗⃗ 1 ∧ (𝑃 − 𝐵)]

𝑎 𝑃
𝐶𝑜𝑟 = 2𝜔⃗⃗ 1 ∧ 𝑣 𝑃

𝑟𝑒𝑙

   

 

Como as velocidades angulares da estrutura e do disco possuem módulo constante, 𝛼 1 = 𝛼 2 = 0⃗ , então: 

 

{
 
 

 
 

𝒂⃗⃗ 𝑷
𝒓𝒆𝒍 = −𝝎𝟐

𝟐𝑹i 

𝒂⃗⃗ 𝑷
𝒂𝒓𝒓 = −𝝎𝟏

𝟐(𝟐𝑳 + 𝑹)i 

𝒂⃗⃗ 𝑷
𝑪𝒐𝒓 = 𝟐(𝝎𝟏k⃗ ) ∧ (−𝝎𝟐𝑹k⃗ ) = 𝟎⃗⃗ 

𝒂⃗⃗ 𝑷
𝒂𝒃𝒔 = −[𝝎𝟐

𝟐𝑹 + 𝝎𝟏
𝟐(𝟐𝑳 + 𝑹)]i 

   (2)    

 

(c) as velocidades relativa, de arrastamento e absoluta do ponto P do disco; 

 

𝜔⃗⃗ 𝑎𝑏𝑠 = 𝜔⃗⃗ 𝑟𝑒𝑙 + 𝜔⃗⃗ 𝑎𝑟𝑟    →    𝝎⃗⃗⃗ 𝒂𝒃𝒔 = 𝝎𝟐j + 𝝎𝟏k⃗  (3) 

 

(d) as acelerações relativa, de arrastamento, de Coriolis e absoluta do ponto P do disco. 

 

𝛼 𝑎𝑏𝑠 = 𝛼 𝑟𝑒𝑙 + 𝛼 𝑎𝑟𝑟 + 𝜔⃗⃗ 𝑎𝑟𝑟 ∧ 𝜔⃗⃗ 𝑟𝑒𝑙    →    𝜶⃗⃗ 𝒂𝒃𝒔 = −𝝎𝟏𝝎𝟐i  (4) 

  

0,5 ponto 

0,5 ponto 

0,3 ponto 

0,3 ponto 

0,4 ponto 

0,5 ponto 

0,5 ponto 
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3ª Questão (3,5 pontos). As barras AB, de massa m, e BC, de massa 4m, são 

articuladas entre si no ponto B, conforme mostrado na figura. A extremidade 

A da barra AB é vinculada a uma parede vertical por meio de uma articulação. 

A extremidade C da barra BC é apoiada em uma superfície horizontal isenta 

de atrito. Admitindo que as barras se encontrem inicialmente em repouso na 

configuração indicada na figura, pede-se, para o instante em que o sistema 

inicia o seu movimento: 

(a) os diagramas de corpo livre das barras AB e BC; 

(b) a relação entre as acelerações angulares αAB e αBC das barras AB e BC, 

respectivamente; 

(c) a aceleração do centro de massa G da barra BC em função da aceleração 

angular αBC; 

(d) as acelerações angulares αAB e αBC das barras em função dos parâmetros dados; 

(e) a reação na extremidade C da barra BC. 

Dado: 
12

2
barrabarraz

Gbarra
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I


=  

 

(a) os diagramas de corpo livre das barras AB e BC; 

 

 
 

 

(b) a relação entre as acelerações angulares αAB e αBC das barras AB e BC, respectivamente; 

 

Devido às características geométricas do problema, tem-se: 

𝑎 𝐵 = (−2𝐿𝛼𝐴𝐵)j      e     𝑎 𝐶 = 𝑎𝐶i  (1) 

 

Como o sistema parte do repouso, 𝜔⃗⃗ 𝐴𝐵 = 𝜔⃗⃗ 𝐵𝐶 = 0⃗ , logo as acelerações 𝑎 𝐵 e 𝑎 𝐶 podem ser correlacionadas, 

como segue: 

𝑎 𝐶 = 𝑎 𝐵 + 𝛼𝐵𝐶k⃗ ∧ (𝐶 − 𝐵) 

𝑎𝐶i = (−2𝐿𝛼𝐴𝐵)j + 𝛼𝐵𝐶k⃗ ∧ (3𝐿i − 4𝐿j )     →     

𝑎𝐵 = −3𝐿𝛼𝐵𝐶
𝑎𝐶 = 4𝐿𝛼𝐵𝐶

𝜶𝑨𝑩 =
𝟑

𝟐
𝜶𝑩𝑪

 (2) 

0,3 ponto 

0,3 ponto 

1,0 ponto 



 

 

ESCOLA POLITÉCNICA DA UNIVERSIDADE DE SÃO PAULO 

                                Avenida Professor Mello Moraes, nº 2231. cep 05508-900, São Paulo, SP. 
                                            Telefone: (0xx11) 3091 5337          Fax: (0xx11) 3813 1886 

 

Departamento de Engenharia Mecânica 

 

   

  

F 

 

 

 

 

 

(c) a aceleração do centro de massa G da barra BC em função da aceleração angular αBC; 

 

Novamente, como o sistema parte do repouso, 𝜔⃗⃗ 𝐴𝐵 = 𝜔⃗⃗ 𝐵𝐶 = 0⃗ , a aceleração do centro de massa da barra 

BC pode ser escrita como: 

𝑎 𝐺 = 𝑎 𝐶 + 𝛼𝐵𝐶k⃗ ∧ (𝐺 − 𝐶) 

𝑎 𝐺 = (4𝐿𝛼𝐵𝐶)i + 𝛼𝐵𝐶k⃗ ∧ (−
3𝐿

2
i + 2𝐿j )     →     𝒂⃗⃗ 𝑮 = 𝜶𝑩𝑪𝑳 (𝟐i −

𝟑

𝟐
j ) (3) 

 

(d-e) as acelerações angulares αAB e αBC das barras em função dos parâmetros dados, e a reação na extremidade 

C da barra BC. 

 

• TQMA para a barra AB com respeito ao pólo A (movimento plano): 

 

𝑀⃗⃗ 𝐴 = 𝑚(𝐺 − 𝐴) ∧ 𝑎 𝐴 + (𝐽𝐴𝛼𝐴𝐵)k⃗    ;   sendo 𝑎 𝐴 = 0⃗  e 𝛼𝐴𝐵 =
3

2
𝛼𝐵𝐶 (Eq. 2) , tem-se: 

(𝑚𝑔𝐿 − 2𝐿𝑌𝐵)k⃗ = (
𝑚4𝐿2

12
+𝑚𝐿2)𝛼𝐴𝐵k⃗      →     𝑚𝑔 − 2𝑌𝐵 = 2𝑚𝐿𝛼𝐵𝐶 (4) 

 

• TQMA para a barra BC com respeito ao pólo G (movimento plano): 

 

𝑀⃗⃗ 𝐺 = (𝐽𝐺𝛼𝐵𝐶)k⃗    ;   logo: 

(𝑌𝐵
3𝐿

2
+ 𝑌𝐶

3𝐿

2
+ 𝑋𝐵2𝐿) k⃗ = (

4𝑚25𝐿2

12
)𝛼𝐵𝐶k⃗      →     3(𝑌𝐵 + 𝑌𝐶) + 4𝑋𝐵 =

50𝑚𝐿

3
𝛼𝐵𝐶 (5) 

 

• TQM para a barra BC (movimento plano): 

 

𝑅⃗ = 4𝑚𝑎 𝐺    →    {
−𝑋𝐵 = 8𝑚𝐿𝛼𝐵𝐶

−𝑌𝐵 − 4𝑚𝑔 + 𝑌𝐶 = −6𝑚𝐿𝛼𝐵𝐶
    (6) 

 

Portanto, resolvendo o sistema de Eqs. 4-6, tem-se: 

𝜶𝑩𝑪 =
𝟒𝟓𝒈

𝟐𝟏𝟖𝑳
   ;    𝜶𝑨𝑩 =

𝟏𝟑𝟓𝒈

𝟒𝟑𝟔𝑳
   ;    𝒀𝑪 =

𝟑𝟑𝟑𝒎𝒈

𝟏𝟎𝟗
    (7) 

 

 

0,4 ponto 

0,4 ponto 

0,4 ponto 

0,4 ponto 

0,3 ponto 


