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Duracao da Prova: 120 minutos (ndo é permitido usde calculadoras)

ATENCAO: a prova consta de 3 questbes de aplicagio da testtidada valendo 10 pontos e de 4 questdes
tedricas, cuja resposta € opcional, com valor weaP pontos, e cujo resultado obtido € somadoatar das
guestbes de aplicacdd. nota maxima da prova é 10, ou seja, ndo ha acunagdo de pontos para as
avaliacOes subsequentes

QUESTAO 1 (3,5 pontos).Dois cilindros iguais de raip e massan, interligados por meio de articulacdes a
um cabo inextensivé{B de comprimentd e massadesprezive] sobem uma rampa de inclinagécsob a acao
de um torqud aplicado ao cilindro dianteiro. Admitindo-se quebms os cilindros rolem sem escorregar e que
o coeficiente de atrito entre eles e a rampa/geja@terminar:
L / r (a) Os diagramas de corpo livre dos dois cilindros.
(b) A aceleragéo angular dos cilindros.
(c) A forca de tracdo no fidB.
(d) O méaximo valor do torque aplicado eéBnpara que néo
ocorra escorregamento do cilindro dianteiro.

E dado o momento de inércia baricéntrico do citném
relacdo ao eixa Jg, =%mr2
SOLUCAO

Ambos os cilindros realizam movimento de rolamemico. O cilindro traseiro movimenta-se sob a addo
forca peso, da reacdo normal de conta¢so da forgaEi , transmitida pelo fiAB e da forga de atrite H,i ; 0

cilindro dianteiro move-se sob a ac¢do da forga pa@saeacdo normal de contadig, do torque-Tk aplicado
ao eixo, da forca Fi , transmitida pelo fio, e da forca de atrigi .

@

\Vﬁ%

(Resposta a)

Aplicando-se ao cilindro traseiro o TMB e o TMAagVamente ao centro instantaneo de rotédgdem-se:

F -H, -mgsina =ma (Eq.1)
N, —mgcosa =0 (Eq.2)
marsing —Fr =J, 6= (%mrz + mrz)(— E —g mrée (Eq.3)

Aplicando-se ao cilindro dianteiro o TMB e o0 TMAatvamente ao centro instantaneo de rotagdem-se:

H, - F —mgsina =ma (Eq.4)
N, —mgcosa =0 (Eq.5)
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(Eq.6)

Como ambos os cilindros realizam movimento de relempuro, pode-se escrever:

a=ar
Somando-se as equacdes (3) e (6), obtém-se:

2mgrsing =T = -3mriw

T - 2mgr sin a

Ow= >

3mr
(Resposta b)

Substituindo-se (8) em (3), obtém-se:

F =mgsina +gmrc})= mgsina+2i(T —2mgrsina)
r

OF =1
2r
(Resposta c)

Substituindo-se (7) e (9) em (4), obtém-se:

T . T -2mgrsina
H; =—+mgsing + ——
2r 3r

O H, :£+ mgsina
6r 3

(Eq.7)

(Eq.8)

(Eq.9)

(Eq.10)

Para que n&o ocorra deslizamento do cilindro diamtgeve-se ter:

H, =i+ mgsina
6r 3

< N, = pmgcosa

OT< %(3,ucosa' —sina)mrg

(Resposta d)

(Eq.11)



ESCOLA POLITECNICA DA UNIVERSIDADE DE SAO PAULO

Avenida Professor Mello Moraes, n° 2231. CEP 05508-900, S&ao Paulo, SP.
Telefone: (0xx11) 3091 5337 Fax: (Oxx11) 3813 1886

Departamento de Engenharia Mecanica

QUESTAO 2 (3,0 pontos)No diagrama abaixo, o carretel (baricemiranassan e raio de giracép) é ligado,

por um cabo ideal, através de uma polia homogérerar¢C, massan e raior) a um bloco homogéndo de
massavl. Além disso, o cabo atravessa, por meio de um fuioterior de um bloco homogénBale massi

gue se mantém em contato permanente e sem atnito carretel. Entre o carretel e 0 plano horizoatahtre o
bloco B e o referido plano h& atrito cujo coeficientg.éO sistema é abandonado a partir do repouso 8, apo
percorrer a distanc&(dada o blocoD possui velocidade desconhectamodulov. Sabe-se que o movimento
do carretel é de rolamento puro, que ndo ha atdtmancal enC e que ndo ocorre tombamento do bldo
Nestas condi¢des, pede-se, em fungéo dos dadostuerpa:

R B (a) o diagrama de corpo livre da polia, do ¢efre dos
blocosB e D;
-4 [ A\ (b) a expresséo da energia cinética do sistemane
J [T r instantet > 0 qualquer.
i (c) a velocidade do blocoD ap0s este ter percorrido a
distancia.
Vista lateral - Dadps
D b-o-q--
/ Momento de inérciait@ntrico do carretel relativo
, RER . ao eixa J,, = mp?
i:sss ‘?'.: LT Momento de inércaibéntrico da polia relativo ao

. 1
enxo Jg, =—mr
Vista de topo 2
SOLUCAO

Nas figuras a seguir sdo apresentados os diagaer@spo livre do carretel, da polia e dos blocos.

T,
o | . I

Mg

T
Ve Mg

=) Ne

(Resposta a)

Analisando-se o trabalho das forcas externas madejue atuam sobre o sistema constituido pealetehpela
polia e pelos dois blocos, notamos que:

* As reacdes na articulac&8(Hc,Vc) ndo realizam trabalho, pdisé um ponto fixo;

» Areagdo-Hai +Naj, no contato do disco com o plano, realiza traballio, pois se aplica a pontos do
disco coincidentes com seu centro instantaneotdedo;

» Asreacgdes no contacto entre o carretel e o blncegja,— Nagi € Nagi , S840 normais a velocidade relativa
do ponto de contato; logo, seu trabalho é nulo;

» Areagdo normaNg]j produz trabalho nulo, pois é perpendicular a divega velocidade de deslizamento
do bloco;
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» Como o cabo é inextensivel, é nulo o trabalhozadb pelas forcas de tracdo que se desenvolveamgo |

de seu comprimento, uma vez que estas sdo parefeag@o aplicados a pontos que tém o mesmo
deslocamento;

» O trabalho realizado pela for¢a peso do carretallé, pois tem dire¢cdo normal ao deslocamento de se
baricentroA.

Portanto, o trabalho total realizado pelas for¢aardes no sistema considerado corresponde asbcogies
dos trabalhos da for¢a peso do bl@ce da for¢caHg no contacto entre o blo&e o plano horizontal, ou seja:

r(0,t)=Mgr-Hgr=(Mg -H ) (Eq.1)

No entanto, sabemos gt € uma forca de atrito e que, como o bl@se encontra em movimento, 0 seu
valor é dado por:

Hg = tMNg = Mg (Ep.2
Analisando-se a variagdo da energia cinética Tisfersa, observamos que, no instante inicial,
T(0)=0

uma vez todos os soélidos se encontram em repousse restante. Para um instante qualduess energias
cinéticas do carretéy, do blocoB, da poliaC e do blocd sdo dadas, respectivamente, por:

Tal)= 3 md +2 3, @k =S mé +-mo%af (Eq.3)

Tolt) = %Mvé (8.
Tel)= 3 9c.8 =3 "0 ot = 20,08 (Eas)

TD(t)—%MV.% (B)y

Portanto, a energia cinética do sistema no sisteniastantd, é:

T()=%mv2+ mo’w} += MvB+£11mra)c+%MvE, (Eq.7)

Como o movimento do carretel é de rolamento puvel@cidade de seu baricentka dada por:

Va = waR Eq.8)
Essa é também a velocidade do bIBcque se move em contacto permanente com o cawateéja:

Vg =V = waR (E)p.
Como o cabo € inextensivel e ndo existe deslizananite este e a pola a velocidade do blodd é:

Vp = Wl o(EO)
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Além disso, pelo fato de o cabo ser inextensivekguinte relacdo cinematica entre as velocidaogslares
da polia e do carretel se estabelece:

WpAR = a1 oEL)

Substituindo-se as equacbes (8)-(10) em (7), ols&am-
T(t) =%mwﬁR2 +%mw§p2 +%Mw§R2 +%mw§R2 +% MwiR? = MR?aA + rr(% R? +%p2ja},§ (Eq.12)

Substituindo-se a equagéo (2) em (12) e aplicardn¥eorema da Energia Cinética desde o instaicialiaté
0 instante;, correspondente a um deslocamenfo bloco, obtém-se:

2
MRZw?2 + rr(% R? +%p2]a),§ = (Mg - iMg)t = %[4MR2 + m(3R2 + 2,02)] = (Mg - zMg)r

_ Mg(1- u)r
Dawn=2 ' \ Eq.13
“ \/4|\/|R2 +mi3R? +2p? (Fa-13)

Portanto, a velocidadedo blocoD apds este ter percorrido a distardara:

_ Mg(1- )¢
=2R ' \ Eq.14
Y \/4MR2+m(3R2+2p2) (Fa-14)

(Resposta )

QUESTAO 3 (3,5 pontos).No dispositivo da figura, o carrinho se movimensaiapa direita com aceleragéo
constanten, carregando uma barra de massa desprezivel, derictentoL, em cuja extremidade se localiza
uma massa concentrada A barraOA é articulada en® e mantida na vertical através de um fio de massa
desprezivel. Admitindo-se que o fio se rompa nutard@nado instante, determinar, para essa condigéo:

a) O diagrama de corpo livre da ba@®a.
b) A aceleragédo angular da baf@a.
c) As reacg0Oes na articulag&bda barreDA.

SOLUGAO ) @

O diagrama de corpo livre da ba/®, no instante em que o fio € cortado, €
apresentado na Figura ao lafResposta a)

Notando que o baricentro da barra coincide comndgp® o0 TMA em relagdo H
ao poloO fornece: e
VO
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m(A-0)0ag + Jg,i,k = M & (Eq.1)

Como o momento das forgas externas atuantes ra/A@rem relagdo ao polo® € nulo e 0 seu momento de
inércia corresponde apenas ao da massa conceetnailéou seja,J, = mL?), resulta:

mlj Dai +mL%k =0
D—a+Lw=0:>w=%- (Eq.2)
(Resposta b)

Aplicando-se o TMB a barr@O, obtém-se:

Ho =ma, ()
-mg+Vy =0

Mas a aceleragéo absoluta do pohtd dada por:
d, =a, +ak O(A-0)=ai +ak OL] =(a- L) (Eq.4)

Substituindo-se o valor d& na equacédo acima, resulta que, no instante coadmea aceleragdo absoluta do
pontoA é nula, ou seja:

g, = (a— L%)i— -5 (Eq.5)

Portanto, no instante referido, as reacdes naukati&oO, séo:

Ho =0
Vo =mg

(Eq.6)

(Resposta )

QUESTAO 4 (0,5 pontos)Mostre que, se um corpo realiza movimento de lmgés, 0 momento das forgas
externas em relagdo ao baricentro é nulo.

SOLUCAO

Particularizando-se a expressao geral do Teorenvodtento Angular, ou seja,

. ~ Jox - ‘]Oxy ~Joxz ~ Jox - ‘]Oxy —Joxz -
Hozm@—oﬁmo+bur OO0] @OK[D-Joy  Joy —JWZ¢4+F i d ~Joy  Joy  ~Joy |de] =M
“Joxz ~ JOyz Joz “Joxz ~ JOyz Joz

(onde[a)]T = [wx w, wz]), para o caso de movimento de translagae ¢ e &=0), e utilizando como pélo o
préprio baricentrds do corpo, resulta:
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OHg =mG-G)0ds =0=M&*  (C.Q.D)

QUESTAO 5 (0,5 pontos).SejaB um corpo homogéneo contendo um eixde simetria. Mostre que os
produtos de inércia d& em relagéo a um par de eixos ortogonais quaisdosrguais um coincide comséao
sempre nulos.

SOLUCAO
Considerando o sélido um sistema de massas pumtuaituadas em posicoes fixBgx;y:,z) referidas a um
referencialOxyz as expressdes dos produtos de ingggzige Joy, S80, respectivamente:
n n
‘]Oxz:zmixizi € ‘]Oyz:zmiyizi
i=1 i=1
Como o sdlido € homogéneo, as somatdrias acimarpseeassim reescritas na forma:
n n
‘]Oxz = pAXAyAZZ Xz € ‘]Oxz = pAXAyAZZ YiZ
i=1 i=1

E comoz é um eixo de simetria, a cada produfa correspondera um produto simétrigd-z ), o mesmo
ocorrendo em relagdo aos produtes e v (- z ). Portanto, conclui-se que os produtos de inékgige Jo,, S30
nulos(C.Q.D.).

QUESTAO 6 (0,5 pontos).Considere uma esfera de massanicialmente em repouso apoiada sobre uma

superficie planay sem atrito e & qual se aplica uma foFcaparalela a direc&oe com linha de agdo passante
pelo seu baricentro. O que se pode afirmar a resgeimomento angular dessa esfera? Justifique.

SOLUCAO
A figura abaixo representa o diagrama de corpe lda esfera, nas condi¢des indicadas no problema.

Utilizando-se a expressao geral do Tpda um sistema de pontos materiais,
relativamente a um por@aarbitrario, tem-se:

Adotando-se, porém, o baricentro cpdlo, chega-se QG = ngt.

Aplicando-se essa express&o ao problema focalizadoluimos qued =0= Hg = const.

Em outras palavras, podemos afirmar que o momamjala do sistema se conserva. Como inicialmente a
esfera ndo possuia movimento de rotacdo, a agticde F ao seu baricentro ndo ocasiona mudanc&wem s
momento angular, que se mantém nulo. Portanto,fessaapenas acelera o baricentro da esfera, agsa@
realizar movimento de translacéo.

QUESTAO 7 (0,5 pontos). Mostre que, para um corpo solido realizando mevitm qualquer, o trabalho das
forcas internas é nulo.

SOLUCAO
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Representando as forgas internas desenvolvidas @npontos materiais de um soélido situados ndeges;
e P, na forma

'ij:/‘ij(Pj‘Pi) e lfji:/]ji(Pi_Pj)
e notando que, pelo Principio de Agdo e Reagdce-sever 4; =4 e, portanto,lfij =—|fji, o trabalho

realizado pelo sistema de forcas interﬁ{;lsjurante um deslocamento arbitradgodo solido sera dado por:

T:i iﬁ” .&:&i i/]ii (P]- —Pi):oz&ﬁint -0
=L =L EgEE

Como o sistema de forcas internas tem result@itenula, conclui-se, da expressdo acima, que é nulo o
trabalho realizado pelas forcas internas de urda4IC.Q.D.).



