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Duracao da Prova: 2 horas
* Nao € permitido o uso de calculadoras, ''tablets', celulares e dispositivos similares.
* Apés o inicio da distribuicao do enunciado da prova, é proibido sair da sala antes das 08:30.
* A partir do momento em que a prova for encerrada, nao é permitido ao aluno continuar
escrevendo na folha de respostas, havendo possibilidade de anulaciao da respectiva prova se
isto ocorrer.

Questao 1 (3,5 pontos): Um sélido de massa total m
¢ formado pela jungdo das barras BD, ON e EF,
homogéneas, idénticas, perpendiculares entre si, de
comprimento 2L e dimensdes transversais
despreziveis, conforme mostra a figura. As barras A C
AB e CD sdo ambas de comprimento H e massas 6
despreziveis. Considere movimento plano em planos M
paralelos a Oxy, devido a pinos com eixos na dire¢ao H H
de Oz em A, B, C e D (conexdes sem atrito). No

2L

instante inicial, na posicio €=0°, o sistema é 0

abandonado do repouso, sujeito ao proprio peso € a Is S X
aplicagdo simultanea de um momento M que se
mantém constante.

a — Determine o momento de inércia J, e o ~\

produto de inércia J, . do sdlido.
2L lg

b — Expresse a energia cinética do sistema em
funcdo de @ e o trabalho das forcas que atuam no
sistema em funcdo de &.

¢ — Expresse a velocidade angular 6 em funcio
de 6 e a equagdo de movimento do sistema (a

expressao de ).

Dado: Ya
I,m ;= ml’
P e — oy~ Vista em perspectiva
0 X 3 do sélido
Questao 2 (3,0 pontos): No instante mostrado na 04[—
figura, o disco ndo homogéneo, de massa m e

momento de inércia J;, rola sem escorregar sobre o
plano horizontal, com uma velocidade angular w.
Para esse instante pede-se:

a — o diagrama de corpo livre do disco.

b — o vetor aceleracdo angular @ do disco.

c — a aceleragdo d; do centro de massa G, bem

como as reacdes do plano sobre o disco.

D>1
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Questao 3 (3,5 pontos): Considere uma bobina com

um fio ideal enrolado conforme mostra a figura. O Bobina de massa m e momento de inércia J,,
raio de enrolamento € 2R e o raio de rolamento é R. \

Nao ha escorregamento entre a bobina e o suporte j

fixo, e nem entre a bobina e o fio. No instante inicial g R |

o sistema estd em repouso e ¢ aplicada no fio uma l 3<>\ : ;
forca F=Fi , com F >0, conhecida. Para esse G '
. . Suporte fixo
1mstante: \ \ J / J/

a — Desenhe o diagrama de corpo livre da bobina. o >

b — Determine a aceleracdo 4, do centro de massa \ / F
da bobina em funcdo de F e dos parametros do B 7 >
sistema. Fio

¢ — Em func¢do da resposta do item anterior, o fio ird

enrolar ou desenrolar?

d — Determine o méaximo valor de F tal que ndo haja escorregamento, considerando que o
coeficiente de atrito entre a bobina e o suporte fixo é 4.
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Questao 1 (3,5 pontos): Um sélido de massa total m
¢ formado pela juncdo das barras BD, ON e EF,
homogéneas, idénticas, perpendiculares entre si, de
comprimento 2L e dimensdes transversais
despreziveis, conforme mostra a figura. As barras
AB e CD sdo ambas de comprimento H e massas
despreziveis. Considere movimento plano em planos
paralelos a Oxy, devido a pinos com eixos na dire¢ao
de Oz em A, B, C e D (conexdes sem atrito). No
instante inicial, na posicio €=0°, o sistema é
abandonado do repouso, sujeito ao proprio peso e a
aplicagdo simultdnea de um momento M que se
mantém constante.

a — Determine o momento de inércia J, e o
produto de inércia J,, . do solido.

b — Expresse a energia cinética do sistema em
funcdo de @ e o trabalho das forcas que atuam no
sistema em fungado de 6.

¢ — Expresse a velocidade angular 6 em funcio
de 6 e a equagdo de movimento do sistema (a
expressao de ).

Dado: Ya
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Solucao
a) Dado que as dimensdes transversais sao despreziveis, observa-se que todos os
y D pontos do sélido t€ém ou coordenada x nula, ou coordenada z nula, portanto:

5 %{”x Jow=[xzdm = [T,.=0] 05
L Usando o teorema dos eixos paralelos para uma barra genérica de massa m e

z .
comprimento [:
2L

2 2 2 2 2 2
Jomdgam L) Sy g oml ml e
L 2 3 4 3 4 12
E < L 2 2
N Aplicando para a barra BD: J,,_, =| = @ —mL”
3) 12 9
F
~ A e . _m 2 m4L2
Notando que todos os pontos da barra EF estdo a uma distancia 2L do eixo O, : J ;. zr = ?(2L) =3
’ ’ ; 17
Portanto: J,, = mL + (2L) + maL = |Jo, =—ml? 0,5
9 3 3 3 9
—— —_ —
barra BD barra ON barra EF

b) Diagrama de corpo livre:
Observando o paralelogramo ABCD, conclui-se que o vetor de
rotagdo do sélido € nulo. Neste caso, o sdlido estd em translacdo
F. ¢ H, curvilinea e todos os seus pontos t€ém a mesma velocidade e

A < - - T
aceleracdo. Portanto: v; =V, e a energia cinética é:
-~ |2
A=CIR
M E= m|v3| 0,5 AB
2
[ 0 O ponto B pertence a barra AB, portanto,
2 observando a figura a direita:
B L L D ] ° - o
Vg =«9H(sen6?i —cosé?j) = |vB| =60°H
v
mH?* . B B
Resultando em: |E = & 0,5 [
2L 2 Cinemética
lg I da barra AB
mg . . <
Observando o diagrama de corpo livre, uma vez que os pontos A e C sdo fixos,
as unicas forgas que realizam trabalho s@o o binirio de momento M e a forca
- €so:
E=N=sF P
W =mgHsen@ + MH| 0,5

c) Teorema da energia cinética para o sélido (parte do repouso):
2
mH &> -0=mgHsend+M8 = & =M+ 2M2
H mH

gz\/2gsen¢9+ 2M 0 0,5
H  mH’

Derivando no tempo a expressio de 8> obtemos a equacio de movimento do sistema:

E-E =W =

g

0,5

29€5=(2—gcos0+ 2M2j6" = 9=£cos€+
H mH H

mH?




0,5
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Questao 2 (3,0 pontos): No instante mostrado na
figura, o disco nao homogéneo, de massa m e
momento de inércia J, rola sem escorregar sobre o
plano horizontal, com uma velocidade angular w.
Para esse instante pede-se:

a — o diagrama de corpo livre do disco.

b — o vetor aceleracdo angular @ do disco.

¢ — a aceleracdo 4, do centro de massa G, bem

como as reagdes do plano sobre o disco.

a

-

Solucao
a) Diagrama de corpo livre
@ 0.5 b) Teorema da quantidade de movimento angular (polo em G):
v J,.a =TR + Ne (1)
Teorema da resultante:
R mag, =T ()
G mag, =N —mg 3)
mg C Relacdes cinematicas:
<€ G, =ad. +a0(G-C)+a@0[@i(G-C)
G, =—aRi +ak O(-ei )+ wk D[a)lz D(—ef)] =—aRi —aej +wlei
1 T Portanto:
N a, =we—aR 4
ag, =~ae )
Usando (4) em (2) e (5) em (3), obtemos:
m(a’e-aR)=T ©6)
m(—ae)=N—mg = N=m(g—ae) @)
¢) Usando (6) e (7) em (1):
Joa = m(a)ze—aR)R + m(g —ae)e = (JG +mR* + mez)a = m(a)2 R+ g)e
_ W R+ -
a= m( 5 g)e ~k ®)
Js +mR” + me
¢) Usando (8) em (4) e (5):
+ 247 )=
4, = e m(a)2 R2 g R = ag, = a)ze(me .]26) ngeR )
Jg+mR" +me Jg+mR™ +me
_ m(aJ2 R+ g)62
G =7 2 2 (10)
Jg+mR” +me
A
G = a)ze(me2 +JG)—mgeRlT_ m(a)2 R+g)e'2 -
¢ J; +mR* +me’ J; +mR* +me’
Usando (9) e (10) em (2) e (3):
wPelme® +J ;) mgeR > 0,5
' Jg+mR" +me
+g)e’ +mR*)g —mRe’ &
N=m(g+aG) = N=m g—ﬂsz—szz —~ |N=m (‘]G m )gzm . e
g J; +mR* + me J; +mR* + me )

0,5

0,5

0,5
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Questao 3 (3,5 pontos): Considere uma bobina com

um fio ideal enrolado conforme mostra a figura. O Bobina de massa m e momento de inércia J,,
raio de enrolamento € 2R e o raio de rolamento é R. \

Nao hé escorregamento entre a bobina e o suporte

fixo, e nem entre a bobina e o fio. No instante inicial g SR

o sistema estd em repouso e € aplicada no fio uma R

forca F=F i, com F>0, conhecida. Para esse G

. ) Suporte fixo
Instante: \ \ / /

a — Desenhe o diagrama de corpo livre da bobina. 7 //

b — Determine a aceleracdo a, do centro de massa \ / F
da bobina em funcdo de F e dos parametros do 7 >
sistema. Fio

¢ — Em func¢do da resposta do item anterior, o fio ird

enrolar ou desenrolar?

d — Determine o méximo valor de F tal que ndo haja escorregamento, considerando que o
coeficiente de atrito entre a bobina e o suporte fixo é L.

Solucao
a) Diagrama de corpo livre b) Teorema da resultante:
0,5 mag, = ZFX =>ma; =F-F, 0.5
maGyZZF),:mOZN—mg:Nng ’
/ \ Teorema da quantidade de movimento angular:
mgG J =M, = J,00=F2R-F,R 0,5

Cinemadtica (rola sem escorregar):
ag, =-aR 0,5

Portanto:

ag, ) _ J _
JG(— ; j—F2R—FmR:>R—Gzan =-2F+F,

Comparando com: mag =F-F,
Jo , RF -
Resulta em: m+=S%a, =-F=|d; =—————1i| 0,5
R’ mR™+J
N RF - . . ~
c¢) Como consequéncia: W= (—2k , Ou seja, como o sistema parte do repouso e o vetor aceleracio
Js+mR )

angular € no sentido positivo de k , a bobina ira girar no sentido anti-horério, e 0 cabo ira desenrolar. (),5

d) Usando a equagao:

2 2 +2 R2
ma. =F-F —=F =F-m-—8F 1 p cl1+ ™R g o p =[Ja*2mR\p
Gx at at 2 at at J +mR2

G

J; +mR Jo+mR’
No limite do escorregamento temos que F, = UN :
J; +2mR’ J; +2mR’? Jg +mR? 0.5
= S |F = =l =2 | T ’
)LW ( JG +mR2 J max mg [ JG + mR2 max max JG + 2mR2 mg




