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Questão 1 (3,0 pontos) – No mecanismo mostrado na 

figura, e considerando o referencial fixo, o cilindro OA tem 

vetor de rotação k


11  = , constante, e o ponto O, 

pertencente ao cilindro, tem velocidade kvv


=  e 

aceleração kaa


= . A barra OC é fixa no cilindro, 

formando um único corpo rígido. O sistema de 

coordenadas Oxyz é fixo no cilindro. O disco de centro C 

e raio R tem sua face plana sempre paralela ao plano Oyz, 

e tem vetor de rotação i


22  = , constante, em relação à 

barra OC. No instante mostrado na figura, o segmento PC 
é paralelo ao eixo Oz. Nesse instante determine: 

a – (1,0 ponto) o vetor de rotação relativo rel


 , de 

arrastamento arr


 e absoluto abs


 do disco, bem como o 

seu vetor aceleração angular absoluto abs


; 

b – (1,0 ponto) a velocidade relativa relPv ,


 , de 

arrastamento arrPv ,


 e absoluta absPv ,


 do ponto P; 

c – (1,0 ponto) a aceleração relativa relPa ,


 , de arrastamento arrPa ,


 e absoluta absPa ,


 do ponto P. 

 

Questão 2 (3,5 pontos) – O sistema ilustrado é composto por um disco 

homogêneo de centro A , raio r  e massa m , uma barra rígida AB  de 

comprimento b  e inércia desprezível, e um bloco B  de massa m . O disco 

pode rolar sem escorregar sobre uma superfície horizontal, o bloco pode 
deslizar sem atrito em uma guia vertical e a barra encontra-se articulada tanto 

ao centro do disco, em A , quanto ao centro do bloco, em B . Sejam θ  o 

ângulo que a barra AB  forma com a vertical e kω=


−  o vetor velocidade 

angular do disco. Considerando que o sistema parte praticamente do repouso 

)0(   da posição inicial 0=θ , pedem-se: 

a – (0,5 ponto) as coordenadas, no sistema de coordenadas Oxy  fornecido, 

do centro instantâneo de rotação (CIR) da barra AB , em função de θ ; 

b – (0,5 ponto) a expressão da velocidade do ponto B , Bv


, em função de θ  e ω ; 

c – (1,0 ponto) os diagramas de corpo livre do disco e do bloco; 
d – (1,0 ponto) o trabalho das forças (W) e a expressão da energia cinética do 

sistema (E) em função de θ  e ω ; 

e – (0,5 ponto) a expressão da velocidade angular ω  do disco em função de θ , usando o TEC. 

 

Questão 3 (3,5 pontos) – A figura ilustra um corpo rígido único, constituído por 

uma barra esbelta homogênea PQ  de comprimento l  e massa m , contida no plano 

Oyz , e por um eixo OA  de comprimento l3  e massa desprezível. O sistema de 

coordenadas Oxyz  é solidário ao corpo, que gira em torno de um eixo vertical fixo 

Oz  com velocidade angular ω  constante. O mancal em A  é modelado como um 

anel e o mancal em O , como articulação. Pede-se: 

a – (1,0 ponto) determinar o momento de inércia OzJ  e os produtos de inércia OxzJ  

e OyzJ  com respeito ao sistema de coordenadas Oxyz ; 

b – (1,0 ponto) esboçar o diagrama de corpo livre (DCL) do corpo; 

c – (1,5 ponto) usando o TQMA e o TR, determinar as componentes de reação nos 

mancais A  e O . 
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Gabarito 

 

Questão 1 (3,0 pontos) – No mecanismo mostrado na 

figura, e considerando o referencial fixo, o cilindro OA tem 

vetor de rotação k


11  = , constante, e o ponto O, 

pertencente ao cilindro, tem velocidade kvv


=  e 

aceleração kaa


= . A barra OC é fixa no cilindro, 

formando um único corpo rígido. O sistema de 
coordenadas Oxyz é fixo no cilindro. O disco de centro C 

e raio R tem sua face plana sempre paralela ao plano Oyz, 

e tem vetor de rotação i


22  = , constante, em relação à 

barra OC. No instante mostrado na figura, o segmento PC 

é paralelo ao eixo Oz. Nesse instante determine: 

a – (1,0 ponto) o vetor de rotação relativo rel


 , de 

arrastamento arr


 e absoluto abs


 do disco, bem como o 

seu vetor aceleração angular absoluto abs


; 

b – (1,0 ponto) a velocidade relativa relPv ,


 , de 

arrastamento arrPv ,


 e absoluta absPv ,


 do ponto P; 

c – (1,0 ponto) a aceleração relativa relPa ,


 , de arrastamento arrPa ,


 e absoluta absPa ,


 do ponto P. 

 

Solução 

a – O cilindro e a barra OC formam um sólido e constituem o referencial móvel, então irel


2 = . 

A partir do enunciado, karr


1 = . Portanto, += arrrelabs 


kiabs


12  +=  

Vetor aceleração angular absoluto: ++=++= relarrcomarrrelabs 


00 jabs


21 =  

 

b – Velocidade relativa do ponto P: ( ) +=−+= kRiCPvv relrelCrelP


2,, 0  jRv relP


2, −=  

Velocidade de arrastamento do ponto P: ( ) ( )++=−+= kRjLkkvOPvv arrarrOarrP


1,,   

kviLv arrP


+−= 1,   

Velocidade absoluta do ponto P: += arrPrelPabsP vvv ,,,


kvjRiLv absP


+−−= 21,   

 

c – Aceleração relativa do ponto P: ( ) ( ) CPCPaa relrelrelrelCrelP −+−+= 


,,  

( ) ( )+−+= kRiiCPa relP


22, 00  kRa relP

 2

2, −=  

Aceleração de arrastamento do ponto P: ( ) ( ) OPOPaa arrarrarrarrOarrP −+−+= 


,,  

( ) ( )  ++−+= kRjLkkOPkaa arrP


11, 0  kajLa arrP


+−= 2

1,   

Aceleração complementar (de Coriolis) do ponto P: ( )−== jRkva relParrcomP


21,, 22   

iRa comP


21, 2 =  

Aceleração absoluta do ponto P: ++= comParrPrelPabsP aaaa ,,,,


 

( )kRajLiRa absP

 2

2

2

121, 2  −+−=  
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Questão 2 (3,5 pontos) – O sistema ilustrado é composto por um disco 

homogêneo de centro A , raio r  e massa m , uma barra rígida AB  de 

comprimento b  e inércia desprezível, e um bloco B  de massa m . O disco 

pode rolar sem escorregar sobre uma superfície horizontal, o bloco pode 

deslizar sem atrito em uma guia vertical e a barra encontra-se articulada tanto 

ao centro do disco, em A , quanto ao centro do bloco, em B . Sejam θ  o 

ângulo que a barra AB  forma com a vertical e kω=


−  o vetor velocidade 

angular do disco. Considerando que o sistema parte praticamente do repouso 

)0(   da posição inicial 0=θ , pedem-se: 

a – (0,5 ponto) as coordenadas, no sistema de coordenadas Oxy  fornecido, 

do centro instantâneo de rotação (CIR) da barra AB , em função de θ ; 

b – (0,5 ponto) a expressão da velocidade do ponto B , Bv


, em função de θ  e ω ; 

c – (1,0 ponto) os diagramas de corpo livre do disco e do bloco; 

d – (1,0 ponto) o trabalho das forças (W) e a expressão da energia cinética do 

sistema (E) em função de θ  e ω ; 

e – (0,5 ponto) a expressão da velocidade angular ω  do disco em função de θ , usando o TEC. 

 
Solução 

a – A partir da construção indicada na figura, o centro instantâneo 

de rotação corresponde ao ponto I: 

( ) jb+ib=OI


 cossin−   0,5 ponto 

 
b – Também a partir da construção indicada na figura, observando 

que a barra AB gira em sentido anti-horário e que, da condição de 

rolamento sem escorregamento do disco, ir=vA


 : 

=
−

=
− 




sincos b

v

b

r
=

IB

v

IA

v
=

B

AB

BA

AB







 

jrvB


 tan−=   0,5 ponto 

 

c – DCL 
d – Trabalho: 

O trabalho combinado das forças internas T  é nulo. 
Dado que não há escorregamento no contato do disco com o solo, 

o trabalho da força de atrito aF  é nulo. 

As forças normais N e NB também não realizam trabalho (são 
normais ao deslocamento). 

Como não há variação da cota vertical, o trabalho do peso do 

disco é também nulo. 

O trabalho do peso do bloco é ( )cosbbmg −  

Portanto, o trabalho total é ( )cos1−=mgbW   0,5 ponto 

 
A energia cinética do sistema é dada por: 

( ) ( ) ++=++
22

2
2222

tan
2

1

22

1

2

1

2

1

2

1

2

1
 rm

mr
rmvmJvm=E BAA

 ( ) 222 tan23
4

1
+mr=E  

0,5 ponto 

e – Usando o TEC: 

( ) ( ) −=−+=−  cos10tan23
4

1 222 mgbmrWEE if

( )
( )




22 tan23

cos14

+

−
=

r

gb
  0,5 ponto 
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Questão 3 (3,5 pontos) – A figura ilustra um corpo rígido único, constituído por 

uma barra esbelta homogênea PQ  de comprimento l  e massa m , contida no plano 

Oyz , e por um eixo OA  de comprimento l3  e massa desprezível. O sistema de 

coordenadas Oxyz  é solidário ao corpo, que gira em torno de um eixo vertical fixo 

Oz  com velocidade angular ω  constante. O mancal em A  é modelado como um 

anel e o mancal em O , como articulação. Pede-se: 

a – (1,0 ponto) determinar o momento de inércia OzJ  e os produtos de inércia OxzJ  

e OyzJ  com respeito ao sistema de coordenadas Oxyz ; 

b – (1,0 ponto) esboçar o diagrama de corpo livre (DCL) do corpo; 

c – (1,5 ponto) usando o TQMA e o TR, determinar as componentes de reação nos 

mancais A  e O . 

 

 

Solução 

a – Posição do centro de massa:                                                                              b – Diagrama de corpo livre: 

( ) kl+
l

=OG


2j
2

−
−  

Momento de inércia OzJ : 

( ) 







2

222

212

1 l
m+ml=y+xm+J=J GGGzOz

2

3

1
ml=JOz  

Produtos de inércia OxzJ  e OyzJ : 

( )( )lm=JOxz 20 0=JOxz                    ( )






 −
l

l
m=JOyz 2

2

2ml=JOyz −  

 

c – Considerando que kω=


 , a quantidade de movimento angular do corpo com respeito ao polo O  e sua 

derivada temporal são dadas respectivamente por: 









−− k+jml=kωJ+jωJiωJ=H OzOyzOxzO



3

12  

( ) ( ) iωml=kkω+jkωωml=
dt

Hd O



222

3

1
−








  

O momento das forças externas com respeito ao polo O  é, por sua vez: 

( ) ( ) ( ) ( )kmgOG+jY+iXOAM AAO


−−−=  

( ) ( ) ( ) jlXimg
l

lYkmgklj
l

+jY+iXklM AAAAO


3

2
32

2
3 +








+−=−








+−=  

Aplicando o teorema da quantidade de movimento angular com polo O : 







−−



A

A
O

O

lX=

mgl+lY=ωml
M=

dt

Hd

30
2

1
322



  

mg+mlω=YA
6

1

3

1 2
 

0=X A  

Aceleração do centro de massa: 

( ) ( )  j
l

ω=kl+j
l

kωkω++=OG+OG+a=a OG



2
2

2
00 2
















 −
−−   

Aplicando o teorema da resultante, temos: 












−=

+=

+=



mgZ

YY
l

m

XX

R=am

O

OA

OA

G

0
2

0

2


 

0=OX  

mgmlYO
6

1

6

1 2 −=   

mgZO =  
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Dado: momento de inércia de uma barra em relação ao centro de massa . 

0,5 ponto 

0,5 ponto 

1,0 ponto 

0,5 ponto 

0,3 ponto 

0,2 ponto 

0,3 ponto 

0,2 ponto 



 


