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(referencial fixo)

Y~ Gilindro

(referencial mével)
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Questdo 1 (3,0 pontos) — No mecanismo mostrado na
figura, e considerando o referencial fixo, o cilindro OA tem

vetor de rotagdo o, =@k, constante, e o ponto O,

pertencente ao cilindro, tem velocidade V=vk e

aceleracio a=ak . A barra OC é fixa no cilindro,

formando um Gnico corpo rigido. O sistema de
coordenadas Oxyz é fixo no cilindro. O disco de centro C
e raio R tem sua face plana sempre paralela ao plano Oyz,

e tem vetor de rotacéo @, = w,i , constante, em relacéo a
barra OC. No instante mostrado na figura, o segmento PC
é paralelo ao eixo Oz. Nesse instante determine:

a — (1,0 ponto) o vetor de rotacdo relativo @,, , de

arrastamento @, e absoluto @,,, do disco, bem como o

abs

seu vetor aceleracdo angular absoluto ¢

abs ;

b — (1,0 ponto) a velocidade relativa v, ., , de
arrastamento v, . e absoluta v .. do ponto P;

¢ — (1,0 ponto) a aceleracdo relativa 4, , de arrastamento &, ., e absoluta &, ,,, do ponto P.

Questdo 2 (3,5 pontos) — O sistema ilustrado é composto por um disco
homogéneo de centro A, raio r e massa m, uma barra rigida AB de Para o disco:
comprimento b e inércia desprezivel, e um bloco B de massa m. O disco y4 mr?

pode rolar sem escorregar sobre uma superficie horizontal, o bloco pode oz
deslizar sem atrito em uma guia vertical e a barra encontra-se articulada tanto
ao centro do disco, em A, quanto ao centro do bloco, em B. Sejam 6 o

angulo que a barra AB forma com a vertical e @= —wk 0 vetor velocidade 0
angular do disco. Considerando que o sistema parte praticamente do repouso b

(e =~ 0) da posicao inicial #=0, pedem-se:

a— (0,5 ponto) as coordenadas, no sistema de coordenadas Oxy fornecido,
do centro instantdneo de rotacdo (CIR) da barra AB, em funcéo de 0 ; 0 A
b — (0,5 ponto) a expressédo da velocidade do ponto B, v, em fungdo de 0 e w; \

¢ — (1,0 ponto) os diagramas de corpo livre do disco e do bloco;
d — (1,0 ponto) o trabalho das forcas (W) e a expressdo da energia cinética do

sistema (E) em fungdo de 0 e w;

v

NN

e — (0,5 ponto) a expressdo da velocidade angular « do disco em funcéo de 6, usando o TEC.

Questdo 3 (3,5 pontos) — A figura ilustra um corpo rigido Unico, constituido por 7
uma barra esbelta homogénea PQ de comprimento | e massa m, contida no plano \I
Oyz, e por um eixo OA de comprimento 3l e massa desprezivel. O sistema de I EA
coordenadas Oxyz é solidario ao corpo, que gira em torno de um eixo vertical fixo P\

Oz com velocidade angular o constante. O mancal em A é modelado como um
anel e o mancal em O, como articulacéo. Pede-se:
a— (1,0 ponto) determinar o momento de inercia J,, € os produtos de inércia J,

com respeito ao sistema de coordenadas Oxyz; ~

e J

Oyz

b — (1,0 ponto) esbocar o diagrama de corpo livre (DCL) do corpo;
¢ — (1,5 ponto) usando o TQMA e o0 TR, determinar as componentes de reacdo nos

mancais A e O.

S x ml
Dado: momento de inércia de uma barra em relacdo ao centro de massa J;, = B3

Do
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Gabarito

z) L Questdo 1 (3,0 pontos) — No mecanismo mostrado na

\ figura, e considerando o referencial fixo, o cilindro OA tem
vaf

vetor de rotagdo o, =@k, constante, e o ponto O,

R

pertencente ao cilindro, tem velocidade V=vk e

aceleracio a=ak . A barra OC é fixa no cilindro,

formando um Gnico corpo rigido. O sistema de
coordenadas Oxyz é fixo no cilindro. O disco de centro C
e raio R tem sua face plana sempre paralela ao plano Oyz,
e tem vetor de rotagdo @, = w,i , constante, em relagdo a
barra OC. No instante mostrado na figura, o0 segmento PC

—
'% Y~ ¢ paralelo ao eixo Oz. Nesse instante determine:
Suporte fixo a — (1,0 ponto) o vetor de rotagdo relativo @, , de

arrastamento ¢, e absoluto @,,, do disco, bem como o
seu vetor aceleracdo angular absoluto «a,,;

b — (1,0 ponto) a velocidade relativa v, ., , de
arrastamento v, . e absoluta v . do ponto P;

(referencial fixo)

T~ Gilindro

(referencial mével)

A

¢ — (1,0 ponto) a aceleracdo relativa 4, , , de arrastamento &, ., e absoluta &, ,,, do ponto P.

Solucéo
a— O cilindro e a barra OC formam um sélido e constituem o referencial mével, entdo |,

rel

=w,l |

0,5 ponto

A partir do enunciado, | @, = oK | PONanto, @,,, = @y + @y =|@aps = @1 + @K

Vetor aceleragio angular absoluto: @, =@,y + @y, + Aoy =0+ 0+ @, A,y = |Caps = @@, j| 0,5 ponto

b — Velocidade relativa do ponto P: Vy , =V o + @ A(P—C)=0+®,i ARK =Vp oy =—®,R]| 0,5 ponto

Velocidade de arrastamento do ponto P: Vp ., = Vg ary + @y A(P—0)=Vk + @K A (L] + RIZ):>

Vp arr =—@ LT +VK| 0,5 ponto

Velocidade absoluta do ponto P: Vi, . = Ve o +Vp arr = |V aps = —@ LT —@,R] +Vk

¢ — Aceleraco relativa do ponto P: &,y = 8¢ + G A(P—C)+ @ A @y A(P-C))

épvre, =6+6/\(P—C)+ a)ZTA(wZTA RIZ):) éP,rel =—a)22RIZ 0,3 ponto

Aceleragdo de arrastamento do ponto P: & ., = 8,y + @y A (P —0)+ @y Ay, A(P—0))]

arr arr arr

8y =K +0 A (P—0)+ K Aok A(LT+RK)] = |80 =—eLi+ak| 04 ponto

Aceleracdo complementar (de Coriolis) do ponto P: &, ., = 2@, AVp oy = 20K A (— a)ZRJT):>
é:P,com = ZwlszT 0,3 ponto

Aceleragdo absoluta do ponto P: &, . = 8p o +8p 5 +8p o =

8p s = Za)lszT - a)fLi + (a— ng)lZ




Questdo 2 (3,5 pontos) — O sistema ilustrado é composto por um disco
homogéneo de centro A, raio r e massa m, uma barra rigida AB de

comprimento b e inércia desprezivel, e um bloco B de massa m. O disco v
pode rolar sem escorregar sobre uma superficie horizontal, o bloco pode
deslizar sem atrito em uma guia vertical e a barra encontra-se articulada tanto
ao centro do disco, em A, quanto ao centro do bloco, em B. Sejam 6 o

angulo que a barra AB forma com a vertical e @=-wk 0 vetor velocidade 0
angular do disco. Considerando que o sistema parte praticamente do repouso

(@ ~ 0) da posicéo inicial #=0, pedem-se:

a— (0,5 ponto) as coordenadas, no sistema de coordenadas Oxy fornecido,

do centro instantaneo de rotacdo (CIR) da barra AB, em funcéo de 0 ;
b — (0,5 ponto) a expressédo da velocidade do ponto B, v, em fungdo de 0 e w;

¢ — (1,0 ponto) os diagramas de corpo livre do disco e do bloco;

Para o disco:
_mr?

J~.=
Gz 2

AN

d — (1,0 ponto) o trabalho das forcas (W) e a expressao da energia cinética do

sistema (E) em funcdo de 6 e w;

e — (0,5 ponto) a expressdo da velocidade angular o do disco em funcéo de 6, usando o TEC.

Solucéo

a — A partir da construcdo indicada na figura, o centro instantaneo ys
de rotacdo corresponde ao ponto I:
R e B I (CIR)
(1 —0)=bsin 6i +bcos@]| 0,5 ponto :
b — Também a partir da construcédo indicada na figura, observando A p
que a barra AB gira em sentido anti-horario e que, da condicdo de bcosd b
rolamento sem escorregamento do disco, V, = ori : \:"
. v v . or v -
|a)AB|:|A|:|I| :|B|>_B|I| = [ul= bcosH:b|sirE:|9 A m: >
o) AT X
Vg =—ortanéj| 0,5 ponto
c-DCL bsind
B d — Trabalho: < >

0,5 ponto O trabalho combinado das forcas internas T € nulo.

B Dado que ndo hé escorregamento no contato do disco com o solo,

\_lj o trabalho da forga de atrito F, € nulo.

mg A As forcas normais N e Ns também ndo realizam trabalho (séo

) normais ao deslocamento).
A Como ndo ha variacdo da cota vertical, o trabalho do peso do
disco é também nulo.
0,5 ponto ]
mg O trabalho do peso do bloco é mg(b—bcosé)

Portanto, o trabalho total é W =mgb({1—cos#)| 0,5 ponto

A energia cinética do sistema é dada por:

1 e 1. .21 21 1mr?
E= Em|VA|2 +E\]A|C()|2+Em|VB|2 :E m(cor)z +E

e — Usando o TEC:

E,~E=W = %mr2w2(3+2tan20)—O=mgb(1—c05<9) =

LU m(wrtan@) =
2 2

E :%mrza)2(3+2tan2 0)

4gb(1—cosé
D=7 2
r i3+2tan Hi

0,5 ponto

0,5 ponto



Questao 3 (3,5 pontos) — A figura ilustra um corpo rigido Unico, constituido por 5 7
uma barra esbelta homogénea PQ de comprimento | e massa m, contida no plano \I
Oyz, e por um eixo OA de comprimento 3l e massa desprezivel. O sistema de EA

coordenadas Oxyz é solidario ao corpo, que gira em torno de um eixo vertical fixo

Oz com velocidade angular o constante. O mancal em A é modelado como um
anel e 0 mancal em O, como articulagdo. Pede-se: 21
a— (1,0 ponto) determinar o momento de inércia J,, e os produtos de inércia J,,

e Jo,, com respeito ao sistema de coordenadas Oxyz; ~ Do
b — (1,0 ponto) eshocar o diagrama de corpo livre (DCL) do corpo;
¢ — (1,5 ponto) usando 0 TQMA e 0 TR, determinar as componentes de rea¢do nos X

y

mancais Ae O.

2
. g . ~ m
Dado: momento de inércia de uma barra em relagéo ao centro de massa J;,=——.

12
Solucéo
a— Posicéo do centro de massa: b — Diagrama de corpo livre:
—1- _ A
G-0)=—j+2Ik
( ) 5 J XAA/\A
Momento de inércia Jg, : G Ya
2

= 2 1 v2)= L iz I = 0,5 ponto q\

JOZ—JGZ+m(xG+yG)—EmI +m 5 :Joz—gml 2P 1,0 ponto

Produtos de inércia Jo,, € Jo, :

— — _ (- — 2 o)
goﬂ =m(0)2)=|Jo, =0] ) Jop = m(?j(Zl): Jo,, =—ml | Xo o Yo
0,5 ponto Zo

¢ — Considerando que o= wk | a quantidade de movimento angular do corpo com respeito ao polo O e sua
derivada temporal sdo dadas respectivamente por:

= P =+ 1 g
o] +Jg,0k =ml 2a)(J +§kj

I:|O = _‘]Oxzwr - ‘]Oyz

_dglto = mlza{(wlz A ])+%(wlz A E)} =-ml?w% 0,5 ponto
O momento das forgas externas com respeito ao polo O &, por sua vez:
Mg =(A—0)A (X, +Y,)}+(G-0)(-mgk)

Mo=©OA&J+nﬂ%}%}um}¢mg0:@mn+%mﬂmeg 0,3 ponto

Aplicando o teorema da quantidade de movimento angular com polo O':

- 1 1 1
dHy _ - —ml?w® =— = Ya=Zmlw?+=m
—9=Mg,= ml*e 3IYA+2mgI ATZ N Ty g 0,2 ponto
dt 0=3IX , =
X,=0
=

Aceleracdo do centro de massa:
~ o - - A , | ~ 0.3 ponto
aG:ao+aA«;4n+wAkn«G—oﬂ:o+o+wkAam»(7;1+mkj:a)51

Aplicando o teorema da resultante, temos:

0=X,+X, Xo=0
o] 1
ma; =R= ma)212=YA+YO = A =6m|0)2——mg 0,2 ponto
0=2,-mg






