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| 12 Questédo (3,5 pontos). No mecanismo da figura, o disco
rigido de centro O e raio R rola sem escorregar com
velocidade angular constante @ sobre uma superficie
horizontal fixa. Articulada ao centro O do disco hd uma
barra rigida OB, de comprimento L, que desliza sobre uma
quina, conforme ilustrado na figura. No instante
considerado, a barra OB forma um angulo & com a vertical e
0 contato quina-barra se da no ponto C da barra. Para esse
instante, pede-se:

(a) calcular a velocidade V,, e a acelera¢éo &, do ponto O;

(b) determinar graficamente a posicdo do centro instantaneo

de rotacdo da barra OB;
(c) determinar a velocidade angular @, da barra OB;

(d) determinar a velocidade v, do ponto B.

RESOLUCAO

(a) Como o disco rola sem escorregar, 0 seu centro instantaneo de rotacdo coincide com o ponto A.

Portanto, a velocidade de O é determinada a partir de:
Vo =V, +ak A(O—A)=0+ak ARj =—aRIi (0,5)
De acordo com o enunciado do problema, w € constante. Concluimos, portanto, que

(1) a aceleragéo angular do disco é nula: @=0
(2) o centro do disco realiza movimento retilineo uniforme: a, =0 (0,5)

A aceleracdo do ponto A é obtida a partir de:
8, = d, + K A(A=O)+ K Ak A(A-O)|=0+aK A|ak A(-R)|=0?Rj

(b)

As direcOes das velocidades dos pontos O e C da barra sdo
conhecidas. Portanto, 0 CIR da barra pode ser determinado
graficamente conforme ilustrado na figura ao lado. (1,0




ESCOLA POLITECNICA DA UNIVERSIDADE DE SAO PAULO

s Departamento de Engenharia Mecéanica

PME 3100 - MECANICA 1 — Segunda Prova — 17 de outubro de 2017 — Durag&o: 110 minutos
(ndo é permitido uso de celulares, tablets, calculadoras e dispositivos similares)

(c) Considerando-se 0 ponto O da barra e um
ponto | pertencente a sua extensdo material e
coincidente com 0 seuCIrR, determina-se a
velocidade angular da barra aplicando-se a
equacdo do campo de velocidade:

1
. | :ponto pertencente a extensdo material da barra

O CIR : ponto geométrico

Vo =—aRi =V,_cp +0ozk A(O-1)=0+w k/\|C_O|]:—a) R 5 com | pertencente &
(6] 1=CIR OB OB COS@ OB COSZH !
extensdo material (rigida) da barra. Assim,
Wop = COS* O (1,0)

(c) A velocidade de B, portanto, é:

Vg =V + @osk A (B—0)=—aRi +wcos® &k A L(sin i —coséf )=

= —o(R+ Lcos® OF + wLsin O cos?
(0,5)
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22 Questéo (3,0 pontos). Na figura ao lado, o disco de
centro C e raior realiza movimento de rolamento sem
deslizamento sobre a pista interna de um aro fixo de
raio R=3r. A curva desenhada em linha mais
espessa, chamada hipocicloide, representa a trajetoria
de um ponto material P da periferia do disco movel.
Essa curva é descrita, na forma paramétrica, pelas
equacdes:

x=(R—r)cos @ + rcos(?@j

y=(R-r)sing— rsin(ﬂej
r
Admitindo-se que a lei horéria do parametro angular &

seja O(t)=awt, com o= %rad/s, pede-se:

(a) determinar as expressdes cartesianas da velocidade e da aceleracdo de P descritas na base

(,7.k);

(b) determinar a velocidade e a aceleracdo de P nos instantes t=0 e t =20s;

(c) determinar as expressdes intrinsecas da velocidade e da aceleracdo de P no instante t=15s;

(d) indicar, apresentando as devidas justificativas, se, nos instantes t=0 e t=20s, é possivel
expressar a aceleracdo de P utilizando coordenadas intrinsecas.

RESOLUCAO

(@) ComoR =3r, atrajetoriade P é representada pela seguinte equacao vetorial:

(P—0)=[2rcos@+rcos(20)[ +[2rsin6—rsin(20)]] (Eq.1)
Derivando-se a expressdo acima, resulta:
V =|-2rsin@0-2rsin(20)0§ + [2r cos 60— 2r cos(20)0j (Eq.2)

Mas € = w =~ rad/s .
30

Logo, a velocidade de P se expressa como

V = —20r|sin @ +sin(20)[ + 2cr[cos 6 —cos(20)]] .
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=V= —% rlsin ¢9+sin(2¢9)ﬁ+%r[cose—cos(ZQ)]J (Eq.3)
(0.,5)
Derivando-se a expressdo acima, obtém-se a aceleracdo de P, ou seja,

d= % = —ar[cos 06+ 2c0s(20)0F + 20r[-sin 66 + 2sin(20)4]] .

Feito o devido desenvolvimento algébrico, resulta:

= d_\tl = —20°r[cos 0 +2¢0s(20)[ + 2w*r[-sin 6+ 2sin(20)]]

—=d=- (3—’;)2 rlcos @ + 2cos(20)]i + 2[%)2 r[-sin@ + 2sin(20)]j (Eq.4)
(0,5)

(b) Nos instantes t=0 e t=20s P coincide com o CIR do disco movel; logo, a velocidade de
P se anula nesses instantes.

No primeiro caso, #=0 e

b d

V(t = 0)= —2ar[sin 0+sin(0)]i + 2eor[cos 0 —cos(0)]j = 0.

No segundo caso, ez%ﬂ e

V(t=20)= —Zmr{sin 2?” +sin(4§ﬂf + 2a){cosz§ - COS(%HT =0 . (0,5)

Nos instante t =0 e t =20s a aceleracdo de P &, respectivamente:

2
d(0)=—2w?r[cos 0+ 2cos(0)[i + 2w*r[-sin 0+ 2sin0]= —6°ri = —6(3—2) r

e

a(t =20)= —Zer{cosz—ﬂ + 20034—”}7 + szr[—sin 2z +2sin 4—”}] =
3 3 3 3

e (0.5)

=301 — 33w = S(E) r(T -~ \/§i)
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(c) Da Eq.3, obtém-se o modulo da velocidade de P, ou seja:

7] = \4r2[sin 6 +sin(20)] +4r?[cos 6 —cos(20) = 2r\[2+2cos O(4sin® 6-1)

No instante t=15s, 9:%-15:%, de modo que, nesse instante a expressdo intrinseca da

velocidade de P adquire a forma

V(t =15)=2ar \/ 2+ 2(:05%(4sin2 % —1} 7(0(t =15)) = 20r+/27(6(t =15)) = %ﬁrf(@(t ~15))

em que o versor tangente local

#(0) = dP/d6 _ —2r(sin6+sin 20)i +2r(cos6—cos26)j _ —(sin&+sin 26)i +(cos & —cos 26) ]
[dP/d@]  \/ar?(sin 0 +sin 20)¢ + 4r* (cos 6 — cos 20) J2+2cos6(4sin? 6 -1)

para 6 = % , € dado por:

. T . = T -
—(sm+sm iz'jl +(COS—COSﬂ'jj

(x 2 2 V2. V2.
2)° IR
2+2(:os7z(4sin27z—
2 2

Como o versor normal principal aponta para o centro de curvatura local da trajetéria, concluimos da

figura que, para 6= % b=—k,

de modo que: ﬁ(%}ﬂs(%}\f(%j:—'z/\[—%h%TJ=%T+%T

Na forma cartesiana, a aceleragdo de P no instante t =15s se expressa como:

2 2 2 2
at=15)= —2(£j r[cosZ +2c0s ﬁ}f + 2(1j r[— sin Z + 2sin ﬂ:li = 4(£j ri — 2(£j 1
30 2 30 2 30 30

Projetando-se a expressdo acima nas direcdes dos versores tangente e normal a trajetoria no instante
t =15s, obtém-se, respectivamente, os valores das componentes tangencial e normal da aceleracao
nesse instante, ou seja:
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a_(t=15)= 4(1)2 - 2(1)2 | _—QT +£ ]} :—2(1)2\/} —(1)2\/§r = —3\/5(3—7;}2 r

i 30 30 | 2 2 30 30
e
B 2 2 r 2 2 2
a,(t=15)= 4(£j rT—Z(ij |- £T+£T =2(£j \/Er—(lj ﬁrzﬁ(ij r
30 30 | 2 2 30 30 30

Assim, em t =15s, a aceleracdo de P na forma intrinseca é dada por:

a(t =15)= —3\/5(3—@2 r f[gj ++/2 [%)2 r ﬁ(gj (0,5)

2 _ ) «
(d) Notemos que, para €= k?ﬂ, comk e N, os versores e fi da base mével de Frenet ndo

sdo definidos. O versor tangente, por exemplo, é dado por

o) 50
o0

Entretanto, para 6 = kz?ﬁ, comk e N, v(6(t))=0.

Assim, a expressdo vetorial anterior fica indefinida.

O mesmo ira ocorrer com o versor normal fi. No entorno de cada um dos pontos de reversdo da
hipocicldide (cuspides da curva), P descreve um dos ramos da trajetéria com velocidade
decrescente, outro com velocidade crescente. Nesses pontos, a curva € continua, mas nao
diferenciavel, e, considerando a primeira formula de Frenet, ou seja,

dz(6o(t)) _ n(e(t)

ds R(6(1))

concluimos que fi(4(t)) néo é definido nos instantes em que o ponto P do disco mével incide sobre
a pista interna do aro fixo.

Uma vez que, para os valores de ¢ correspondentes as cuspides da hipocicldide, ndo se pode
definir nem o versor tangente, nem o versor normal principal, concluirmos ndo ser possivel
representar a aceleracdo de P na forma intrinseca nos instantes em que P se situar sobre uma
cuspide de sua trajetoria. (0,5)
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32 Questdo (3,5 pontos). No skate da foto, admite-se, por
simplicidade, que o truck (estrutura metalica de suporte, onde
as rodas sao montadas) ndo tenha liberdade de movimento
com respeito a prancha, de sorte que prancha (board) e truck
7. possam ser considerados um dnico corpo rigido. Este

Q0 Q\ conjunto rigido apresenta ato de movimento de rotacdo pura,
X z em torno do eixo Ox. A intensidade desta rotacdo, Q(t) >0, e

sua derivada no tempo, Q(t), sdo conhecidas. Os eixos Oxyz,

4

)
4 o

Z“ - A = = ~ - gz \

orientados pela base canodnica (i, j,k), sdo solidarios a

j‘x , O e’ prancha}, suposta rigida. Af_igura esquematica mostra 0s eixos
)il_@ y Q e demais definicdes. Neste instante, a roda de raio externo R e
QK/P Y1 eixo Ay, paralelo a Oy, gira relativamente ao truck com

velocidade angular 6> 0, suposta constante. E conhecido o
vetor de posicdo relativa (A—O)=ai +bj+ck; a,b>0; c<0. Considere um ponto P, conforme
indica a figura, no plano da face externa da roda e que conttm o ponto A, tal que
(P—A) = Rcos & — Rsin &k . Sabe-se também que, no instante considerado, a velocidade do ponto
O é nula (V, =0) e sua aceleragdo é &, = g(cosai +sinak), onde g é a aceleracio da gravidade e
a € 0 angulo que o eixo Ox faz com a vertical. Ou seja, 0 eixo Oy se encontra na posi¢do horizontal
e 0 ponto O estd no apice de sua trajetoria. Neste instante, considerando prancha + truck como o
referencial mével, expressando os resultados na base (i, j,k) que orienta o sistema cartesiano a ele

solidario e medindo-se o campo cinematico com respeito a Terra, pede -se:
(a) Escreva o vetor de rotacdo de arrastamento, @, , do referencial mével; e, da roda, os vetores

de rotacdo relativa, o, , e absoluta, @.

(b) Determine o vetor velocidade do ponto P, v, indicando as correspondentes parcelas de
arrastamento, v, , e relativa, v, .

(c) Determine o vetor aceleragdo do ponto P, &,, indicando as correspondentes parcelas de
arrastamento, a,, relativa, &, e de Coriolis, a..

(d) Identifique o eixo helicoidal instantdneo do conjunto rigido prancha + truck. Justifique sua
resposta.

RESOLUCAO

(a) Sabe-se que o ato de movimento do conjunto rigido prancha + truck é de rotacdo pura, de

intensidade 2. O vetor de rotagdo de arrastamento, @,, do referencial movel é, portanto,

@, = Qi . Por sua vez, o vetor de rotago relativa da roda, com respeito ao referencial moével,

é @, =6 7]. Assim, 0 vetor de rotagdo absoluta da roda é, entdo, @ =, +@, =i +6 ] .
(0,5)
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(b) O vetor velocidade do ponto P pode ser escrito como a composic¢do (soma) das parcelas de

arrastamento, v

— —

., € relativa, v,. A primeira pode ser determinada com base no

r

conhecimento da velocidade de um ponto do conjunto rigido prancha + truck, por exemplo
O, e do vetor de rotacdo de arrastamento naquele instante, @, = Qi . Considerando-se P

como

Vpa =

ponto pertencente a ‘extensdo rigida’ do conjunto, segue que:

V,+@, A(P-0)=

Vo + QI A[(P-A) +(A-0)]=

. - e (0.,5)
=V, + Qi A[(RCOS(9+8.)I +bj +(c—Rsin 9)k]=
=V, + Q(Rsin@—c)] + @bk
A velocidade relativa de P é aquela vista do referencial movel, isto é.
d d d
Vo, = —(P—O)} =[— (P-A)+(A-0) } ={—(P—A)} =
i |:dt moével dt ( ) movel dt movel (015)
=&, A(P—A)=0 ] AR(cosé —sinék) =—ER(sin & +cos k)
Assim, a velocidade ‘absoluta’ de P sera:
Vo =V, +V, =V, + Q(Rsin@—c) ] +Qbk —R(sin & +cos k) = *)
=V, —Rsiné + Q(Rsind—c)] +(2b— Rcos )k
Como no instante considerado a velocidade de O é nula, vem:
V, =—Rsind + Q(Rsin@—c) ] + (b —Rcos O)k (**)

Note que a velocidade ‘absoluta’ de P poderia ser calculada alternativamente de:

<

Vo =V +OA(P-A)=Vyg+0, A(A-O)+oA(P-A)=

=V, + QI A(A=0)+ (2 +G)A(P-A) =
=V, + Qi A(ai +bj+ck)+(QF +§) AR(cost —sink)=
—V, + (0K — Ocj )+ QRsin f — (R(cos &K +sin &) =
=V, —Rsiné + Q(Rsin@—c)j + (2b - 6Rcos O)k
recuperando-se (*). Com vV, =0 neste instante, recupera-se o resultado (**) acima.

(c) As parcelas de aceleracéo de (i) arrastamento, (ii) relativa e (iii) de Coriolis do ponto P seréo

dadas

respectivamente por (lembre que &, = g(cosai +sin ak)):
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Q) Aceleracao de arrastamento:
8py =8g + @, A(P-0)+a, A(@, A(P-0)) =
=8, +(QN +@, Ad,) AN(P=0)+d, A(Vy, V) =
=8, + QI A(P-0)+ Qi AV, =
= g(cosai +sinak) + QF /\((R cos &)i +bj + (c—Rsin 0)IZ)+ Qi A (Q(Rsin 0—c)T+QbIZ)
= g(cosai +sin aE)+Q(bIZ+(Rsin¢9—c)T)+ QZ((Rsine—c)E—bT):
= gCOSaT+(Q(RsinH—C)—sz)j+(gsina+9b+Qz(RsinH—C))IZ

(0,5)
(i) Aceleracdo relativa:
d’ d? d’
a, =|—(P-0 =|—(P-A+(A-0 =|—(P-A =
" |:dt2 ( )j|mével |:dt2 (( ) ( ))j|mével |:dt2 ( ):|mével
= (6, )y A(P= A+ @, A, A (P—A))= . (05)
=6'517/\(P—A)+6"j7/\\7pr
Usando o fato de que & é suposto constante, chega-se a:
a, =0]A (— ER(sin & + cos 612)): —6?R(cos & —sin &k)
que é uma aceleracdo centripeta dirigida de P para A.
(iii)  Aceleracdo de Coriolis:
8oe =20, AV, =201 A (— R(sindh +cos HZ)): 2Q6Rcos . (0,5)

A aceleragio ‘absoluta’ de P sera entdo:

ap =ap, +ap, +ap; =

=g c05aT+(Q(Rsin¢9—c)—sz)i+(g sina+Qb+Q2(Rsin0—c))E+

—6?R(cos G —sin &k) + 2Q6R cos G = (***)

~[gcosa - 6?Reos OF +[2(Rsin 0 - ) - @%b + 20Q¢R cos O] +

+[g sina + Qb+ Q%(Rsin @ —c) + 0°Rsin Q]IZ

Alternativamente, derivando-se diretamente a expresséo (*), da velocidade, em relagéo ao
tempo e lembrando que

f:@aAT:QTATZG; T:@aA]:QTAT:QIZ; k;:c?) AIZ:QTAIZ:—QT,

pode-se facilmente verificar o resultado (***) acima.

No instante considerado, sabe-se que 0 movimento do conjunto rigido prancha + truck é de
rotacéo pura. Assim, seu eixo helicoidal instantaneo € o proprio eixo Ox. (0,5)



