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2a

B| |D 12, Questao(3,5 pontos)Considere a trelica da figura,
°<]E Sujeita a acao das cargas ativas indicadas noB mds

a E, e sustentada por articulacbes em D, H e |. Bede-

| ‘E 4p determinar:

a) areacdao vincular em D(1,0)
b) as forcas nas barras AB, AC, BC e BD,
mencionando se sdo de tragdo ou compressay);

c) as forcas nas barras KJ, KG e FG, mencionando se
sao de tracao ou compressdos)

23

SOLUCAO

A trelica como um todo é hiperestética, pois éentatla por 3 articula¢des, que podem
fornecer duas componentes de reacdo cada uma. Assiie-se separar a estrutura em
duas partes. Um local l6gico para se fazer o desmanento é o n€, pois € comum

as partes “superior” e “inferior” da estrutura. Argg superior fica conforme a figura
abaixo. Note que a separacdo €nmplica na introducdo das reacdes vinculares que
mantém o conjunto unido, forga com componentesaagi@dconhecidas: e Yc. Em D,
teoricamente seria necessario arbitrar duas compemée reacdo; no entanto, como a
barraBD é solicitada apenas nos né< D, a reagdo vincular tera necessariamente a
direcdo da propria barra, razdo pela qual apenanaponenteXp € imposta,
concluindo-se que o conjunto € isostatico (videﬂ%igl).
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Figura I Diagramas de corpo livre dos nés A e B e da manperior da trelica.
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O equilibrio da parte superior ABCD impde que:

D F,=0= X, =X,

> F,=0=Y,=-P

> M, =0=-2aY, -aX, =0= X, =2P

= Xc=2P=X,

A forca na barra BD é, portanto, idéntica® ¥u seja, ko= 2P (tracao).

As forgas nas barras AB, AC e BC decorrem do daqiolidos nds, por exemplo, A e B.

No no A,
> F, :O:—FAC+gFAB =0

NG

SF, :O:_P+7FAB =0= F,, = P2 (tragao)

= F,. =P (compresséap

No n6 B,

V2. 2,

zFx:O:FBD_7FAB 2 BC

V2

:>2P_P+7FBC =0>

=0

Foc = -Py/2 (compressap

Resolve-se agora a parte “inferior” da estrutuamn@ séo solicitadas apenas as forcas

em 3 das barras, o método das sec¢bes aplica-smfemédnte (vide Figura 2).

P
P Y E 4p \/E
- O -t > F=0=2P-4P+>2F =0
C 2

= F =2PV2  (tragdo)

K F ﬁ

ZMC=O:>aFFG+a7FKG =0

ERE== TF :aFFG+a£2P\/§:O
R EE |FF 2

= Fs =—2P (tracéo

V2

ZFy:O:—P—FKG7+FFG—FKJ =0

= F, =-5P  (compresséap
Figura 2 Diagrama de corpo livre da “sec¢ao”
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Questao 2(3,5 pontos)

Uma placa homogénegaABC de peso P é
sustentada através de um anel em A, um
anel em B, e duas barras, OM e CE, ambas
de massa desprezivel. Em O e C as barras
sdo vinculadas a placa por meio de
articulagbes. No ponto D da barra CE
aplica-se uma carga vertical de médulo 2P
e sentido indicado. Os vinculos externos em
E e M sdo articulagbes. Sdo dadas as
dimensdes indicadas e sabe-se que a barra
CE pertence a um plano paralelo ao plano

. yz.

Pedem-se:

(a) os diagramas de corpo livre das barras
CE e OM;(1,0)

(b) o diagrama de corpo livre da plath)

(c) as reacdes vinculares em A, B €105)

Solucéo:

Analisando o equilibrio das barr@d e CE, notamos que:

» a barraOM esta em equilibrio sujeita a apenas as duas eagdeulares em suas
extremidades; logo, ambas tém mesmo modulo e sétamliente opostas;

* a barraCE esta em equilibrio sujeita a apenas trés forcasarga 2P e as reacdes
vinculares enC eE; logo, estas sé&o coplanares (paralelas ou comtes)e

Tomando-se por base as consideracfes acima, requdtaa essas barras os diagramas

de corpo livre apresentados na Figura 3:

TFOM TZC
«—1C
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| D>

| ! — >
VFOM | 3a/2 : al2z.

v

Figura 3 Diagramas de corpo livre das barras: (a) OMQb)

Aplicando-se a barra CE a condicdo de equilibriondenentos em torno do ponto E,
obtém-se:
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ZMEZ=O:YCD?a—ZCD?a—ZPE—E:O:ZYC—ZZC—P:O (1)

Analisando-se a geometria da pld@ABC notamos que esta apresenta um ponto de
simetria, correspondente a interseccdo das diagddBi e CA. Como a placa é
homogénea, o seu baricentro coincide com esse pdetosimetria, ou seja:

G =(2a,2a,0).

Dessa forma, o diagrama de corpo livre da placsgpaser o da Figura 4 abaixo:
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Figura 4 Diagrama de corpo livre da plaCeABC

Considerando-se o equilibrio da placa, obtemos:

S, =0=X, =0 @
D F,=0=Y,+Y, =0 (3)
DY F,=0=2Z,+Fy, -P-Z,-Z, =0 (4)
> Mg, =0=-Z,@a-F,, @a+P(2a=0 (5)
> My, =0=>Z,[a-PRa-Z. Ba+F,, @a=0 (6)
ZMBZ:O:XABla—YC[IBa:O (7)
Substituindo-se (2) em (7), obtém-se:
Y. =0 (8)
Substituindo-se (8) em (3) obtém-se:
Y; =0 9
Substituindo-se (8) em (1) obtém-se:
P

. =—— 10

¢ =75 (10)

Substituindo-se (10) em (6), obtém-se:
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Z, =——4F,, (11)

P
2

Substituindo-se (11) em (5) obtém-se:

~2Z, ~2Fg, +P=0=-P+8F,, —2F., +P=0

OF,y =0 (12)
Substituindo-se (12) em (11) obtém-se:

Zy= (13)
Substituindo-se (10), (12) e (13) em (4) obtém-se:

P p

—+0-P-Z,+-=0
2 2
0z,=0 (14)

De posse dos resultados anteriores, desenhamaagramdas de corpo livre finais da
placa e das barras, os quais se encontram ilustredbigura 5 abaixo.

o M
Barra
descarregada
i 0]
l P/2
Pz
C 2P
l C
D
Pz E
3P/2

Figura 5 Diagramas de corpo livre finais da placa e dasaba
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QUESTAO 3: (3,0 pontos)Considere a barrd BCDEF da Figura 6, sujeita as
seguintes forcas:
A

z
A
\Pa | S
45° com 0 eixox e sentido indicado na

B
B/ />>Pp . figura;

+ P,: forca atuante end, com magnitude

‘E =P, paralela ao planay, formando

y P, : forga atuante enB, com magnitude

‘55‘ =P, direcdo paralela ao eixa e
sentido indicado na figura;

* P,: forgca atuante end, com magnitude
‘5,3‘ =P, direcdo paralela ao eixg e
sentido indicado na figura;

» R.: forca atuante enf, com magnitudefP.|=P, direcéo paralela ao plangy,
formando 22% com o eixax e sentido indicado na figura;

» B.: forga atuante erfi, com magnitudeP;.|= 2P, ao longo da diregaGF e com o
eixoy e sentido indicado na figura.

Sao dadosAB=BC=CD=DE =BF =/

Pede-se:

Figura 6 BarraABCDEF sujeita a 5 forcas.

(a) A resultante do sistema de forcas e 0 momentoteegalem relacédo ao pd(1,0)
(b) Verificar se o sistema € redutivel a uma Unicagodgstificar(1,0)

(c) Determinar 0 momento minimo e a equacdo do eixdrale representando-o
graficamente na figur&l,0)

Solucéo

De acordo com o enunciado, as for¢gas atuantestems sdo as seguintes:

P, = p[%i” +g Tj atuante no pont&(001)
P, =Pi atuante no pont&(0,00)
P, =-Pj atuante no pontﬁ)(llo)
P = —p(gf + g ]] atuante no pontd(11,-1)

B = P(-v2r +42]) atuante no ponté (00,0)
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Portanto, a resultante do sistema de forcas sera:
R=P,+P,+P, +P. +P. = (i +£JJ+PT—PT—P(%T+%TJ+P(—x/§T+\/§T)
ou seja:
= plL-2) + Plv2 -1)f
Para calcular o momento resultante em relacé&o iaio @9 notemos que:
+ as forcasP,,P,eP. sdo concorrentes e®; logo, produzem momento nulo em

relacédo a esse ponto;
« as forcasP,eP.sfo0 paralelas, ttm mesma magnitude e sentidosospdsyo,
constituem um binarig,, I5E);
Portanto, 0 momento resultante em relacdo ao pors® reduz ao binéri(f’A, I5E), ou
seja:
M. =(A-C)OP, +(E-C)OP.
Substituindo na expresséo acima as respectivaasfergetores-posicéo, obtém-se:

P i kK i j k
Mc=| -4 0 ¢+ O / —KZ—PK%T+P£%J—P€%'+P\/_I
p¥2 o2 N2 V2
2 2
ou seja:

M. = —Pe20 + Pey2]

Constatamos que o sistema dado néo é redutivehalnita forca, uma vez que

| =M, R=2PL[2-+2)#0

Analisando os vetorekllaC e R, constatamos que ambos tém a mesma direcéo, pois:
M OR = (- Pevai + Pev/2] ) O(Pl-v2) + P2 -1)f)=0

Lembrando que o momento minimo é paralelo a diregdmesultante, concluimos que
MC corresponde ao proprio momento minimo e que o @xdral coincide com a linha

de acéo da resultante do sistema de forgas contesie, , P, ,P. .
Na figura 7, a seguir, mostra-se o eixo centraidtema de forcas dado.

Figura 7 Eixo central do sistema de forcas dado
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Alternativamente, poderiamos ter aplicado a formpdeia o calculo do momento
minimo e a equacao do eixo central, ou seja:

.

- _ Mg

Mmin - |2
A
E :C+M+A§=£T+A[P(l—\/§)'+ P(\/E—l)T]

R

QUESTAO 4: demonstre que, se a resultante de um sistemagiesfémula, 0 momento desse
sistema em relacdo a qualquer pdlo € o mesmo.

Solucao

Aplicando-se a Férmula de mudanca de polo aonsésteferido, tem-se:

R=-Pi/2i +Pry/2]

Mo =M, +(Q-0)OR

ComoR= 6, resulta:
M 0= Mo

Ou seja, 0 momento do sistema de forgas indepem@éld considerad@onforme queriamos
demonstrar

QUESTAO 5: considere um particular né de uma trelica plangitsuapenas a cargas nodais.
Admita que, nesse no, incidam 4 barras, duas a chlaeares, formando entre si um angulo
qualquer B (620 e B #m). Demonstre que as for¢as internas atuantes messtainhadas tém

0 mesmo médulo e séo diretamente opostas.

Solucado

Na Figura 8-a apresentam-se as 4 barras incideated, conforme o enunciado do problema e,
na Figura 8-b, o diagrama de corpo livre do reterid.

Figura 8 (a) Barras da trelica colineares duas a duasléntes em A ; (b) Equilibrio do n6 A.

A dotando-se o sistema de eixos indicado na Fi§ugaaplicando-se ao i as equacdes de
equilibrio da Estética, obtém-se:
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F.sSiN@-F,,sin@d+F,.sind-F,.sind=0 (1)
F.g cOsf + F,, cosd - F,. cosf - F,. cosd =0 (2)

Simplificando-se (1) e (2) acima, obtém-se:

FAB - FAD + FAE - FAC =0 (3
FAB + FAD - FAE - FAC =0 4)

Somando-se (3) e (4), resulta:
Fre = Fac (5)
Substituindo-se (5) em (3), resulta:

Fao = Fac (6)
Conforme queriamos demonstrar.

QUESTAO 6: no interior de uma tigela hemisférica de faicolocadasobre uma mesa, apoia-
se uma faca de comprimento( R < / < 2R) e peso desprezivel. Nos pontos de contato entre a
faca e atigela, os angulos de atrito 84e 6s. Admitindo que a faca seja apoiada de forma a se
manter paralela ao plano da mesa, determinarcgraéinte, o lugar geométrico dos pontas

faca (-//2<x</(/2) tais que, aplicando-se nesta uma cérgertical, o seu equilibrio ndo
seja alterado.

Solucéo

Seja um corte da secéo transversal da tigela, emplamo paralelo a direcdo da faca, conforme
mostrado na Figura 9.

A faca estd sujeita a apenas 3 forcas, quais sejameacdes em A e Bale R, e a forca
externa aplicada, P. Das condicdes de equilibriairdecorpo rigido, conclui-se que estas 3
forcas devem ser concorrentes. Como as reacOesndgedencer aos respectivos cones de
atrito, para que haja equilibrio, o ponto de coréaria das 3 forgas deve estar na regido
comum a ambos 0s cones, delimitadas na secdo d¢raabwva area hachurada contida na
intersecgdo dos angulos de atfifoe 65. Assim, a carga P somente pode ser aplicada esitre
pontos C e D da faca conforme indicado na figurapa@ontrario, ocorrera escorregamento.
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Figura 9 equilibrio da barra sobre a tigela esférica

QUESTAO 7: explique o significado de cada um dos termos dagipido eixo central
de um sistema de for(;és*i : R) na forma vetorial.

Solucado A equacao do eixo central de um sistema de forgaa forma vetorial
+RDMo
R

O: polo genérico de reducéo do sistema de forcgas;
E: ponto genérico do eixo central;
R:

resultante do sistema de forgas;

E=0 +JR, onde

MO: momento do sistema de forcas em relacéo ao gdiérgo O;
A escalar qualquer (real);

AR:vetor paralelo & resultante;

ROM,

‘-.2

O+

: distdncia minima orientada desde o pdlo genéxiceixo central.



