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Contextualizacao

O problema de transporte ¢ um problema de programacao linear caracterizado por
atribuir quantidades de uma mercadoria que serao transportadas de um
determinado local de origem para um destino.

Programacao Linear: uso de técnicas matemadticas e computacionais para resolver
problemas de otimizacao linear, isto-é, minimizar ou maximizar uma funcao por
meio da escolha de valores para suas varidveis.

O objetivo geral do problema de transporte consiste em determinar a forma mais
eficiente e com o menor custo.



Contextualizacao

Em 1939, o matemaético russo Leonid Vitdlievich Kantorovich e o holandés Tjalling
Charles Koopmans, desenvolveram a teoria matemadtica chamada "Programacao
Linear". Durante os anos 1941 e 1942, Kantorovich e Koopmans estudaram o
problema do transporte pela primeira vez, no qual usaram para sua solucao métodos
geométricos.

Em 1947, o matemadtico George Datzing desenvolveu o algoritmo do método
Simplex.

Posteriormente o americano William R.Vogel desenvolveu o método de Vogel.



Definicao



Definicao

Problema de programacao linear cujo objetivo é encontrar a maneira mais
eficiente/lucrativa de se transportar algo (mais de um), de um ponto de
origem (mais de um) para varios destinos.

Variaveis
X, - variavel da quantidade x de bens, de um ponto de origem i e destino j
C — custo associado ao transporte de uma unidade, origem i e destino j
ij
Restricoes

1. Oferta ndo pode ser maior que a capacidade do destino (demanda)
2. Demanda total ndo pode ser maior que a oferta
3. Nao-negatividade



Definicao

Funcao objetivo

z = XrC »x. = fungéo objetil.-*o, maximizar ou minimizar este valor
i j i ij
Caracteristicas

1. Proporcionalidade: o valor da funcao objetivo é diretamente
proporcional ao nivel de atividade de cada varidvel de decisao.

2. Aditividade: considera as varidveis de decisdo do modelo como entidades
totalmente independentes

3. Divisibilidade: assume que todas as unidades de atividade possam ser
divididas em qualquer nivel fracional

4. Certeza: assume que todos os parametros do modelo sao constantes
conhecidas.



Alguns métodos



Métodos para determinacao
de uma solucao inicial...



Matriz de Transporte

Antes de discutir alguns métodos para a determinacao de uma solucao inicial,

devemos organizar o problema e garantir as restricoes.

DESTINO / s
ORIGEM 1 2 j oferta
1 Xis X Xi =somatorio(linha1)
2 Xas Xzz Xz =somatorio(linha1)
i Xis Xz X =somatorio(linha1)
. - o X =somatorio(oferta)
demanda =somatorio(colunai) =somatorio(coluna2) =somatario(colunayj)

=somatorio(demanda)




Método do Menor custo

Um dos métodos para a determinaciao da soluedo inicial do problema de
transporte, que fornece solucoes iniciais mais préoximas da solucao 6tima que
o Método Canto Noroeste (ndo sera abordado).

1. A variavel basica escolhida é a variavel com o menor custo;
2. Depois, sera escolhida como varidvel basica a de menor custo no quadro resultante relativo
ao que foi tracado, e assim sucessivamente, até terem sido tracadas todas as linhas e todas

as colunas



Método de Vogel (Vogel Approximation Method)

Outro método para a determinacao da solucao inicial do problema de

transporte, que se trata de um procedimento iterativo.

S Ot B W DO

Para cada linha e coluna da matriz de transporte (origem x destino), determinar a
diferenca entre o menor custo e o segundo menor (penalidade);

Identificar a linha ou coluna com a maior penalidade;

Encontrar a célula de minimo custo na linha ou coluna de maior penalidade;
Alocar, tanto quanto possivel a célula identificada;

Eliminar dos cédlculos restantes a linha ou coluna que foi satisfeita;

Recalcular as penalidades e repetir os passos.



Método Simplex

Um método que permite a maximizacao de uma funcao, sujeita a restricoes
em sistemas de inequacoes. Envolve um método interativo que busca a
extracao dos menores valores possiveis.

Passos:

Transformacdo da Funcao Objetivo e das restricoes em igualdades;
Montagem da primeira tabela;

*Encontrar varidvel para compor a base (Gauss - Jordan);

Critério para definicdo das varidveis;

Alteracao do elemento pivo;

Alteracao da coluna pivo;

s

Analise da nova linha Z*



Método Simplex

Exemplo: Maximizar Z = 4X1 4 2X2
Sujeito a:
3X1 -+ 2X2 <15
2X1 + X2 <8
X2 <6
X1,X2>0



Método Simplex

Primeiro passo:

7 - 4X1 - 2X2 = 0
3X1 + 2X2 + 81 =15
9X1 + X2 + S2 =8

X2+ 83=6
X1,X2>0
Segundo passo:
Z X1 X2 S1 S2 S3 SOLUCAO
1 4 -3 0 0 0 0
0 3 2 1 0 0 15
0 2 1 0 1 0 8
0 0 1 0 0 1 6




Método Simplex

Terceiro passo: Menor valor da linha z

Z X1 X2 S1 S2 S3 SOLUGAO
1 -4 -3 0 0 0 0

0 3 2 1 0 0 15

0 2 1 0 1 0 8

0 0 1 0 0 1 6




Método Simplex

Quarto passo: Gauss - Jordan (selecionar a linha com menor quociente)

Z X1 X2 S1 S2 S3 SOLUGCAO | Quociente
1 4 -3 0 0 0 0 -4/0=0
0 3 2 1 0 0 15 15/3=5
0 2 1 0 0 0 8 8/2 = 4
0 0 1 0 1 1 6 6/0 = infinito




Método Simplex

Quinto passo: Alteracao da linha pivo

Z X1 X2 S1 S2 S3 SOLUGCAO | Quociente
1 4 -3 0 0 0 0 0/-4=0

0 3 2 1 0 0 15 15/3=5

0 1 1/2 0 1/2 0 4 8/2 =4

0 0 1 0 0 1 6 6/0 = infinito




Método Simplex

Sexto passo: Alterar coluna pivo

e Manter linha X1

e Nova linha Z = linha atual - coeficiente da linha pivo * nova linha pivo

e Nova tabela

Z X1 X2 S1 S2 S3 SOLUGAO
1 0 -1 0 2 0 16
0 0 1/2 1 -3/2 0 3
0 1 1/2 0 1/2 0 4
0 0 1 0 0 1 6




Método Simplex

Terceiro passo: Menor valor da linha z

Quarto passo: Gauss - Jordan

z X1 X2 S1 S2 S3 SOLUCAO | Quociente
1 0 -1 0 2 0 16 16/-1=-16
0 0 1/2 1 -3/2 0 3 3/1/2=6
0 1 1/2 0 1/2 0 4 1/2/14 = 8
0 0 1 0 0 1 6 6/1=6




Método Simplex

Sexto passo: Alterar coluna pivo

e Manter linha X2

e Nova linha Z = linha atual - coeficiente da linha pivo * nova linha pivo
e Nova tabela

Z X1 X2 S1 S2 S3 SOLUGAO
1 0 0 0 2 0 22

0 0 0 1 -3/2 -1/2 0

0 1 0 0 1/2 -1/2 1

0 0 1 0 0 1 6

Max Z = 4*1 + 3%6 = 22




Kxemplo



Kxemplo - Método Simplex

Fontes de Suprimento: Armazéns (destino):
F1:9 unidades . C1: 7 unidades
F2:10 unidades Devem suprir C2: 6 unidades

F3: 8 unidades @ W == e e e e e - - p (C3: 10 unidades

C4: 4 unidades
Total: 27 unidades
disponiveis Total: 27 unidades de
diariamente produtos demandados
diariamente



Kxemplo - Método Simplex

Matriz fornecida do custo de transporte (R$/unidade)

FABRICAS C1 C2 C3 C4 Oferta
F1 10 7 6 5 9
F2 2 8 9 2 10
F3 11 12 8 4 8

Demanda 7 6 10 4



Exemplo - Método Simplex

Matriz fornecida do custo de transporte (R$/unidade)

C1 C2 C3 C4 Suprimento
. (10) ™ ©) ) .
X11 X12 X13 X14
- @ ®) © @ "
X21 X22 X23 X24
3 (11) (12) (8) (4) 8
X31 X32 X33 X34

Demanda 7 6 10 4



Kxemplo - Método Simplex

min C = 10x11 + 7x12 + 6x13 + dx14 + 2x21 + 8x22 + 9x23 + x24 + 11x31 + 12x32 +
8x33 + 4x34

sujeito a C1 C2 C3 o Sug{ci)me
Xi1 + x12 + x13 + x14 = 9
x21 + x22 4+ x23 + x24 = 10 F1 (10) (7) (6) () 9
x31 + x32 + x33 4 x3¢4 = 8 X11 X12 X13 X14
X11 4+ x21 4+ x31 =7

_ (2) (8) (9) (2)
X12 + x22 + x32 = 6 F2 o o2 o3 N 10
X13 + x23 4+ x33 = 10
X14 + x24 4 x34 = 4 F3 (11) (12) (8) (4) 8

X31 X32 X33 X34

x11 >0,x12>0,...,x34 >0
Demand 7 6 10 4



Exemplo - Método Simplex

Passos do Simplex:

1. Encontre uma solucao basica (factivel) inicial;

2. Verifique se a solucao é 6tima;

3. Se nao for 6tima, encontre uma nova solucao, a partir da atual, e volte ao
passo anterior;

4. Se for 6tima, interrompa.



Exemplo - Método Simplex

Matriz fornecida do custo de transporte (R$/unidade)
Processo do custo minimo para o passo 1.:

a) Localize no quadro o menor cij que nao tenha oferta ou demanda nula

b) Coloque na célula a maior quantidade permitida pela oferta e demanda
correspondente

c) Atualize os valores da oferta e da demanda que foram modificadas pelo
passo (b) e volte ao passo (a).

d) O processo se repete até que sejam esgotadas as ofertas e suprimidas as
demandas de todos os destinos



Exemplo - Método Simplex

No exemplo, o menor cij que aparece é 1, na célula (2, 4)

: Desting 1 2 3 4 Oferta
Origem

10 7 6 5

(| 9
2 8 9 1

2 10
11 12 8 4

3 8

Demanda 7 6 10 4

Logo, nesta célula, atribui-se a quantidade méxima de unidades permitida, levando em conta a

restricao de oferta e demanda;
Insere-se, assim, 4 unidades nesta célula, que é a demanda do destino 4, e atualiza-se a oferta da

origem 2 para 6 unidades uma vez que 4 foram consumidas.



Exemplo - Método Simplex

Eliminando o destino 4 do quadro, o menor custo é igual a 2 e corresponde a célula (2, 1);
A esta célula, serao atribuidas 6 unidades, esgotando-se a oferta da origem 2 e diminuindo a demanda

do destino 1 para 1 unidade.

Este processo se repete até que todas as ofertas sejam consumidas e todas as demandas atendidas,
quando entdo encontramos uma solugao inicial factivel.

x Destine 1 2 3 Oferta
Origem
10 7 6
1 9 g
2 8 9
2 6 X 6
11 12 8
3 1 6 1 gt
Demanda 71 [




Exemplo - Método Simplex

Destino

. 1 2 3 4 Oferta
Origem
10 7 6
1 9 g
2 8 9
2 6 4 pL
11 12 8
3 1 6 1 g7 1
Demanda 7.1 6 W1 4

No exemplo, a solucdo inicial obtida foi: x13 = 9; x21 = 6; x24 = 4; x31 = 1; x32 = 6; x33 = 1

Nesse caso, o custo da solucdo inicial serd C = 161



Exemplo - Método Simplex

Para verificar se a solucio é 6tima ou nao com um método chamado u-v:
- E necessdrio eliminar as varidveis bdsicas da funcao objetivo e, para isso, devemos somar a ela muiltiplos

das restri¢goes do modelo.

- Sejam ul, u2, ..., um os valores que irdo multiplicar as equacoes de oferta, antes de somd-las
a funcdo objetivo;
- Sejam v1, v2, ..., vn os multiplos andlogos para cada restricio de demanda.

Conhecida uma solucao vidvel bdsica, devemos ter: xij — ui — vj = 0 para cada uma das (m +n — 1)
variaveis bdsicas, de modo a elimind-las da funcao objetivo. Uma vez que o ntiimero de varidveis bdsicas é
igual a (m + n — 1) vamos ter (m + n — 1) equacoes desse tipo; Uma vez que o nimero de incégnitas ui e
vj é (m + n), temos (m + n — 1) equacdes, podemos atribuir um valor arbitrario a uma dessas varidveis
sem violar as equacoes.



Exemplo - Método Simplex

: Desting 1 2 3 Oferta
Origem
10 T 6
1 9 g
2 8 9
2 6 X0 6
11 12 8
3 1 6 1 g71
Demanda i 6 W 1

Temos as seguintes equacoes, para as variaveis basicas:

X13

X31

X33

:6—u1—v3=20
X21 :
X24 :
11 —u3—v1i=20
Xx32 :
:8—u3—v3=0

2—u2—v1i—=20
1—u2—v4ea=290

12 —u3—v2=20



Exemplo - Método Simplex

Atribuindo um valor
arbitrario a ul, descobrimos
os demais valores de ui e vj
. Por exemplo, para ut = 0,

temos:
vi=29
v2 =10
v3 =0
v4 = 8
ur =20
uz = —7
us =2

A partir dos valores de ui e
vj , calcularemos os
coeficientes das varidveis
nao-basicas da funcao
objetivo. Ou seja: xij : xij —
ui — vj . Para este exemplo,
temos:

x11:
x12 :
x14 :
x22 :
x23 :
x34 :

10—-0—9=1
"—0—10=—-3

5—0—8=—3
84+7—10=5
9+ 7—6=10

4—2—-8=—6



Exemplo - Método Simplex

Caso nao seja 6tima,
iniciamos a busca por uma
nova solucao. Deve-se:

1. Determinar a variavel

que entra na base

2. Determinar variavel que
sai da base

3. Identificar a nova solucao
factivel

Considerando apenas as varidveis
nao basicas, devemos escolher
aquelas tais que cij —ui —vj < 0.
No exemplo, escolhemos x12, x14
e X34;

Garantimos, assim, que o custo
total seja reduzido.

Seguindo esse raciocinio, dentre
as candidatas, escolhemos a de
menor valor, ou seja, x34, cujo
coeficiente é —6.



Exemplo - Método Simplex

O aumento do valor da varidvel que entra na base dispara uma reacdo em cadeia para compensar
mudancas nas demais varidveis bdsicas, de modo a continuar satisfazendo as restri¢des de oferta e
demanda. A primeira varidvel bdsica que chegar a zero se torna a varidvel que deixa a base. Suponha
que a varidvel x34 escolhida entrard na base com um valor 6 > 0, que deve ser o maior possivel.

; oeng 3 4 Oferta
Origem

10 7 5

ik 9 9
2 8 1

2 6+ 0 4 - 10
11 12 4

3 1-6 1 6 8

Demanda 7 10 4




Exemplo - Método Simplex

Devemos, agora, determinar o maior valor permitido a 6, isto é, o valor de 6 que gera a
varidvel bdsica que se anula mais rapidamente. Do quadro anterior, temos:

x21:6 + 6
x24:4 —0>0..0<14
x31: 1 —0>0..0<1

Entao 6 = 1 e x31 é a varidvel que sai da base, por ser a primeira a se anular.
A nova solucao vidvel bdsica é identificada adicionando-se o valor de

0 no udltimo quadro.
O valor da varidvel que sai é x31 = 1, e o quadro ficara:



Exemplo - Método Simplex

. Desine 1 2 3 4 Oferta
Origem

10 7 6 5

1 9 9
2 8 9 1

2 7 3 10
11 12 8 4

3 0 6 1 1 8

Demanda 7 6 10 4

E o custo dessa solucdo serd: C = 155
O método u-v é aplicado novamente para verificar se a solugao é 6tima e repetido
até o necessario



Aplicacoes na
Kngenharia



Engenharia Civil - Logistica e estoque

1.

2.

Principal método: Método de Vogel;

Essencial na otimizacdo de rotas de transporte na logistica de manufatura e gestao
de estoque;

Atua no transporte eficaz de materiais e componentes para chegarem nos momentos
certos, reduzindo necessidade de estoque e consequentes custos;

Permite lidar com diferentes tipos de materiais e requisitos especificos de producao.



Kngenharia Klétrica - Distribuicao de energia

1. Principal método: Método do Menor Custo;
2. Usado para otimizar a distribui¢cao de energia em redes complexas:

a. HKm redes urbanas: determinacao das rotas econdomicas para alimentacao de
regioes distintas;

b. Em redes de alta tensdo: minimizacao de perdas pela otimizacao de rotas de
longa distancia;

3. Contribui no ganho de eficiéncia de distribuicdo energética em redes, minimizando
perdas e aumentando a confiabilidade geral do sistema.



Kngenharia de Producao - Gestao industrial

1.

2.

Principal método: Simplex;
Extensivamente utilizado na otimizac¢ao do planejamento e programacao de recursos
Exemplos de aplicacao:

a. Industria automotiva: alocacao de maquinas, recursos e mao-de-obra para
maximizar a producao;

b. Industria quimica: planejamento de processos de producao, considerando
restricoes de insumos;

Flexivel para lidar com problemas de programacao linear complexos que envolvem
multiplas restricoes.



Aplicagoes gerais - MS Excel Solver

1.

Amplo uso do método Simplex na solugao de
problemas corriqueiros;

Ambito académico: muitas disciplinas da Poli
requerem uso do Solver e conhecimento sobre o
método Simplex (ainda que inconsciente);

Facilidade na aplicacao e bons resultados.

Set Objective: nota do seminario de numerico

To: Max Min

By Changing Variable Cells:

Subject to the Constraints:

Solver Parameters

O Vvalue Of:

Make Unconstrained Variables Non-Negative

Select a Solving Method:

Solving Method

Simplex LP

w

10

Add
Change

Delete

Reset All

Load/Save

Options

Select the GRG Nonlinear engine for Solver Problems that are smooth
nonlinear. Select the LP Simplex engine for linear Solver Problems,
and select the Evolutionary engine for Solver problems that are non-

smooth.

Close

Solve



Exercicio



Kxercicio proposto

Um navio cargueiro pode ser carregado com duas cargas disponiveis para
transporte entre dois portos: castanha-do-Pard (em sacos) e fios elétricos
(rolos). O navio possui uma capacidade de 5.000 t tteis e 9.600 m3.
Deseja-se determinar quanto transportar de cada uma das duas cargas, de
modo a maximizar a receita total obtida.

Dados:

e (Castanha do Par4:
o 2,40 - fator de estiva (m3 /t)
o 80 - receita frete unitdrio ($/t)
o 6000 - carga maxima disp (t)

e [ios elétricos
o 0,80 - fator de estiva (m3 /t)
o 100 - receita frete unitario ($/t)
o 3500 - carga maxima disp (t)



Obrigado!



