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O método de Runge-Kutta € uma tecnica numérica amplamente utilizada para resolver equacdes diferenciais
ordinarias (EDOs). Desenvolvido por Carl Runge e Martin Kutta no inicio do século XX, este metodo se tornou
uma ferramenta fundamental em diversas areas da ciéncia e engenharia.

O contexto histérico que levou ao desenvolvimento do metodo de Runge-Kutta esta intrinsecamente ligado a
necessidade de resolver equacdes diferenciais de forma eficiente. No final do século XIX e inicio do século XX,
0s cientistas e engenheiros enfrentavam desafios significativos ao tentar modelar e compreender fendmenos
complexos que eram regidos por EDOs. Na auséncia de solucdes analiticas para muitos desses problemas, a
busca por metodos numericos precisos e eficientes tornou-se imperativa.

O meéetodo de Runge-Kutta € uma abordagem iterativa que calcula a solucdo de uma EDO em incrementos
sucessivos. Sua popularidade cresceu rapidamente devido a sua precisdao e eficiéncia em comparagcdo com
outros metodos numeéricos da época. Ao longo dos anos, varios aprimoramentos e variacdes do método foram
propostos, resultando em diferentes formas e ordens do método de Runge-Kutta.



Carl Runge

Carl Runge (1871-1946) foi um matematico
alemao cujas contribuicdes significativas para a
teoria numérica o destacam como um pioneiro
no campo. Nascido em Bremen, Alemanha,
Runge dedicou-se ao estudo de equacoes
diferenciais e métodos numéricos. Em 1895,
publicou um trabalho descrevendo um meétodo
iterativo para a resolucao de equacodes
diferenciais ordinarias (EDOs), pavimentando o
caminho para o desenvolvimento do que agora é
conhecido como o metodo de Runge-Kutta. Seu
trabalho estabeleceu as bases para abordagens
numericas que se tornariam cruciais em diversas
disciplinas cientificas e de engenharia.

Martin Kutta

Martin Kutta (1867-1944), também matematico
alemao, colaborou com Runge no desenvolvi-
mento do método de Runge-Kutta. Nascido em
Schlawe, Prussia (atualmente Poldnia), Kutta
refinou e generalizou os metodos propostos por
Runge em 1901. Sua contribuicao essencial foi a
formulacdo de um esquema mais abrangente e a
introducdo de uma notacdo sistematica que
facilitou a compreensao e a implementacao do
método. A colaboracdo entre Runge e Kutta
resultou em uma abordagem numeérica robusta e
versatil, que se tornou uma ferramenta funda-
mental na resolucao de EDOs e teve um impacto
duradouro no campo da analise numeérica.



Explicacdo do Metodo

Entre os métodos empregados na solucdo de
problemas de valor inicial, os Meétodos de
Runge-Kutta destacam-se pela precisao e
simplicidade.

Cada meétodo de Runge-Kutta utiliza a
comparacao com um polinbmio de Taylor
apropriado para evitar o calculo direto de
derivadas.

-

método de
Runge-Kurta

solucag
exata

metodo de
Euler




Explicacdo do Metodo

Método geral de Runge-Kutta
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Explicacdo do Metodo

Métodos de Runge-Kutta de ordem 2

Desenvolvendo k2 em série de Taylor em torno

¢(x,y,h) = c1kr + c2ka do ponto (x,y), obtemos:
(azh)?
ko = x, ash) f.(x, ha y (i, -

by = f(z.9) . 2 f(z,y) + (azh) fo (2, y) + (haa f) fy(@,y) + 57— faa(,Y)

+  (agh)(hazf) foy(z,y) + (hagzlf)gfyy(mﬂ y) +O(h%) .
k’g = f(iIf—l—{lgh \ y—l—hbglkl) . '

o(z,y,h) = ci1k1 + co2ke
{12 — bz]_ . = le‘|'f32 f+(ﬂe2h)fm+(ﬂ2hf)fy+(RZQT)Qfmm
ko = : : ) azhf)®
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Explicacdo do Metodo

Métodos de Runge-Kutta de ordem 2

(axh)?

o(x,y,h) = (c1 + c2) f + coazhF + T C2G + 0(h*)
hE
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Explicacdo do Metodo

Métodos de Runge-Kutta de ordem 2

Método de Euler modificado

c1 = 0= o =1 e ay = % Portanto:

Yn+1 = Yn + hko ,onde :

k1

ko

f(xn, yﬂ} :

f{Iﬂ + %h: Yn T+ %hkl}

Método de Euler melhorado

1

1
2

1

= € = 5 €ay = 1. Portanto:

Yn+1 = Yn + %(h + k2) , onde :

k1

ko

f(@n,yn)

f(In +h3yn +hk1) .



Explicacdo do Metodo

Métodos de Runge-Kutta de ordem 3

Ynt+1 = Yn + h(c1ky + coks + c3ks3) | Sistema de 4 equagoes e 6 incognitas

ci+ec+ez3=1
k3

flx + haz,y + hbz1k1 + bazks2)

Coo + C3a3 = %

f(x 4+ has,y + h(ag — bsa)ky + byaks) .

czbzeaz = %
Desde que az = bz + b32.

2 2 1
~ Cols -+ Cals =
e k1 e k2 possuem as mesmas expressdes do %2 T M3 7 3

metodo de ordem 2



Explicacdo do Metodo

Métodos de Runge-Kutta de ordem 3

Método de Nystrom

Ca = C3zede = djg .

Yn+1 = Yn + % [h + %(kg + kg)] ,onde :

2#33\"13 = %i Czdsg
1

1
4
2cqa2 = 1
3(13—3#‘83 6

k1 — f(In-;yn)r

_ ks
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Explicacdo do Metodo

Métodos de Runge-Kutta de ordem 4

Os dois métodos de Runge-Kutta de ordem 4 mais utilizados

Yni1—Yn = H[k1+ 2(ka+ks) + ka] ,onde :
kl — f(In:-yn) :
_ 1 1
ki — f(In + fh}yn + zhkl) 3
_ 1 1
kﬁ — f(In + fh}yn + jhkﬂ) .
kd — f(In -|- h._, yn -|- hkg) y

Un+1 — Yn

8

h [k1 -+ 3(131:2 -+ kg) -+ kq] ,onde :

f{Iﬂﬂ y“) 3

f{Iﬂ + %hﬂ Un + %hkl) ;

f(@n + §h,yn — Shk1) + hks) |

f{il‘:n + h,yn + hk1 — hko + hkg) ,



Exemplificacado do Metodo

Exemplo: Para a equacao diferencial y' = -x + y + 2 e condic¢ao inicial y(0) = 2, determine y(0,2). Considere
h = 0,1 e fagca arredondamento com 4 casas decimais

Exercicio para Casa: resolver a EDO do

f(x,y) = -x+y+2 . ,
enunciado pelo metodo de Runge-Kutta de

x0 =0
y0 = 2
h = 0,1 (espacamento, ou passos)

ordem 2 (utilizando apenas K1 e K2), com-
parando com o resultado analitico e grafico.

n
O 0 2
1

2




Exemplificacdo do Método

Exemplo: Para a equacao diferencial y’ = -x + y + 2 e condicao inicial y(0) = 2, determine y(0,2). Considere
h = 0,1 e fagca arredondamento com 4 casas decimais

f(X,y) = -X + Y + 2 kv = J(Zn yn) .
x0=0 1 1
ke = flz, + sh,y, + shky) .

y0 = 2 : 2 2
h = 0,1 (espagcamento, ou passos) ks = f(z, + %f:,_y.“ | %hkz] :

e Primeiro passo: n =0 ky = fleg + by + hiks) |
n=0
xn =0
yn = 2 Ln Yn Yn+1

K1=1(0,2) =-0+2+2=4
K2 =1(0,05, 2,2) = 4,15

K3 =1(0,05, 2,2075) = 4,1575
K4 =1(0,1, 2,4157) = 4,3157

2

N = O |35
-




Exemplificacdo do Método

Exemplo: Para a equacao diferencial y' = -x + y + 2 e condicao inicial y(0) = 2, determine y(0,2). Considere
h = 0,1 e fagca arredondamento com 4 casas decimais

f(Xx,y) =-X+y+ 2

X0 =0

y0 = 2

h = 0,1 (espacamento, ou passos)

o . o1
o primetropassoin =8 > Yni1 =2+ === x (442 X 4,15+ 2 x 4,1575 + 4,3157) = 2,4155

xn =9 Ln Yn Yn+1

yn = 2

K1=1(0,2)=-0+2+2=14 0 2 2,4155
K2 =1(0,05, 2,2) =4,15

K3 =1(0,05, 2,2075) = 41575

K4 =1(0,1, 2,4157) = 4,3157

N = O |35




Exemplificacdo do Método

Exemplo: Para a equacao diferencial y' = -x + y + 2 e condicao inicial y(0) = 2, determine y(0,2). Considere
h = 0,1 e fagca arredondamento com 4 casas decimais

f(X,y) = -X + Y + 2 kv = J(Zn yn) .
X0=0 1 1
ke = flz, + sh,y, + shky) .

y0 = 2 : 2 2
h = 0,1 (espacamento, ou passos) ks = f(xn+ %f:,_y.“ t %hkz] :

e Segundo passo: n =1 ky = flzg + h,yn + hks) |
n=1
xn = 0,1

! h| L

yn = 2,4155 n__ Yn  Yn+tl
K1 = 4,3155 0 0 2 2,4155
K2 = 4,4813
K3 = 4,4896 11 01 2,415
K4 = 4,6645 2




Exemplificacdo do Método

Exemplo: Para a equacao diferencial y' = -x + y + 2 e condicao inicial y(0) = 2, determine y(0,2). Considere
h = 0,1 e fagca arredondamento com 4 casas decimais

f(Xx,y) =-X+y+ 2

X0 =0

y0 = 2

h = 0,1 (espacamento, ou passos)

e Segundo passo: n =1 0,1

N =1 —>Yn+1 = 2,415 X (4,3155 + 2 x 4,4813 + 2 x 4,4813 + 4,6645) = 2,4155
xn = 0,1

6
yn = 2.4155 n| &n Yn Int1
K1 = 4,3155 0 0 2 2,4155
1
2

K2 = 4 4813
K3 = 4 4896 01 24155 2,8642
0,2 2,8642

K4 = 4,6645




Exemplificacdo do Método

h
2

Exercicio: Usando: qy,, 11 = Y,

X [kl—l—k‘z],n: 1,2,3

y = —y+x+2
y(0)=2,2€1(0,0,3],h=0,1

Resolver:

Ky = f(zn,yn)
1 ns yn ? Exercicio para Casa: resolver a EDO do

Kﬁ p— f (mﬂ —|— h, yﬂ —|— h oo Kl) enunciado pelo método de Runge-Kutta

de ordem 4 (utilizando de K1 a K4),

comparando com o resultado analitico.



h
Exercicio. Usando: 1,1 = y,, 5 X [kl -+ kz], n=123

Solucao:

e Passo 1: f(m,y) =—y+ax+2,h=0,1,2g =0,y0 =2 onde,z1 =0,1,z5 =0,2,23 =0,3

e Passo2:n=20

h
Y1 =y0+§ x | K1+ Ko
Ki = f(zo,y0) = f(0,2) = =24 0+ 2 = 0,000000
Ky = f(xg+ h,yo+hx K;)=f(0,1;2) =-24+0,1+ 2 = 0,100000

0,1
y1 = 2+ —>= x [0,000000 + 0,100000] = 2,005000




h
Exercicio. Usando: 1,1 = y,, > X [kl -+ kz], n=123

Solucao:

e Passo 3:n =1

h
y2=y1+§><[K1+Kz]

K1 = f(z1,y1) = £(0,1;2,005000) = —2,005000 + 0,1 + 2 = 0, 095000
Ky = f(z1+h,y1 + h x K1) = £(0,2;2,014500) = —2, 014500 + 0,2 + 2 = 0, 185500

0,1
y2 = 2,005000 + —>= x [0,095000 + 0, 185500] = 2,019025




h
Exercicio. Usando: y,,.1 = y,, 5 X [kl -+ kz], n=123

Solucao:

e Passo4:n =2

h
yszyz—l-a x | K1+ Ko
K1 = f(z2,y2) = £(0,2;2,019025) = —2,019025 + 0,2 + 2 = 0, 180975

Ko = f(zo+h,ys + h x K1) = £(0,3;2,037123) = —2,037123 + 0,3 + 2 = 0, 262877

0,1
ys = 2,019025 + —2= x [0,180975 + 0, 2628770] = 2, 041218




Exercicio. Usando:

Solucao:

Yn+1 = Yn

h

X [k1—|—k2],’n: 1,2,3

Xk Yk Y (Xk)
0,000000 2,000000 2,000000
0,100000 2,005000 2,004837
0,200000 2,019025 2,018731
0,300000 2,041218 2,040818




Método Runge-Kutta vs Metodo de Euler

Precisao

O método de Euler € um método de primeira ordem, o que significa que a precisado da solu¢do é proporcional ao tamanho
do passo utilizado. Quanto menor o0 passo, mais precisa sera a solucao, mas isso implica em mais calculos. O método de
Runge-Kutta, por outro lado, pode ser implementado em diferentes ordens, como RK2, RK3, RK4, etc. O RK4 é
especialmente usado, por ser um método de quarta ordem - 0 que proporciona uma precisdo muito maior em comparagao
com o metodo de Euler.

Complexidade Computacional

O método de Euler é relativamente simples de implementar, exigindo apenas uma unica avaliacdo da derivada por
iteracdo. O método de Runge-Kutta, especialmente em suas versdes de ordem superior, envolve mais calculos por
iteracdo, tornando-o mais complexo computacionalmente. No entanto, isso é muitas vezes compensado pela maior
precisao, permitindo que o método de Runge-Kutta use passos maiores sem sacrificar a precisao.

Estabilidade

Em alguns casos, o método de Euler pode apresentar instabilidade numérica, especialmente em sistemas de equacdes
diferenciais que envolvem fendmenos oscilatorios ou nao-lineares fortes. O método de Runge-Kutta, devido a sua
precisao superior, tende a ser mais estavel em uma variedade mais ampla de situacdes.



Aplicacao Computacional

Codigo em Python que resolve uma
equacao diferencial ordinaria de
primeira ordem (EDQO) utilizando o
Método Runge-Kutta de

quarta ordem (RK4).

def runge kutta(f, y®, t0, tn, h):

-» Parametros:

resultado = [(t©, y0)]

Dentro do loop, calcula quatro coeficientes ‘k1’, €
'k2’, 'k3’ e k4’ usando o método de Runge-Kutta.
Esses coeficientes sdo baseados em avaliagdes da
funcao diferencial ‘' em diferentes pontos ao longo
do intervalo de tempo.

Usamos esses coeficientes para atualizar o valor
da solugdo ‘y’ usando a férmula do método de
Runge-Kutta. Também atualizamos o tempo ‘t’. Os
novos valores (t, y) sdo adicionados a lista
resultado’.

t = te

y = yo@

while t < tn:
[k1 = h * F(£, y)
k2 = h * f(t + h/2, y + k1/2)
k3 = h * f(t + h/2, y + k2/2)
k4 = h * £(t + h, y + k3)

v =y + (k1 + 2%k2 + 2*k3 + k4)/6
t=t +h

e f: Funcdo que representa a EDO (dy/dt = f(t, y))
y0: Condigao inicial

t0: Tempo inicial

tn: Tempo final

h: Tamanho do passo

resultado.append((t, v))
return resultado

def exemplo edo(t, v):
return y - t%%2 + 1

» A lista resultado’ armazena os pontos da solucao,
comecando com a condicdo inicial ‘(t0, y0). Em
seguida, usa-se um loop ‘while’ que continua até
que o tempo ‘t" alcance o tempo final tn’.

)

» O exemplo de uso define uma funcao ‘exemplo_edo

t0 = @ # Tempo inicial
tn = 2 # Tempo final
y8 = 0.5 # Condicao inicial

. dy 2
que representa a EDO: % —y—t +1

» Em seguida, sdo definidos os parametros iniciais.

h = 8.2 # Tamanho do passo

solucao = runge_kutta(exemplo_edo, y@, t8, tn, h)=——»A funcdo ‘runge_kutta’ € chamada para resolver a

for t, v in solucao:
print(f"t = {t:.2f}, v = {y:.6f}")

EDO. A solucédo é entdo impressa para cada ponto
calculado.



Aplicacoes na Engenharia

Engenharia Civil

3 Analise de Estruturas
o Na analise dindmica de estruturas, como pontes, edificios e tuneis,
0s métodos de Runge-Kutta podem ser usados.

4 Dindmica de Solos
o Em estudos de interacao solo-estrutura e analise de assentamento
de fundacbes

4 Modelagem Hidraulica
o Em simulagbes de escoamento de agua em canais, rios e redes de
distribuicdo, os métodos de Runge-Kutta podem ser uteis para
resolver equagées diferenciais que representam os fenémenos
hidraulicos, como transientes em sistemas de tubulacdo

Engenharia Quimica

3 Dindmica de Fluidos
o Modelagem da dindmica de fluidos em reatores quimicos, ajudando
a entender e otimizar a distribuicdo de temperatura

. Processo de Separacéao

o Podem ser empregados para simular o comportamento dindmico e
otimizar as condi¢bes operacionais para obter os produtos
desejados

Engenharia Elétrica

Circuitos Elétricos
o Podem ser usados para simular a resposta transitoria do sistema a
diferentes condicdes iniciais ou entradas

3 Comunicacgoes
o Modelar a propagagéao de sinais em meios de transmissdo e simular
a resposta dindmica de sistemas de comunicagao

3 Redes Elétricas
o Simular transientes e eventos transitdrios, fornecendo insights
sobre o comportamento dindmico da rede

Engenharia Aeroespacial

Dindmica de Voo
o Resolver as equacgébes diferenciais que descrevem a dindmica de
Voo de aeronaves e espagonaves

M Aeroelasticidade

o Modelar as interagbes entre as forgas aerodindmicas, as
deformacgbes estruturais e os movimentos do veiculo




Pesquisas Académicas

Método de Runge-Kutta Aplicado a Deflexao de Viga - UNIJUI 2017

O método numérico, especificamente o de Runge-Kutta,
apresentou um erro percentual muito baixo (0,0669%), indicando
alta precisdo em comparagcao com o método analitico (0,0668%).
O estudo sugere que, mesmo em casos mais complexos, como
vigas com geometria ndo uniforme, o método numérico pode
fornecer resultados precisos a um custo reduzido em comparagao
com softwares de simulacao.

Método RK Aplicado em Sistemas Mecanicos em Fase - IFPE 2021

Este trabalho destaca a significativa aplicacdo dos métodos
computacionais na resolugcao de equacgbes diferenciais que
descrevem sistemas mecanicos, utilizando o software Wolfram
Mathematica® 11. A abordagem se concentra na mecanica
hamiltoniana no espaco de fase e utiliza o método numérico de
Runge-Kutta para resolver numericamente sistemas como o
péndulo simples e osciladores harménicos unidimensional,
bidimensional e anarménico. Os resultados numéricos sao
comparados com solucdes analiticas, evidenciando a eficacia do
meétodo. Além das implicacdes fisicas, ressalta-se a amplitude dos
métodos numéricos, destacando sua importancia na engenharia e
em aplicagbes simulativas no cotidiano

Aplicacoes na Engenharia

Implementacdo Numeérica de Problemas de Viscoelasticidade - 2013

Neste trabalho, foi apresentada uma teoria unificada que assegura
uma ordem de convergéncia nominal p>=2 para métodos de
Runge-Kutta (RK) utilizados como integradores temporais em
modelos viscoeldsticos analisados pelo método dos elementos
finitos. A validade desse conceito foi demonstrada em um modelo
viscoelastico de grandes deformagbes de Hartmann, com foco
especial nos métodos RK diagonalmente implicitos (DIRK). O ponto
central desta pesquisa destaca que, para garantir a ordem de
convergéncia nominal do método de integracéo, a aproximacgao da
deformacdo ao longo do tempo deve ser consistente com a ordem
de convergéncia do integrador temporal.



Tarefa para Casa

Dado o problema de valor inicial

[y
y(1) = 2
Determine uma aproximagao para y(1.3), com A = 0.3 usando o método de Runge-Kutta de 4

ordem.
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