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Momento de Inércia
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Alguns Momentos de Inércia

Hoop or
cylindrical shell
1(:&. = 4&m2

Solid cylinder
or disk

_ 1 aspm
Iy =5 MR

Long thin rod
with rotation axis
through center

Tean = ILZ ML2

Solid sphere

> 7

Iy == MR-
M 5

S

<S
L/'I

N
4

Hollow cylinder r l«.‘;

lChl =9L J‘!(Rl“’ + Rzz)/-f

Rectangular plate & | 9
S X P PSS
Ioa =15 M(a? + 5%)
Long thin c- |‘;
rod with

rotation axis
through end
= — ML=

L
5 o

Thin spherical
shell

I( - 7 G 4&1’22

WiN




Teorema dos Eixos Paralelos

“O momento de inércia de um corpo em relacao a um eixo qualquer é igual ao momento de
Inércia em relacao ao eixo paralelo, que passa pelo centro de massa, somado ao produto da

massa do corpo pela distancia entre 0s eixos ao quadrado”.

O Momento de Inércia de um objeto de forma
arbitraria em relacdo a um eixo que passa pelo
ponto P.

 eixo z: passa pelo CM / paralelo ao eixo
rotacional por P.
Xem = 0

Yom = 0.

[ Distancia entre os eixos paralelos: 4 = Va2 + b2




Segunda Lei de Newton para a Rotagao

1 Definicao de Newton para a sua segunda lei:

- _dp_d(mv) _ dv_

FreS — — — =ma Translacao
dt dt dt
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2a Lel de Newton: resultante das forcas externas provoca a ;m
aceleracao do centro de massa de sistemas.

Quando a linha de acao das forcas externas nao passa pelo
centro de massa: rotacao do sistema!




Forga e torque

 Particula de massa m, presa a uma barra de comprimento r.
O Forca F aplicada a particula.

»

Direcio -

1 Componente tangencial da forca: tangencial F
Ft — @ Ft — Fsen gﬂ Particula \;\\» ¢
Eixo de rotacio \"\4\7‘
a =ro
/ I\
I Barra rigida
rI:t _ m r- Za - SEMm massa
“Forca aplicada sobre um objeto fazendo ele girar
5 em torno de um eixo”
T=MNMI o

7=l Torque em relagao ao eixo de rotagao A




Segunda lei de Newton para a rotagao

Um corpo rigido que gira em torno de um eixo fixo é
uma colecdo de particulas, com as mesmas

velocidade e aceleracao angulares.

2
T.=mr. &

I I

Somando sobre todas as particulas do corpo:

1= 7,=Q mria=(3 mr)a=la

Cext,, = la Segunda Lei de Newton para a rotagao

fegl




1 RotacOes: séo importantes as componentes tangenciais da forca

T=hRr

r=FsIing-r
i oo 7 =Frsing¢
F 7 = Fl

4
Linha de \

acio de F ¢ = “brago de alavanca”

Torque positivo — sentido anti-horario
(aumento do angulo)

Braco
alavanca de




Natureza Vetorial do Torque

modulo

T =T XF w7 =rFsing

=

Vetor perpendicular ao plano
formado pelos vetoresr e F




Torque devido a gravidade

Considere um corpo extenso de massa M, apoiado pelo eixo A e submetido a forca gravitacional.
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O torque sobre cada particula constituinte sera: 7; = Fil’i =M, gXx;

O torgue total sobre o corpo serad a soma dos torques sobre todas as
particulas constituintes:

Textres = Zmi 0% = (Z miXi )g —> Textres = chmg

mx, +m,x, + me Torque devido a gravidade

‘xcm

m,+m, +...



Momento Angular

1 Desempenha o mesmo papel na rotacao que o momento linear na translacao.

— D \>_>
f:Fszfxd—p:d -

dt dt Quantidade de movimento angular ou
Momento angular em relac&o a origem

1 Segunda Leil de Newton para rotacao: —
_ d(L _
T = diL) =l

dt




Particula de massa m, na posicao r, se
movendo com uma velocidade v.

Movimento linear : ﬁ — mv

Momento Angular: E — Fx I—j

L =rmv

Por analogia a quantidade de movimento
linear:

L=rm(ewr)=mr‘o=Ilw

|

Sl




Momento Angular:

|
1
=l
X
o

Se mudarmos a origem do sistema de
coordenadas, em relacao ao plano da
orbita, obtemos um novo valor de L que
nao é paralelo a w.

A ultima definicao nao é universal!!




Com duas massas simétricas em relacao ao eixo z, L seria paralelo a w.

CONCLUSAO: A ultima definicdo é véalida apenas quando temos simetria em relacdo
ao eixo de rotacao!
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Dinamica e Rotagao

Cinemética de uma particula

Posicdo X Angulo v
Velocidade V. Velocidade angular @
Aceleragao a. Aceleracao angular ﬂ.:
Massa ',ﬁ. Momento de inércia 7 ‘

- | i Energia cinética 1
Energia cinetica ;- Il

2 2

Forca k. Torque .
2a. Lei Z F._ =ma, 2a. Lei z r. =la.
Trabalho dW =F dx Trabalho dW =1.d6
Poténcia P=Fy, Poténcia P=t1.0.
Momento linear p=mv Momento angular J = f;'ﬁ '
2a. Lei F _ @ 2a. Lei a’E

F =
df At




DEMONSTRACAO - CADEIRA GIRATORIA
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Demonstragcao — cadeira giratoria
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Conservagao da Quantidade de Movimento Angular

d Torque externo resultante sobre um sistema € nulo!

T —dL:O :> I:sis:Cte

ext dt

O peso nao gera torque em relacao ao eixo que passa pelo centro de massa.




Cadeira Giratoria

Momento angular para cada massa

Se considerado como massas pontuais:

R,
0 —
Wy =
2 0 F
Nesse sistema ndo hatorque devido a forgas externas, somente internas. RF 1
Logo ha conservacdo do momento angular. Supondo: RF - — RO

Aw, = o



Variagcao da Energia Cinetica Rotacional

1
AEczilFa)ﬁ——loa)o

2
AEczél{l—oa)oj —Elowg

IF

Se considerarmos massas pontuais: | = 2mR?

1
S do: —
upondo RF — RO

2
AE, = maw?(4R? - R?)
AE, =3maw.R?




DEMONSTRACAO - LEVANTANDO 1KG

24



F1=0. 015m Desafio: vocé consegue erguer um objeto

F1
L —rxF d de massa 1Kg?
\_/

|IR|=1.0m

|70 =l 75 |

rF sin(90) = RPsin(90)

e

2
Rmg _ Im10m/s™1Kg _ o~ mfg
r 0,015m »




DEMONSTRACAO - GIROSCOPIO
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Roda girando:

Z -
y 7
3
! ‘ L
Momento
angular inicial
o da roda

Segunda lei de Newton para a rotacao:

_ dL
T - —
ext
dt
L — Icma) z-eXt — r.Cm

Vista de cima

—

x M@

Precessao do
momento angular

Em um intervalo df, o

momento angular e o eixo de
rotacao da roda precessionam
por um angulo dg

y

L+dL i

L




Giroscopio

“"Roda de bicicleta”: consiste em um corpo em rotacao, com o seu eixo livre para
alterar a sua direcao.

Roda parada:

Vista de cima

<
dL (Z;=0)
it T=FXW g
. = |L,
Pivoy | af
Pivot x dL x
0 Axis ‘g &
'l . Flywheel
’
g 3
W 1 Pathof free end - _dL

ext d t




ext
dt
Toxe = I X Mg = DMg
- 3 Movimento de precesséao
L=1_,o

A velocidade de precesséao da roda em torno do eixo vertical € dada por:

_dg_ 141

a
Pdt L\dY
1 MgD
a)p — T Text =
L | @

\ 4

4 w )
N
dL = Ld¢
dL _ d¢

\E_ dtj




Giroscopio

AL
AL

AL

Qual sera o sentido da rotacao de precesséao se a roda
girar no sentido contrario?




Calculando a freqiiéncia de precessao

ao=At
£ﬂ9/7 AL em At L,
L. AL =L A6
AL_, A9
At At
U= I—sa)prec
T rMg




DEMONSTRACAO - PIAO INVERTIDO
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: Rotational axis
Axis of symmetry ™,

Center-of-mass
Center

Point of contact

Since the geometrical center of the sphere does not coincide
with the center-of-mass, the point of contact with the surface will
not coincide with the rotational axis.

Point of contact
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: Rotational axis

Since the point of contact does not coincide with the rotational
axis, the Tippe Top will slide over the surface in a circle around

the rotational axis. The sliding friction supplies the torque

needed for the inversion of the top.
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Before

After

The Tippe Top is a spinning top, which will automatically lift its
center of mass while it starts to turn in the opposite direction.

Rotational axes of a Tippe Top. When the top is almost (not
completely) horisontal, the rotation around the stem will stop and
start to rotate the other way.
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Helene Sperl

i "
| | \' (t )
.

Before After

The Tippe Top is a spinning top, which will automatically lift its
center of mass while it starts to turn in the opposite direction.

Reversing Tops - page 3 (kreiselparadies.de)
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Rotational axes of a Tippe Top. When the top is almost (not
completely) horisontal, the rotation around the stem will stop and
start to rotate the other way.
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https://www.kreiselparadies.de/Reversing-Tops:::120:3.html?language=en
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