
Distribuição de Funções de Vetores Aleatórias

Vicente G. Cancho
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Distribuição do ḿınimo e máximo

Teorema

Se X1, . . . ,Xn são variáveis aleatórias independentes e indenticamente
distŕıbuidos (i.i.d) com função de distribuição acumulada comum FX (·) e
sejam as v.a´s Y1 = min(X1, . . . ,Xn) e Yn = max(X1, . . . ,Xn) então

FY1(y) = 1− [1− FX (y)]
n, y ∈ R,

e
FYn(y) = [FX (y)]

n, y ∈ R.

e

2



Exemplo (1)

Seja X1, . . . ,Xm variáveis aleatórias i.i.d com f.d.p.

fX (x) = e−(x−θ)I(θ,∞)(x),

θ ∈ Θ = R. Determine a f.d.p de W = 2n(Y1 − θ)

Pode-se mostrar que a FDA de X é

FX (x) =

{
1− e−(x−θ) x ≥ θ

0, c .c .

Do Teorema tem-se

FW (w) = P[W ≤ w ] = P[2n(Y1 − θ) ≤ w ] = P[Y1 ≤
w

2n
+ θ]

= FY1(
w

2n
+ θ) = 1−

[
1− FX (

w

2n
+ θ)

]n
= (1− e−w/2)I(0,∞)(w)

A f.d.p.

fW (w) =
1

2
e−

w
2 I(0,∞)(w) =

1

22/2Γ(2/2)
w

2
2−1e−

w
2 I(0,∞)(w) =⇒ W ∼ χ2

(2)
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Soma e diferença de duas variáveis aleatórias

Teorema

Seja (X ,Y ) um vetor aleatório absolutamente continuo com f.d.p
conjunta fX ,Y (x , y) e sejam as v.a´s Z = X + Y e V = X − Y então

FZ (z) =

∫ ∞

−∞
f (x , z − x)dx =

∫ ∞

−∞
f (z − y , y)dy

e

FV (v) =

∫ ∞

−∞
f (x , x − v)dx =

∫ ∞

−∞
f (v + y , y)dy
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Soma e diferença de duas variáveis aleatórias

Corolário

Se X e Y são variáveis aleatórias absolutamente cont́ınuas então

fZ (z) =

∫ ∞

−∞
fX (x)fY (z − x)dx =

∫ ∞

−∞
fX (z − y)fY (y)dy

e

fV (v) =

∫ ∞

−∞
fX (x)fY (x − v)dx =

∫ ∞

−∞
fY (v + y)fY (y)dy

Exemplo

Seja X e Y variáveis aleatórias i.i.d com f.d.p fX (x) = fY (y)I(0,1)(x)
Determine a f.d.p. Z = X + Y .

5



Note que o suporte de Z é RZ = {z ∈ R; 0 < z < 2}. Do corolário tem-se

fZ (z) =

∫ ∞

−∞
fX (x)fY (z − x)dx =

∫ ∞

−∞
I(0,1)(z − x)I(0,1)(x)dx

=

∫ ∞

−∞

[
I(0,z)(x)I(0,1)(z) + I(z−1,1)(x)I(1,2)(z)

]
dx

= I(0,1)(z)

∫ z

0
dx + I(1,2)(z)

∫ z−1

1
dx

= zI(0,1)(z) + (z − 2)I(1,2)(z)

Assim

fZ (z) =


z , 0 < x < 1

z − 2, 1 ≤ z < 2

0, c .c .
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Soma e diferença de duas variáveis aleatórias

Teorema

Se X e Y são variáveis aleatórias discretas independentes então

fZ (z) =
∑
x

fX (x)fY (z − x) =
∑
y

fX (z − y)fY (y)

Exemplo

Sejam X e Y variáveis aleatórias independentes com distribuição de Poisson
de parâmetros µ1 e µ2 respectivamente. Se Z = X +Y , obtenha fX |z(x) =
P(X = x |Z = z).
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A distribuição da soma Z = X + Y , com X ∼ Poisson(µ1) e

Y ∼ Poisson(µ2), então fX (x) =
e−µ1µx

1

x!
IA(x) e fY (y) =

eµ2µy
2

y !
IZ (y);

para A = {0, 1, . . . }

fZ (z) =
z∑
i

fX (z − i)fY (i) =
z∑

i=0

e−µ2µz−i
2

(z − i)!

e−µ1µi
1

i !

=
eµ1+µ2

z!

z∑
i=0

z!

(z − i)!i !
µi
1µ

z−i
2

=
eµ1+µ2

z!

z∑
i=0

(
z

i

)
µi
1µ

z−i
2

=
eµ1+µ2

z!
(µ1 + µ2)

z ,

Portanto, Z = X + Y ∼ Poisson(µ1 + µ2).
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Agora vamos determinar a f.p de X dados X+Y=z

fX |Z (x) =
P(X = x ,Z = z)

P(Z = z)
=

P(X = x ,Y = z − x)

P(Z = z)

=
P(X = x)P(Y = z − x)

P(Z = z)
, (X ⊥ Y )

=

e−µ1µx
1

x!

e−µ2µz−x
2

(z − x)!

e−(µ1+µ2)(µ1 + µ2)
z

z!

=
z!

x!(z − x)!

µx
1µ

z−x
2

(µ1 + µ2)z

=

(
z

x

)(
µ1

µ1 + µ2

)x ( µ2

µ1 + µ2

)z−x

Portanto, X |Z ∼ Bin

(
z ,

µ1

µ1 + µ2

)
.
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Distribuição do produto e quociente

Teorema

Seja (X ,Y ) um vetor aleatório bi-dimensional com f.d.p fX ,Y (x , y) e
sejam as v.a´s Z = XY e U = X/Y então

fZ (z) =

∫ ∞

−∞

1

|x |
fX ,Y (x ,

z

x
)dx =

∫ ∞

−∞

1

|y |
fX ,Y (

z

y
, y)dy .

e

fU(u) =

∫ ∞

−∞
|y |fX ,Y (uy , y)

Demonstração (Exerćıcio)

Exemplo

Seja X e Y variáveis aleatórias i.i.d com f.d.p fX (x) = fY (y)I(0,1)(x)
Determine a f.d.p. Z = XY e U = X/Y .
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Do Teorema tem-se

fZ (z) =

∫ ∞

−∞

1

|x |
fX ,Y (x ,

z

x
)dx

=

∫ ∞

−∞

1

|x |
I(0,1)(x)I(0,1)(

z

x
)dx

= I(0,1)(z)

∫ 1

0

1

x
I(z,1)(x)dx

= I(0,1)(z)

∫ 1

z

1

x
dx

= − log(x)I(0,1)(z)
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Distribuição da soma de variáveis aleatórios

Teorema

Se X1, . . . ,Xn são variáveis aleatórias independentes e a função geradora
de momentos (f.g.m) de cada um existe para todos −h < t < h, para
algum h > 0, e seja

Y = X1 + · · ·+ Xn =
n∑

i=1

Xi ,

então

mY (t) =
n∏

i−1

mXi
(t)
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Exemplo

Se X1, . . . ,Xn são v.a´s i.i.d com distribuição de Bernoulli com parâmetro
θ ∈ (0, 1). Determine a f.´p de Y =

∑n
i=1 Xi

Se Xi
i .i .d∼ Bernoulli(θ), então mXi

= (1− θ + θet).
Do Teorema anterior a f.g.m de Y =

∑n
i=1 Xi

mY (t) =
n∏

i−1

mXi
(t) =

n∏
i−1

(1− θ + θet)

= (1− θ + θet)n

a qual é a f.g.m da uma v.a. com distribuição binomial com parâmetro n e
θ.
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Exemplo

Se X1, . . . ,Xn são v.a´s independentes com distribuição de Poisson com
parâmetro µi > 0. Determine a f.´p de Y =

∑n
i=1 Xi

Se Xi
i .i .d∼ Poisson(µi ), então mXi

= eµi (e
t−1).

A f.g.m de Y =
∑n

i=1 Xi

mY (t) =
n∏

i−1

mXi
(t) =

n∏
i−1

eµi (e
t−1)

= e

n∑
i=1

µi (e
t−1)

é a de uma v.a. com distribuição Poisson com parâmetro
n∑

i=1
µi . Ou seja,

Y ∼ Poisson(
n∑

i=1
µi ).
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Exemplo

Se X1, . . . ,Xn são v.a´s independentes com distribuição de qui-quadrado
com com ki graus de liberdade. Determine a f.´p de Y =

∑n
i=1 Xi

A f.g.m de Xi ∼ χ2
(ki )

é mXi
(t) = (1− 2t)−

k
2 .

mY (t) =
n∏

i−1

mXi
(t) =

n∏
i−1

(1− 2t)−
ki
2

= (1− 2t)−

n∑
i=1

ki

2

que é a f.g.m da distribuição qui-quadrado de
n∑

i=1
ki . Ou seja, Y ∼ χ2

(
n∑

i=1
ki )
.
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Exemplo

Se X1, . . . ,Xn são v.a´s independentes com distribuição de normal com
média µi e variância σ2

i . Determine a f.´p de Y =
∑n

i=1 Xi

A f.g.m de Xi ∼ N(µi , σ
2
i ) é mXi

(t) = eµi t+σ2
i t

2/2.

mY (t) =
n∏

i−1

mXi
(t) =

n∏
i−1

eµi t+σ2
i t

2/2

= e

n∑
i=1

µi t+
n∑

i=1
σ2
i t

2/2

que é a f.g.m da distribuição Normal . Ou seja, Y ∼ N(
n∑

i=1
µi ,

n∑
i=1

σ2
i ).
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Teorema

Se X1, . . . ,Xn são v.a´s i.i.d com distribuição normal com média média µ
e variância σ2. Seja Sn = X1 + · · ·+ Xn e X̄n = Sn

n , então

Sn ∼ N(nµ, nσ2), e X̄n ∼ N(µ, σ2/n).
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Teorema Central do Limite

Se para cada inteiro positivo n, X1, . . . ,Xn são v.a´s i.i.d com distribuição
normal com média média µ e variância σ2 < ∞, então para cada z ,

FZn(z) converge para Φ(z) conforme n se aproxima de ∞,

onde

Zn =
Sn − nµ√

nσ2
=

X̄n − µ

σ/
√
n

Nota

Sn ≈ N(nµ, nσ2)

X̄n ≈ N(µ, σ2/n)
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Distribuição de X̄n

Exemplo

Seja X1, . . . ,Xn n v.a.´s i.i.d com distribuição U(0, θ). Determine
P(X n > θ).

Solução: Se X ∼ U(0, θ), então E [X ] = θ/2 e Var(X ) = θ2/12. Pelo

T.C.L. tem-se X n ≈ N
(
θ
2 ,

θ2

12n

)
.

P(X n > θ) = P

(√
12n

(X n − θ/2)

θ
>

√
12n

(θ − θ/2)

θ

)
= 1− P

(
Z ≤

√
12n

2

)
= 1− Φ

(√
3n
)
.
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Teorema (Método Delta)

Suponha que
√
n(Yn−µ)

⌈→ N(0, σ2) e seja g(·) uma função diferenciável
tal que g ′(µ) ̸= 0, então

√
n(g(Yn)− g(µ))

⌈→ N(0, [g ′(µ)]2σ2),

ou seja, Se Yn ≈ N(µ, σ2/n), então g(Yn) ≈ N(g(µ), [g ′(µ)]2σ2/n).

Exemplo

Seja X1, . . . ,Xn n v.a.´s i.i.d com distribuição Exponencial com média
θ. Determine a distribuição assintótica de g(X n) = e−X n .
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Solução: Como Xi
i .i .d .∼ Exp(1/θ), então E [X ] = θ, Var(X ) = θ2. Pelo

TCL, tem-se X n =
∑n

i=1 Xi/n tem distribuição assintoticamente Normal
com média θ e variância θ2/n, ou seja,

√
n(X − θ) ≈ N(0, θ2),

g(x) = e−x , g ′(x) = −e−x e g ′(θ) = −e−θ ̸= 0.

Pelo método Delta,
√
n(e−X n − e−θ) ≈ N(0, θe−2θ).
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Exemplo (3.1 Distribuição Gamma)

Seja X1, . . . ,Xn v.a´s i.i.d com X ∼ Gamma(α, λ). Determine a distribuição

de, X̄ = 1
n

n∑
i=1

Xi .

Solução: E (X ) = µ = α/λ e Var(X ) = σ2 = α/λ2

Xi
i .i .d .∼ Gamma(α, λ), o qual implica que a f.g.m. é dada por

mXi
(t) =

(
λ

λ− t

)α

, t < λ.
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A f.g.m de X̄

mX̄ (t) = E (eX̄ t) = E
(
e

X1t
n

+···+Xnt
n

)
= E

(
e

X1t
n × · · · × e

Xnt
n

)
= E (e

X1t
n )× · · · × E (e

Xnt
n ) = mX1(

t

n
) . . .mXn(

t

n
)

=

(
λ

λ− t
n

)nα

=

(
nλ

nλ− t

)nα

.

Dai temos que
X̄ ∼ Gama(nα, nλ)

Note que

E (X̄ ) =
nα

nλ
=

α

λ
= µ, Var(X̄ ) =

nα

(nλ)2
=

α

nλ2
=

σ2

n
.

Pelo TCL X̄n ≈ N(α/λ.α/nλ2)

23



Exemplo (Modelo Exponencial)

Se X1, . . . ,Xn são v.a´s i.i.d com distribuição exponencial exponencial
com média 1.

Vimos que
∑n

i=1 Xi ∼ Gama(n, 1).

Da propriedade da distribuição Gama tem-se X̄n ∼ Gama(n, n).

Pelo TCL X̄n segue uma distribuição aproximadamente normal com
média 1 e variância 1/n, para n suficientemente grande.
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Distribuição de X̄n
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Distribuição de X̄n

Exemplo (3.3. Modelo Bernoulli)

Se X1, . . . ,Xn v.a´s i.i.d com distribuição Bernoulli com média 0,2.

A distribuição X̄n tem a função de massa de probabilidade é dado
por

P

[
X̄ =

k

n

]
=

(
n

k

)
(0, 2)k(0, 8)n−k , k = 0, 1, . . . , n.

Pelo TCL X̄n segue uma distribuição aproximadamente normal com
média 0,2 e variância 0, 16/n, para n suficientemente grande.
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Distribuição de X̄n
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Distribuição de X̄n

Consideremos um v.a com a seguinte distribuição de probabilidade

x 1 3 5 7
fX (x) = P(X = x) 1/5 1/5 2/5 1/5

A média e variância de X são respectivamente

µ = 4, 2 e σ2 = 4, 16

Seja X1, . . . ,Xn v.a´s com n = 10, 20, 40 e 100 a distribuição de X̄n tem a
seguintes formas
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Distribuição de X̄n
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Distribuição t-Student e F-Snedecor

Teorema

Sejam X1 e X2 duas V.A.s cont́ınuas com f.d.p. conjunta fX1,X2(x1, x2)
com suporte Rx1,x2 = {(x1, x2), fX1,X2(x1, x2) > 0}. Assuma que,

1) Y1 = g1(X1,X2) e Y2 = g2(X1,X2), define uma transformação 1 a 1
de RX1,X2 em RY1,Y2 .

2) As derivadas parciais de x1 = g−1
1 (y1, y2) e x2 = g−1

2 (y1, y2) são
cont́ınuas em RY1,Y2 .

3) O Jacobiana da transformação é diferente de zero para
(Y1,Y2) ∈ RY1,Y2 .
Então, a f.d.p. conjunta de Y1 = g1(X1,X2) e Y2 = g2(X1,X2) é
dada por

fY1,Y2(y1, y2) = |J|fX1,X2(g
−1
1 (y1, y2), g

−1
2 (y1, y2)) ∈ RY1×Y2 .
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Exemplo

Se X1 e X2 são v.a´s independentes, tais que Xi ∼ N(0, 1). Determinar:
a) A f.d.p. conjunta de Y1 = X1 +X2 e Y2 = X1 −X2. b) Determinar as
f.d.p. marginais.

Solução: A f.d.p. conjunta de X1 e X2 é:

fX1,X2(x1, x2) = f1(x1)f2(x2) =
1

2π
exp

(
−1

2
(x21 + x22 )

)
, (x1, x2) ∈ R2.

y1 = x1 + x2 = g1(x1, x2) e y2 = x1 − x2 = g2(x1, x2)

⇒ x1 =
1

2
(y1 + y2) = g−1

1 (y1, y2) e x2 =
1

2
(y1 − y2) = g−1

2 (y1, y2)
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A matriz Hessiana:

|J | = det

 ∂

∂x1
g−1
1 (y1, y2)

∂

∂x2
g−1
1 (y1, y2)

∂

∂x1
g−1
2 (y1, y2)

∂

∂x2
g−1
2 (y1, y2)


=

[
1/2 1/2
1/2 −1/2

]
= | − 1/2| = 1/2.

Pelo resultado anterior, temos:

fY1,Y2(y1, y2) =
1

2π

1

2
e−

1
2

1
4 [(y1+y2)

2+(y1−y2)
2] =

1√
2π

√
2
e−

1
2·2 y

2
1︸ ︷︷ ︸

N(0,2)

1√
2π

√
2
e−

1
2·2 y

2
2︸ ︷︷ ︸

N(0,2)

⇒ fY1,Y2(y1, y2) = f1(y1)f2(y2),∀(y1, y2).
Note que:

1) Y1 = X1 + X2 ∼ N(0, 2);

2) Y2 = X1 − X2 ∼ N(0, 2); e

3) Y1 ⊥ Y2 (Y1 e Y2 são independentes).
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Teorema (Distribuição t-Student)

Seja as variáveis Z ∼ N(0, 1) e W ∼ χ2
(k) independentes. A v.a. definida por

T =
Z√
W /k

,

tem distribuição t-Student com k graus de liberdade com f.d.p. dada por:

f (t) =
Γ((k + 1)/2)√

kπΓ(k/2)

(
1 +

t2

k

)−(k+1)/2

, t ∈ R.

Demonstração: Seja T =
Z√
W /k

= g1(Z ,W ) e U = W = g2(Z ,W )

⇒ W = U e Z = T
√
U/k .

J =

 1 0
t

2
√
uk

√
u

k

⇒ |J | =
√

u

k
.
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Distribuição t-Student

Z ∼ N(0, 1) ⇒ fZ (z) =
1√
2π

e−z2/2, z ∈ R.

W ∼ χ2
(k) ⇒ fW (w) =

1

Γ(k/2)2k/2
wk/2−1e−w/2,w ∈ R.

⇒ fW ,Z (w , z) = fZ (z)fW (w) =
1√
2π

e−z2/2 1

Γ(k/2)2k/2
wk/2−1e−w/2.

Pelo resultado, temos que: fU,T (u, t) = |J |fW ,Z (u, t
√

u/k). Logo,

fU,T (u, t) =
u1/2

k1/2

1√
2π

uk/2−1e−t2u/2k

Γ(k/2)2k/2
=

uk/2+1/2−1e−u(1/2+t2/2k)

Γ(k/2)k1/221/2π1/22k/2

⇒ fU,T (u, t) =
u(k+1)/2−1e−u(1/2+t2/2k)

√
kπΓ(k/2)2(k+1)/2

, u > 0, t ∈ R.
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Distribuição t-Student

Dáı, as f.d.p. de T é

fT (t) =

∫ ∞

0
fU,T (u, t)du =

1
√
πk2k/2

∫ ∞

0
u(k+1)/2−1e−u(1/2+t2/2k)du.

⇒ fT (t) =
Γ((k + 1)/2)√

πkΓ(k/2)
(1 + t2/k)−(k+1)/2.
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Distribuição t-Student

Propriedades

Se X ∼ t(k), tem-se

i) E [X ] = 0 e Var(X ) =
k

k − 2
, k > 2.

ii) Quando k = 1, tem-se a distribuição de Cauchy.

iii) A distribuição é simétrica ao redor de 0.

iii) A v.a. Y = µ+ σX , tem f.d.p. dada por:

fY (y) =
1

σ

Γ((k + 1)/2)

2k/2Γ(k/2)

(
1 +

(y − µ)2

kσ2

)−(k+1)/2

, y ∈ R

Notação: Y ∼ t(k)(µ, σ
2)
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Distribuição t-Student

Demonstração: i) X =
Z√
U/k

⇒ E [X ] = E [Z (U/k)−1/2] ⇒ E [X ] = E [Z ]E [(U/k)−1/2] = 0,

pois E [Z ] = 0. Também, Var(X ) = E [X 2]− (E [X ])2 = E [X 2], pois
E [X ] = 0. Note que:

X 2 =
kZ 2

U
⇒ E [X 2] = E [kZ 2]E [U−1](Z ⊥ U)

⇒ E [X 2] = kE [Z 2]E [U−1], (1)

onde E [Z 2] = Var(Z ) = 1 e U ∼ χ2
(k), então a f.d.p.

f (u) =
1

2k/2Γ(k/2)
uk/2−1e−u/2, u > 0.
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Distribuição t-Student

E [U−1] =

∫ ∞

0
u−1f (u)du =

1

2k/2Γ(k/2)

∫ ∞

0
uk/2−1−1e−u/2du, u > 0.

E [U−1] =
Γ(k/2− 1)

2k/2Γ(k/2)
2k/2−1 =

2−1

k/2− 1
=

1

k − 2
.

Portanto, Var(X ) =
k

k − 2
, ∀k > 2.

No R a f.d.p, f.d.a e função quantil e função geradora da v.a X ∼ t(k)

dt(x, df, ncp, log = FALSE)

pt(q, df, ncp, lower.tail = TRUE, log.p = FALSE)

qt(p, df, ncp, lower.tail = TRUE, log.p = FALSE)

rt(n, df, ncp)
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A distribuição F-Snedecor

Teorema

Suponha que U1 ∼ χ2
(k1)

e U2 ∼ χ2
(k2)

, onde U1 e U2 são independentes,

então a V.A. X =
U1/k1
U2/k2

tem distribuição F-Snedecor com k1 e k2 graus

de liberdade e sua f.d.p. é dada por:

f (x) =
1

Beta(k1/2, k2/2)

k1
k1

(k1x/k2)
k1/2−1

(1 + k1x/k2)k1/2+k2/2
, x ∈ (0,∞).

Notação: X ∼ F (k1, k2).

Demonstração:(Exerćıcio)
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