IBSYE

Questao com 3 Elementos
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Enunciado TF

Considere a chapa sujeita aos carregamentos e restricoes ilustrados abaixo, aléem de
seu peso proprio (y = 30 kN/m?) no sentido —e,,.
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Enunciado

Considere tambéem a seqguinte discretizacao em 3 elementos finitos
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Enunciado

Pede-se:
Deslocamentos nodais;

Deslocamentos horizontal (u) e vertical (v) no ponto P indicado no elemento (1);

Deformacoes ¢,,, €,y, ¥y N0 ponto P;

Tensdes agyy, 0y, 0y, NO ponto P;

Tensoes principais no ponto P, no plano médio da chapa, bem como a
caracterizacdo da direcdo associada a maxima tensao de tracao (apenas!).
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Considere também o elemento em seu sistema local e suas funcdes de forma




Dados

Adotando a =2 e b =1 obtem-se a matriz de rigidez do elemento por unidade de
espessura da chapa:

Uuq

) v u vy u v u Vy
8.791 x 106  3.571 x 106 —1.099 x 106 —2.747 x 105 —4.396 x 106 —3.571 X 106 —3.296 x 106 2.747 x 105 1%
3.571 x 106 1.593 x 107 2.747 x 105 6.043 x 106 —3.571 x 106 —7.967 x 106 —2.747 x 105 —1.401 x 107 |1
~1.099 x 106 2.747 x 105 8.791 x 106 —3.571 x 106 —3.296 X 106 —2.747 x 105 —4.396 x 106 3.571 x 106 |Uz
k] = [ 72747 X 105 6.043 x10° —3571x 106 1593 x 107 2747 x 105 ~1401x 107 3.571x10° —7.967 x 106 |V2
—4.396 x 106 —3.571 X 106 —3.296 x 106 2.747 x 105 8.791 x 106 3.571 x 106 —1.099 x 106 —2.747 x 105|U3
—3.571 x 106 —7.967 X 106 —2.747 x 105 —1.401 x 107 3.571 x 106 1.593 x 107 2.747 x 105  6.043 x 106 |V3
~3.296 x 106 —2.747 x 105 —4.396 x 106 3.571 x 106 —1.099 x 106 2.747 x 105 8.791 x 106 —3.571 x 106 |Ua
| 2747 x 105 —1.401 x 107 3.571 x 106 —7.967 x 106 —2.747 x 105 6.043 x 106 —3.571 x 106 1.593 x 107 14
E as seguintes informacoes adicionais:
1 v 0 |
ou ov ou o0v E v 1 0 E=2x10"kN/m?
Exx = F_» Eyy = 5 Yoy = 5t 52 IC] = 2 1—v _
0x dy oy 0x I=v2ly o v=20.3
2




ltem a) Deslocamentos nodais

Os deslocamentos sdao a solucao do sistema linear

Z - 2
1
KliU} = {R
[K[{U} = {R} @
“A8 A10 124
Apenas dois graus de Liberdade estao livres . 2 L
kel = e ’
K109 Kio,10l (U1g R1o 214/13 °4 .

.

Cada termo da matriz de rigidez recebe contribuicbes dos 3 elementos:

Koo = k35 + k) + k3) = (8.791 + 8.791 + 8.791) x 10° = 2.637 x 107

Ko10 = Kioo = kjg + kig+ ki, =
Kio10 = k§g + kée + k3, = (1.593 + 1.593 + 1.593) x 107

= 4.780 x 107

(—3.571 + 3.571 + 3.571) x 10% = 3.571 x 10°
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ltem a) Deslocamentos nodais

Precisamos também do vetor de carregamentos

Ry tem contribuicdes do carregamento horizontal

—30[kN/m?] x 1|m
Ro=RM+RP +R® =040+ [k /m] x 1{m]

2
= —15[kN/m]

R, tem contribuicoes do peso proprio e
carregamento vertical

Ry = RS + R + R$Y
—yX1X2 —yX1X2 —-50x2 —y X1X2
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ltem a) Deslocamentos nodais

Portanto podemos montar o sistema linear

[K9,9 K9,10]{U9}_{R9}

K10,9 K10,10 U10 RlO

[26 373627 3571429 {Ug} _ {—15}
3571429 47802198/ U;p) — l—95

e resolve-lo para obter os deslocamentos

Uy = —3,02691 x 107 [m]
U10 — _1,96474‘ X 10_6[m]



ltem b) Deslocamentos no ponto P

O ponto P esta dentro do elemento (1).

A solucao dentro do elemento € obtida pela combinacao linear as funcdes de forma
ponderada pelos deslocamentos nos nos.

Como ha apenas dois Graus de Liberdade nao-nulos, temos

uP — Ug X h4(xp,yp) AY
V2 AV

Vo = Uyjn X hyl xp, 1

P = U1o X ha(xp, 3,) > - hi(ey) =31+ 2)1+F)
b
2 hao(x,y) = $(1— 2)(1+ 22)

1 2X0,5 2X—0,25 9 A X “

hy(05,-025) =+ (1+228) (1 -228) = 2 Tl e mew—ia-zma-

e > ha(ry) =10+ 30 -3

up = —1,70264 x 1077 '
vp = —1,10517 X 107°
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ltem ¢) Deformacodes no ponto P

As deformacodes sdo obtidas derivando o campo de deslocamentos

2 ah
Exx = == U9 . (xPJYp) Ohy 1 Ohy 3
gx aax — () = (1 +2y) > ——=(xp,yp) =7
v _ . Oha oh 1 oh 3
Eyy dy U10 (xP; yp) 6_)/4 X,y) = —5(1 +x) - a—;(xp,yp) ==

_ou , dv _ Ohy
Yxy = 5, to-=Us7— (xP» p) + U10 ™ (xP»Yp)

Portanto

Uy = —1,13509 x 1077

olw

£yy = —>Uso = 1,47356 X 107

3 3 _
Vxy = _ZUg +§U10 = —5,0976 x 10~



ltem d) Tensoes no ponto P

As tensdes sao obtidas a partir da lei constitutiva

Oxx E 11/ 11/ 8 Exx
{o} =1[Cle} - {ny} =13 1—+v {gyy}
Oxy 0 0 ny
2 ]
Inserindo os valores do item anterior e enunciado, temos
"1 0,3 0
0} ’ _ -7
Xx 2%107" |03 1 0 1,13509 x 10 7,22105 ) 1y
Oyy ¢ = T 032 1—-03|) 147356 % 107 » ={31,63744 [—2]
Ty 1o 0 > ~[ | =5,0976 x 1077 —3,92123) '™




Iltem e) Tensdes principais em P e direcao de o4

Com as componentes encontradas no item anterior, podemos montar o tensor das
tensoes

Oxx Oxy 0
Oxy Oyy 0
0 0 0

IT] =

As tensoes principais sao as solucoes do auto-problema

det([T] —A[I]) =0

A[(Oxx — A) (ny ) O-xy

Podemos ver que A, = 0 € uma solucao, e as outras duas sdao obtidas resolvendo uma
equacao quadratica.



ltem e) Tensdes principais em P e direcao de o4

Rearranjando oS termos encontramos

A5 — (axx + ayy)/l + (axxayy — afy) =0

Aplicando Bhaskara obtemos as outras duas solucoes

N (Uxx -; ny) + %\/(Uxx T Uyy)z - 4(0xx0yy - Uvgy)
(o toyy) 1 kN
, = ( 5 )+ E\/Z =32,25172—
_ \Oxx T Oyy, _1 B k_N
Az = z > VA =6,60676—

Reordenando para a convencao de tensdes principais temos:

o, = 32,25172 kN/m?, o0, = 6,60676 kN/m?, &5 = 0 kN/m?



Iltem e) Tensdes principais em P e direcao de o4

Para a direcao associada com o; precisamos retornar a definicao de tensao principal
[TI{n,} = o1{n4}
Este sistema € indeterminado, portanto precisamos de mais uma equacao
I{n3I* =1
Deste forma temos

OxxMix t OxyNiy = O1MNqyx

ni, +ng, =1




ltem e) Tensdes principais em P e direcao de o4

Escrevendo uma componente em funcdo da outra na primeira equacdo temos

Nyx(Oxx — 01) + OxyNiy = 0
Oxx — 01

Nqx Nqy

Substituindo na terceira

2
1 =1
((Uxx - 01) * >n1y

1
Ny, = = 0,98795
( Txy )2 +1
Oxx — 01
0)
Ny = ———=—n,, = —0,15477




Iltem e) Tensdes principais em P e direcao de o4

Portanto encontramos a direcao associada com o,

n }={ 0,98795 }
1 —0,15477
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