Considere a estrutura cuja secdo transversal esta descrita na Figura 1.
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A estrutura tem uma regido vazada representada em sua sec¢do transversal pelo
retangulo EFGH. A estrutura é longa na direcao ortogonal a sua secdo transversal sendo
gue nas secOes de extremidade os deslocamentos na direcdo ortogonal a se¢do sdo
impedidos. A regido vazada é preenchida por um fluido que exerce uma pressao
constante p = 10000 kN/m? nas superficies definidas por EF , EG, GH e FH .
Considere E = 2,1-107 kN/m?ev =0,3.

Na Figura 2 mostra-se um modelo de elementos finitos, que tira partido da simetria,
correspondente a regido hachurada indicada também na Figura 2.
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Figura 2

Pedem-se:

i. Qual o modelo matematico da elasticidade plana que deve ser utilizado para
modelagem deste problema?

ii. Indigue quais as vinculagdes que devem ser introduzidas nos nds para que o modelo
de elementos finitos represente a situacdo descrita;



iii. Calcule os coeficientes K4, K55, K1, da matriz de rigidez do modelo, considerando a
expressao exata da matriz de rigidez do elemento retangular (veja Moodle);

iv. Calcule o carregamento externo correspondente aos graus de liberdade U; e U,, isto
é Rl e Rz,

v. Considerando os deslocamentos U; = =2 -10"*me U, = 1,3 - 10~* m, calcular as
componentes de deformacdo €,y, &, € Yx, para o ponto de coordenadas X = 5,0me
Y =75m.



Resolugdo

i. Deve-se usar o Estado Plano de Deformacdo, pois “a estrutura é longa na direcao
ortogonal a sua secdo transversal sendo que nas secOes de extremidade os
deslocamentos na direcdo ortogonal a secdo sdo impedidos. A regido vazada é
preenchida por um fluido que exerce uma pressao constante”.

ii. Devem estar fixos os nds do contorno (3, 4, 5, 6 e 7) devido ao engastamento. O no
2 deve ter o deslocamento horizontal restringido e o nd 8, o vertical, por razdo da
simetria. Estdo livres, portanto, os graus de liberdade U,, U,, U, e U;s.

O desenho abaixo ilustra a vinculagao. Bolinhas rosas cheias indicam a fixagao dos dois
graus de liberdade do nd e os apoios simples indicam restricdo do grau de liberdade
ortogonal.
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iii. A tabela abaixo, chamada de tabela de conectividade, relaciona os graus de liberdade
globais U; e U, com seus correspondentes locais em cada elemento.

GL global @ ‘ GL%caI ‘ @
U, Us Uy Uy
Uz Ug Ug Uy

Tendo em vista tal correspondéncia, calculamos:



Como se trata de estado plano de deformacdo, calculamos as constantes materiais
equivalentes

o B A0 107 kN /m?
T1-42 1-032 ° m
LV 0,3 — 043
Ve T 1-03
O termo
E* 2.31- 107

C =2,36-10° kN/m?

T12[1— (v)2]  12(1 - 0,432)

€ uma constante recorrente na matriz de rigidez, entdo ja o deixamos calculado de
antemao.

Vamos agora calcular cada um dos termos necessarios. A partir da matriz de rigidez do
elemento de 4 nds, disponivel no Moodle.

Elemento (1):

[ a b 1 4
kL = ¢ |20 —v*)5+4-a] = 2,36 10° [2(1_0’43)Z+4'I]
© =384-107 kN/m?
O_ | b a . 4 1
ked = C|2(1 —v*)a+4-5] =2,36-10 [2(1_0’43)I+4'Z]
 =1,31-107 kN/m?
3 5
kY =¢ S+ v*)] =2,36-10° [5(1 + 0,43)] =5,06-10° kN/m?

Elemento (2):

a=6m
b=4m

[ a b 6 4
K2 =cl2a1 —v*)3+4-a] — 2,36 - 106 [2(1 —043) 7 +4- ]
~ =1,03-107 kN/m?

) I b a 6 4

ke = C|2(1 —v*)a+4-5] = 2.36-10 [2(1 _0'43)g+4"]
 =1,59-107 kN/m?

-3
K2 =c -5+ v*)] = —5,06- 105 kN/m?
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Elemento (3):

[ a b 6
K2 =cl2a1 —v*)5+4-a] = 2,36 - 10° [2(1 ~043)7+4-
- =1,77-107 kN/m?
©) [ . b a P 1
ks =C|2(1—v )E+4'E] =2,36-10 [2(1—0,43)g+4.
~ =571-107 kN/m?
3
KD =c S+ v*)] = 5,06-10° kN/m?
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Substituindo os valores numéricos, temos:
Kip = kD + k2 + k2 = 384107 +1,03- 107 + 1,77 - 107
K;; = 6,64-107 kN/m?
Ky = kO + k2 + k2 = 131107 + 1,59 107 + 5,71 - 107
Ky = 8,61-107 kN/m?
Kip = kY + k2 + k2 = 5,06 - 105 — 5,06 - 10° + 5,06 - 10°
Ky, = 5,06 -10° kN /m?

iv. A resultante de uma carga uniforme, no elemento de 4 nés, é igualmente dividida
para os dois nds da borda em que a carga atua.

O elemento @ recebe apressdo p = 10000 kN /m? em sua borda direita de dimensao
1m.

A resultante dessa pressdo é 10000 kN /m horizontal para esquerda, metade dela vai
para o grau de liberdade U; no sentido oposto, portanto:

R, = —5000 kN/m

O elemento (1) recebe a pressdo p = 10000 kN/m? em sua borda inferior de
dimensdo 1 m.

A resultante dessa pressdo é 10000 kN /m vertical para cima, metade dela vai para o
grau de liberdade U,, portanto:

R, = 5000 kN/m



v. O ponto dado X =5,0meY = 7,5 m pertence ao elemento @ como ilustrado na
figura seguinte.
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A matriz das func¢des de forma é

[hy O h, O hy O hy O

M=o n, 0 h, 0 hy 0 h,

e a matriz das deformacdes é

i
0x
d(th, 0 h, 0 hy 0 h, O
[BI=101H1 =0 F200 h 0 h, 0 h o0 h4]
a0
[y Ox]
"oh, dh, dhs oh,
x Com Y am Yoam f
oh oh oh oh
-lo =4 0o =2 0o — o =
dy dy dy dy
dh, Oh, 0h, 0h, 0hs; 0hs 0Oh, Oh,
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As deformacgdes no interior do elemento sdo dadas pela aplicacdo da matriz [B] aos

deslocamentos nodais

[0h dh dh dh 1
-t =2 0 = o0 =
¢ 0x 0x 0x dx
xx dh, dh, dhs dh,
Eyyr=| 0 —— - —-— —
Yy oy ay ay oy
dh, 0dh; 0h, 0h, 0h; O0hs OJh, Oh,
ldy O0x Jdy 0x 0dy Odx Jdy Ox.
Devido a vinculacao
U =Uy =U3=Uy=Us =Ug =0
Pela correspondéncia dos graus de liberdade locais e globais
u7 = U1
u8 = U2
Portanto:
[0h dh dh dh 1
—t 2 0 = 0 = 9
e 0x 0x dx dx
xx oh, dh, dhs dhy
&yyr=l0 — 0 — 0 — —_—
Vay oy oy oy oy
dh, Jdh, 0h, 0h, O0h; 0dhs Jh, Odh,
ldy O0x dy Jx Jdy O0x dy Ox.
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A Unica funcdo de forma necessaria nesta questdo é

cujas derivadas sao
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e (1) =2 (14])

dy  2b a 8 3
No ponto dado x = 2,0 mey = —0,5m, assim:
oh, 1 (—0,5)
W‘E(l_ )= 0104
O _ 1 (1 + 2’0> = —0,208
dy 8 3/ 7
Finalmente, substituindo U; = —=2-10"*me U, = 1,3 - 10~* m, temos:
Exx —2-107%.0,104
{gyyl = -1,3-107%*-0,208
Vxy 2-107%.0,208 +1,3-107%- 0,104

Fazendo as contas, obtemos os resultados
Exy = —2,08-1075
2,70 -107°

Eyy = —

Yy = 5,51-107°



