0313320 - METODOS NUMERICOS APLICADOS A ENGENHARIA CIVIL

<< SPLINES

Artur Mesquita Costa-10791725
Beatriz Cortez Rodriguez dos Santos - 12555210
Gabriel Serafim Vieira- 11916583




- =  INTRODUCAO - COMO SURGIU?

0.0

. A primeira mencao ao termo splines se deu na construgao naval;
. O termo "spline" tem origem no inglés. Inicialmente, se referia a
uma tira fina e flexivel de madeira usada pelos construtores de

navios para desenhar curvas suaves nos projetos das
embarcacoes;

. Portanto, envolvia encontrar
uma funcao que se ajustasse
entre dois pontos.
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PRIMEIRO PAPER - SPLINES
NA ACADEMIA

. A primeira mengao académica ao termo e atribuida ao
matematico romeno Isaac Jacob Schoenberg;

. Comecou o desenvolvimento da teoria durante seu periodo
servindo com “matematico de guerra” a favor dos aliados
durante a segunda guerra mundial;

. O Artigo em si foi publicado em 1946.




- ‘ = AORIGEM DO TERMO -
J&,  UMACURIOSIDADE

- Mais especificamente a palavre Spline surgiu de um dialeto
do leste da Inglaterra oriundo do século XX;

. O dialeto se chamava East Anglian e é considerado uma das
bases do inglés moderno;

. A traducao do termo do dialeto original para o portugués L
seria “Uma curva de superficie”.




- - INTRODUCAO - SPLINES

0.0

. Atualmente, uma spline € uma fungdo matematica que € usada
para interpolar ou suavizar um conjunto de pontos de controle em
um grafico ou superficie;

. Essa funcdo é composta por varias partes de curvas suaves que
se juntam de forma continua;

T

 Assim, mantém sua associagao el
com aideia de suavidade e
flexibilidade, mas agora se refere
a um conceito matematico
fundamental em modelagem e
interpolacao de dados.
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SPLINES
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. Interpolacao - se vocé tem um conjunto de pontos em um grafico,
ela permite calcular o valor de uma funcao nesses pontos

especificos, mesmo que os valores ndo estejam diretamente /
fornecidos. Portanto, € uma aproximacao de funcao.

Tecnicas de Interpolagao Polinomial: _
. Lagrange; /x) f(x)
« Newton; ;

* Splines. /\w £ ) o ()
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- LAGRANGE X SPLINES

\ 4

. Overshoot - ¢ um fendbmeno em sistemas dindmicos que ocorre
quando a saida do sistema ultrapassa momentaneamente o valor
final desejado (ou o ponto de equilibrio) antes de convergir para
esse valor;

- O método de Lagrange oferece 5 0 0 e

i
risco de oscilacdo quanto mais 25 - -
alto for o grau do polindbmio;

. Splines sao preferiveis em muitos
casos porque produzem uma *
curva suave que mantém a
continuidade de derivadas até
uma determinada ordem.

10—
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- ‘ - SPLINE LINEAR /

- No caso das splines lineares, cada segmento de curva € uma linha
reta que conecta dois pontos consecutivos dos dados fornecidos.

f(z) = f(zo) + mo(z — o) To) ST KT
f(z)=f(z1) +mi(z— 1) T1IS TS T2
f(z)=f(zn1) +mp1(z—Tn1) Tn-1 ST X Tn

f(wz'ﬂ) f(wz)

Li+1 — Ly

T, —
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- ‘ - SPLINE LINEAR /

. Ajuste os seguintes dados numa spline de primeira ordem. Avaliar a
funcao x =b:

0 2,5-1 /

m=_—— =06 fz)=1(4,5)+0,6(z—4,5),

f(5):f(475)+m(5_475):170+(076X075):173 3,0 2.5
4.5 1,0
7,0 2,5

9,0 0,5



SPLINE LINEAR

4

“Desvantagens”:
. A principal & que no encontro de duas splines, chamado de no,
ocorre variagoes abruptas;
. Tem menos “flexibilidade” e podem nao capturar adequadamente
variagoes sutis nos dados;

. Nao fornece uma estimativa Jex) 4 .
. . . First-order
precisa da derivada da funcdo em i
cada ponto de interpolacao. [sso 2 |-

pode ser critico em aplicacoes
onde a taxa de variagao &
importante. 0




- ‘ - SPLINE QUADRATICA

4 \ 4

. Aideia basica por tras das splines quadraticas é dividir o conjunto
de dados em segmentos menores e, em cada segmento, ajustar
uma funcao quadratica que passa pelos pontos extremos do
segmento e também atende a certas condi¢coes de suavidade e
continuidade.

f(xz) =az® +bx +c 1o 4

Second-order
spline

Onde, a, b e ¢ sao coeficientes. 2

()



- - SPLINE QUADRATICA

0.0

« NOs interiores:
« Pontos finais/extremidades.

-

fx) azx* + byx + 3

f (x3)

asx” + box + ¢

ax +bx+c,

Jixy)

Slxg)

Para n+1 pontos dados:
o Interval 1 il Interval 2 il Interval 3 48 e | E{ 0,1, 2, __,n}J

* nintervalos,
* 3n constantes
%o X, X, % 7 x desconhecidas (a’s, b’s, ¢’s)




- - SPLINE QUADRATICA

0.0

Portanto, as condicoes necessarias para calcular as incognitas. Sao elas:
. Os valores da funcao e dos polindmios adjacentes devem ser iguais
nos nos interiores;
. As primeira e ultima funcdes devem passar pelos pontos extremos;
. As primeiras derivadas nos nos interiores devem ser iguais.

Jx) 4 ax’ + byx + ¢
wsx” + box + ¢y

Sl
Jxy)

Para n+1 pontos dados:
Interval 1 | Interval 2 | Interval 3 e ic{0,1,2,..n},

* nintervalos,

* 3n constantes

% s = % /7 desconhecidas (a’s, b’s, c’s)




SPLINE CUBICO

F um método no qual consiste a utilizacdo de aproximacdes por
polinomios seccionados de grau 3, na qual atende as condicoes
de suavidade e continuidade.

Logo, tendo um P(x) de grau 3 determina-se 4 constantes.
Spline cubico

4.00 -

o . . . 2 . 3 3.75 1

S] (ZU) T a] T b]aj T C]'CE + djaj 3.50 -
3.25 1
3.ﬂﬂj

Onde a, b, ¢ ,d sdo coeficientes. 275{

2504 |

2254 |




CONCEITO

4

Sef:[la,b]— R éumafuncéo e é dado um conjunto de nds,
=x0 <x1<..<xn=b, entdo aspline cubica & uma funcao

S:[a,b]—/™ R, no qual deve satisfazer: /

1. S(x) é polindmio cubico, indicado por Sj (x) no intervalo de [xj, xj+1], para
cada0 <j sn-1;

2.S(xj) = f(xj), paracada 0 <j<n;sendo funcédo interpoladora

3.5j+1 (xj+1) = Sj (xj+1), paracada0<j<n-2;

4.S’j+1(xj+1) = S’j(xj+1), para cada 0 <j<n-2;

5.57j+1(xj+1) = S”j(xj+1), paracada 0 <j<n-2.




. Entdo, dado uma lista com n+1 pontos

[(w()a y0)7 (mla y1)7 O (mna yn)]

. Pode-se construir polinémio s(x) formados por varios pedacos
de polindbmios de grau 3, possui 0 seguinte formato:

Si(x) = a;j + bj (z — ;) + ¢j(z — 2;)" + dj(z — =)’

5t 4
. Comisso tem-se que 4n
constantes desconhecidas s, 5
(aj,bj, ¢}, dj)
$,05y01) = flyi) = 5,0005,00)
. Tem-se também a definicdo do iﬁ;'ﬁ :i}{:lr.:ff::

espacamentos dos intervalor (h;)

hj:ajjﬂLl_mj S | 4 4 + ———



Para definir os coeficientes, sabendo que S(x) pode ser escrito
CcOMmao:

Si(x) = aj + bj (z — z;) + cj(z — ;)" + dj(z — z;)°

Neste caso, paratazer S;(z;) =y; bastafazer a; = y; /
2 3

Sj(zj) = a;j +bj(z; — z;) + ¢j(z; — ;)" + dj(z; — ;)

Assim tem-se:

Si(z;) = a;

Entdo para que o grafico do polindmio S(x) passe pelo ponto (z;,¥;), tem-se que a; = Y;

Com isso, encontra-se nincognitas, faltando determinar 3n, correspondentes b, ¢, d.



Das propriedades tem-seque: S (Zj+1) = Sjt+1 (+1)

4

2 3
$j(Tjr1) = aj+bj(zj1 — ;) +cj(zjr1r — )" +dj(zj1 — )

7

5 3
Sit1 (Tjr1) = ajr1 +bj11 (Tir1 —xjr1) +cir1(@jrr —xj01)” + dip1(Tjr1 — xj41)

$j+1 (ZTj41) = ajpa

Entao:

Aj+1 = aj + bjhj -+ th? -+ d]h:; (1)



Fazendo comque: S’ (zj41) = S 1 (Tj41)

Derivando e calculando no ponto € j+1 - /

8;- (wj_|_1) — bj + Qthj + 3d]h? /

2

5;'+1 (fﬂj+1) — bj+1 2CJ'+1 (:Uj—|—1 - $j+1) 3dj+1 ($j+1 — 33]'+1)

3;'+1 (5’33'+1) = bj1

Entao:
bj+1 — bj -+ Qthj -+ Sd]h? (2)



Fazendo comque: S5 (1) = 8711 (zj41)

Derivando e calculando no ponto € j+1 - /

si (zj41) = 2¢; + 6dh; /
/!

Sit1 (@jr1) = 2¢j1 + 6djp1 (201 — zj11)

3;',+1 ($j+1) = 2Cj11

Entao:
2(3]'_|_1 — Qthj -+ Gdjhj

Cit1—Cj
d; = — 3




Substituindo a equacao (3) na equacéo (2), obtemos:
aj+1 = a;+ bjh; + th? + djh:;- /

C.—I—]__C.
aj+1 — aj+bjhj+cjh§ —|—( / / )h?
Shj
C. _C.
2 sl S N
aj+1 — Cl,j —+- bjhj —+- thj -+ ( 3 )h]
3c; c. —C; 2c; + c.
aje1 = a;+ bihj + h3(— ]3+1 ") = a;j + bjh; + h3(— 3 ")
2
h”;

O,j+1 - aj -+ bjhj | 3 (2Cj -+ Cj+1)

Isolando b, obtemos:

7
3] (2¢; + cji1) (4)

1
bj = F(aﬂl - a;)
J



Substituindo a equacéao (3) na equacéao (1), obtemos

bj+1 — bj + Zthj + 3djh§ /

As equacoes que estao sendo descritas sao validas paraj=1,2....,n-2, pois quando
substitui j=n-2, obtemos:

b(n—2)+1 = bp—1

Sendo o coeficiente b,,_1 correspondente ao ultimo polinbmio Sy,—1



Trocando j por j-1 entao:

i=1,2,3...n-1 /

Com isso, substituindo nas equacoes (4) e (5) obtemos:

bj — bj_l -+ hj_l(Cj -+ Cj_l) (6) /

1 hi_q
—(a; — aj-1) ]3 (2¢j-1 +¢;) (7)
7—1

bj 1 =

Substituindo as equacoes (4) e (7) na equacao (6), obtemos:

1 h ; 1 hi_q
(g1 —a;) = 5726+ cji1) = - ~(aj—aj) = 7 (251 +¢5) + hjalej +¢j1)
J J=

Yue é o mesmo que

3
hj1cj1+2cj(hj1—hj)+ hjcjr1 = (a1 — ay) (a; —aj-1)
h h



Da equacéao anterior, apenas nao se conhece os coeficientes ¢’

Logo, possuimos: /
« N+1 incognitas
. n-1 equacodes(j=1,2,3,..,n-1)

Comisso e preciso definir mais 2 equagoes para que seja /
possivel montar um sistema linear, sendo essas duas condicoes
adicionais, o spline € chamado de spline cubico naturais.



SPLINE CUBICA NATURAL

. Consiste em duas condicoes para que se possa determinar /
as variaveis faltantes. Para que seja possivel montar o
sistema linear.

7

Sendo elas:

CUN (ZB()) =0=c9g=0
sy, 1(x,) =0=c,:=0

OBS: pode-se utilizar condicdes diferentes, com isso deixa de ser uma spline cubica
natural.



Comisso sendo,cy = 0, ¢,, = 0 podemos escrever 0S /
sistema em forma matricial:

Ax = b /

1 0 0 0
ho 2(ho+hy)  hy - : Co 0
. C i (@—ar)—7-(a1—a)
0 h4 2(h+h) P -
0 : e (@n—an—1)— 5 (@n—1—an—2)
Cr 0

. " hn—E E{hn—2+hn—1} h'n—i
0 0 0 1



PASSO A PASSO
1.0s a’s sao dados por:

a; =vY;,7=1,2,3,...,mn /

2.0s h’'s sao dados por:

hj:CCj_H—ij,j:O,l,Q,g,...,n—]. /

3.0S C¢'s sao encontrados ao resolver o sistema anterior:

4.0s b’s sao dados por

h .
33 (2¢; + cj11)

1
b] — h ; (a’j—l—l o a’])
J

b.0s d’'s s30 dados por :

Cj+1—C;

3h,




EXEMPLO

1.Encontre o spline cubico da seguinte lista

f(z)

Resolucao:

. Logo, como cada S(x) possui 4 incdgnitas, tem-se ¢

incogn

esse sl
valores das

tas,oC

ue

stema

D0C

INCOg

2
11423

j=4-1=3

So (z), 51 (z)eS2 ()

resultaria emnr

e ser reduzic

nitas c's.

um sistema 12x12, poré
0 aum sistema 4x4,no g

4

m segundo a

ual sera dete

7

« Com, isso tem-se que havera 3 intervalos, com seus respectivas funcoes de spline
cubicas:

‘minac

ue havera um total de 12
oresentado

O 0S



lembrando que os polindbmios da spline serao do tipo:

Si(x) = aj +bj (x — ;) + ¢j(x — ;)" + dj(z — x;)° /

sendoj=0,1, 2. /
« Portanto, pode-se determinar os a’s ja que 0s mesmos serao
iguais a y(x):
ap =1« Lembrando que 0 a3 ndo corresponde a nenhum
ap = coeficiente de nenhum polindbmio que compode
ay = o spline, usado apenas para calcular ¢’s.
ag — 3

« Determinando os valores das distancias (h’s):

h():CCl—iBO:Q—].:l



hlzwz—w1:4—2:2
h2:$3—x2:5—4:1

« Montando o sistema para encontrar os ¢'s:

1 0 0 0 Co 0
ho 2(ho+h;) h1 0 o | | 7(az—a1) - 5 (a1 — ao)
0 h 2(h1+ hy)  ho e | | w(as—a2) — 3(a2 —ai)
0 0 0 1 €3 0

1 0 0 0 o 0

1 6 2 0 C1 . — 19

0 2 6 1 Co o 6

0 0 0 1 3 0



Da matriz tem-se que:

C():O,Cg:() /

Comisso pode-se determinar os demais coeficientes:
6c1 + 2¢c9 = —12 6c1 + 2¢c9 = —12

—30 15
21 +6cy =6 T—6c;—18cy = —18 — —1bc2 =30 = =" = /

C 15 ~
Substituindo o valor de . = — em qualquer uma das equagOes obtemos

15 30 —12 —12 —12 —21

8 8 8x6 48 8

« Sabendo os valoresde a’s, h’s e ¢’s, podemos determinar b’s:

h .
3] (2¢; + cj11)

1
b] — h ; (a’j—l—l o a’])
J



1 h 1 1 —21
L e 2 +c1) = —(4—1)— = (2 x 0+ — 3 875
by - (a1 CL()) 3 ( Co Cl) 1 ( ) 3 ( X 8 ) /

Analogamente para os demais

by = 1,25
by = —0,25

7

« Agora podemos determinar os valores d’s:

C1—Cy =2 —21
dy = = =_—_—=_0,875
"7 " 3hy 3 24

Analogamente para os demais

di =0,75
dy = —0,625



» Por fim, pode-se determinar as fungoes para cada intervalo

So(x) =1+3,875(z —1)+0(x—1)> —0,875(x — 1)°

S () S, (2) = 4+1,25(z — 2) — 2,625(x — 2)2 + 0, 75(z — 2)°

Sy (z) =2 — 0,25 (x — 4) +1,875(4) — 0,625(zx — 4)°

4.0 1

S

3.0 -

2.5 1

2.0 -

LS 1

1.0 -

10 15 20 25 30 35 40 45 50
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UTILIZACOES PRATICAS NA /
ENGENHARIA
Engenharia Ambiental Engenharia Civil Engenharia da Computacao
Verificar a eficiéncia Analise dindmica de Modelagem de
de uma espécie estruturas de barra. solidos
especifica de baratas tridimensionais

na decomposicao de
residuos organicos.



UTILIZACOES PRATICAS NA
ENGENHARIA

Engenharia de Materiais Engenharia Mecanica

Estudo da cinematica
de componentes de
motores automotivos
e maqguinas
modernas.

Modelo para verificar
o melhor
funcionamento de
rotores de usinas
termoelétricas,
visando o desgaste
dos materiais.

4

7

Engenharia da Mecatronica

Planejamento da
trejtoria de robos.



UTILIZACOES PRATICAS NA

ENGENHARIA

Engenharia Naval

Otimizacao de formas
de casco de
deslocamento em
relacao a sua
resisténcia ao
avanco.

Engenharia Nuclear

Desenvolvimento de
Sistema de aquisicao
e Analise de dados
para aplicacoes de
tracadores
radioativos em
unidades industriais.

4

Engenharia de Petréleo

Estudo de perfilagem
de Pocos Petroliferos.
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UTILIZACOES PRATICAS NA /
ENGENHARIA
Engenharia Producao Engenharia Quimica Engenharia Aeroespacial
Gerenciamento de Determinacao da Analise do fluxo de
producédo de frangos tensao de massa e energia
de corte cisalhamento entre dentro da p6s-camera
diferentes pontos do de combustao em um
sangue humano. foguete de motor

hibrido.
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UTILIZACOES PRATICAS NA /
ENGENHARIA
Engenharia Elétrica - Engenharia Elétrica - Engenharia Elétrica -
Energia Eletronica Telecomunicacoes
Comparacéo de Sistema de Comunicacao
modelos de curvade ~ rastreamento visual submarina.
magnetizacao. por sequéncia de

Imagens



EXERCICIO
RESOLVIDO

Utilizando os dados abaixo, ajuste um spline quadratico e use os
resultados para fazer uma estimativa do valoremx =5




EXERCICIO
RESOLVIDO

1 - Como podemos observar na tabela temos 3 intervalos (n), logo 3 *
3 =9 é o ndmero de incognitas que devemos encontrar.

2 - Como nos foi apresentado na sessao de splines quadraticas da
apresentacao: Os valores da funcao e dos polindbmios adjacentes
devem ser iguais nos nos inferiores, resultando em 2n-2 = 4
condicdes (sendo n o nimero de intervalos, como esclarecido acima).
Como os valores devem ser iguais temos 2 condicoes parai=2 e 2
condicoes parai= 3.




EXERCICIO
RESOLVIDO

3 - Assim obtemos as seguintes equacoes:

a1z1° + bz +c1 = f(x1)
asTy” + bay + co = f(x2)
asx1” + boxy + co = f (1)
aszs’ + b3z + c3 = f (z2)



EXERCICIO
RESOLVIDO

4 - Como a primeira e a Ultima funcao passam pelo resultado inicial e
final, temos mais duas condicoes:

a1z’ + bizo + c1 = f(z0)

aszs® + bszs + c3 = f(z3)




EXERCICIO
RESOLVIDO

b - A continuidade das derivadas cria mais n-1 equacoes. Estas
equacoes sao dadas pela abaixo.

2a; 1x;—1+b;—1 = 2a;x;1 + b;




EXERCICIO
RESOLVIDO

6 - Considerando que o i referenciado na equacao do slide anterior €
igual a 2 e 3, temos:

2a1x1 + b1 = 2a9x1 + bo
2a9T9 + by = 2a3x9 + b3




EXERCICIO
RESOLVIDO

7 - Assim para completarmos nosso sistema ficamos em falta somente do Al que
pode ser fornecido pela equacao abaixo. (obs: o f’ simboliza a equacao de segunda
ordem.

/

(; —xi—1) [ (Tic1) + 2 (2541 — wz‘—l)f' (zi) + (i1 — wi)f’ (%41)




8 - A equacao do slide anterior retorna que al = 0. Assim, temos nosso
sistema de equacoes, substituindo os valores:

4,5bl_|_(31 — 1]
20,25a9 +4,5b9 +c9 =1
49a9 + Tby +co9 = 2,5
49a3 4 7b3 +c3 = 2,5
3b1 + C1 = 2, O
8lasz + 963 + c3 = 0,5
bl — 9&2 — bz — 0
14&2 -+ bz — 14&3 — bg = 0



O - O sistema do slide anterior em forma de matriz

EXERCICIO
RESOLVIDO| o 4.5
0
0
0
3
0

- = = =

10
20,25 4.5
49 7
0 0
0 0
0 0
-9
14 1

=R~ = = = e e —

|
- o ® o B o o o
4

e BN o TR - T N (Y e R e T

-1

= o= o

2.5
2.5
2.5
0.5



10 - A matriz pode ser resolvida pelo metodo de Gauss, mas por ser muito
extensa foi utilizado o aplicativo VCN. Chegando ao seguinte resultado.

a1:0 b1:—1 01:5,5
Ao — O, 64 bz — —6, 76 Co — 18, 46
A3 — —1, ¢ bg 24, ¢ C3 — —91, 3




EXERCICIO
RESOLVIDO

11 - Substituindo este valores na equacao abaixo com i variando de 1 a 3,
chegaremos no Spline Quadrado de fato.

fi(x) = a; x> + b,z + ¢

Ti—1 ST



12 - Assim chegamos que o Spline Quadratico é de fato:

f1($):—$—|—5,5 3<
fo(x) =0,64z° — 6,762 + 18,46 4,9 <

fa(z) = —1,62"+24,62—91,3 7,0 <

S



EXERCICIO
RESOLVIDO

13 - Por fim, como b esta entre 4,5 e 7,0. Utilizaremos f2 para descobrir f(5)

f(5) = f2(5) =0,64 x 5 — 6,76 x 5 + 18,46 = 0, 66



Encontre uma aproximacao para f(0,75) por Spline Cubica natural da tabela abaixo:
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