Calculo IV - Poli - 2023 J

Glaucio Terra
glaucio@ime.usp.br
https://www.ime.usp.br/~glaucio

Departamento de Matematica
IME - USP

23 de novembro de 2023

Glaucio Terra (IME - USP) MAT2456 23 de novembro de 2023 1/57


https://www.ime.usp.br/~glaucio

Introducao

Bibliografia Complementar

[ DJAIRO G. FIGUEIREDO & ALOisIO F. NEVES, Equacdes
Diferenciais Aplicadas, Colecao Matematica Universitaria, Terceira
Edicao, IMPA, 2018.

Glaucio Terra (IME - USP) MAT2456 23 de novembro de 2023 2/57



Introducao

Equacdes Diferenciais Ordinarias

EDQO’s
Uma EDO é uma expressao da forma

Fiy,ys....y") =0 (1)

onde F é uma fungdo definida num aberto Q de

n+1) fatores
R x RK x (TR x R¥ a valores em RX.

Definicao
Uma solucdo da EDO (1) é uma funcéo y : | — R¥ definida num
intervalo ndo degenerado / C R e tal que:
@ y é nvezes derivavel e, Vx € I, (x,y(x),y'(x), -, y™M(x)) € Q.
o Vx e l, F(x,y(x),y'(x), - ,y™M(x)) = 0.

v
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Introducao

Nomenclatura para EDO’s

@ Se (1) for da forma

y O =fx,y,y, ...,y (2)

para f definida num aberto Q de R x R¥ x nialores | Rk avalores
em R¥, diz-se que a equacéo é dada na forma explicita ou normal.
@ Diz-se que n é a ordem da EDO.

@ Se k =1, diz-se que a equagao € uma EDO escalar; caso
contrario, diz-se que é vetorial ou um sistema de k EDO’s.

Glaucio Terra (IME - USP) MAT2456 23 de novembro de 2023 4/57



Exemplos de EDQO’s

@ Lei de Newton: mx” = f(t, x, x)

e Circuito RLC: Lq”" + Rq' + £ =0

@ Decaimento radioativo: N’ = —kN

@ Crescimento populacional: P’ = kP

@ Crescimento populacional com barreira: P’ = kP(C — P)
@ Modelo predador-presa:

X' = —yx+ axy
y' =mny-Bxy
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Existéncia e Unicidade de Solucoes

Exemplo
Sejam / c Rintervalo e g : | — R continua. Considere a EDO:

x' = f(t, x) (3)

onde f: I x R — R é dada por f(t, x) = g(t).
@ ¢: | — R é solucao de (3) se, e somente se, for primitiva de g, i.e.

se for da forma t

o(t)y=c+ | g(s)ds

fo
onde ty € I e ¢ € R constante. Existem, pois, infinitas solucdes!
@ Fixado ty € I e xp € R, existe uma Unica solu¢do ¢ : | — R de (3)
tal que ¢(fp) = xo, a saber

t
p(t) =x0+ | g(s)ds

b
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Problema de Cauchy

Sejam Q@ C R x R" aberto, f: Q@ — R" e (f, Xp) € Q. Diz-se que

{ x' = f(t, x) )

x(fo) = Xo

€ um problema de Cauchy ou de valor inicial associado a EDO

x' = f(t, x).

Definicao

Uma solugdo do problema de Cauchy (4) é uma solugéo x : /| — R" da
equacgao x’ = f(t, x) tal que th € I e x(ty) = xo.
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Existéncia e Unicidade de Solucoes

@ O problema de Cauchy (4) nunca tem solugdes Unicas, pois, se
x : I — R for uma solugao e J for um subintervalo préprio de /
com fp € J, entéo a restrigao x|, : J — R” também € solugao.

@ Em vista disso, a discussao sobre unicidade de solugdes sé faz
sentido para solugbes maximais:

Definicao
Diz-se que x : | — R & uma solugdo maximal do problema de Cauchy
(4) se nao for restricao prépria de alguma outra solugdo do mesmo

problema, i.e. se ndo for restricdo de alguma solucéo de (4) definida
num intervalo que contenha / propriamente.
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Existéncia e Unicidade de Solucoes

Exemplo
Considere a equagéo x’ = f(t,x), onde f : R x R — R é dada por

f(t, x) = 3x?/3 (5)

@ Paratodo ¢y < ¢z € R, afungé@o ¢, ¢, : R — R dada por

(t — C1)3, t<c
Ve ,0(1) =<0, c<t<e
(t—-)3 t>o

€ uma solugdo maximal de (5). Portanto, nenhum problema de
Cauchy associado a esta equagao tem solugao maximal Unica.

@ Note que f ndo é derivavel no zero.
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Teorema de Existéncia e Unicidade

Teorema (TEU)

Sejam Q c R x R" aberto e f : Q — R" de classe C'. Entdo, para todo
(fo, Xo) € Q, o0 problema de Cauchy

{ x' = f(t, x) 6)
X(fo) = Xo

tem solugdo maximal tnica.
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Existéncia e Unicidade de Solucoes

Observacoes

@ E possivel enunciar uma verséo do ultimo teorema assumindo-se
menos regularidade sobre f; por exemplo, basta que f seja
continua em Q e C' como fungéo da segunda variavel.

@ Também é possivel mostrar que toda solu¢do do problema de
Cauchy (6) se estende a uma solugao maximal.

@ Decorre dai que, na hipétese do TEU, se 1 : I} - R" e
o : b — R" forem ambas solugdes de (6), entdo ¢1 € o
coincidemem /1 N k.

@ O teorema se aplica a EDO’s de ordem 1 (vetoriais), mas

veremos a seguir como transformar equacdes de ordem maior
num sistema de EDQO’s de ordem 1.
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Existéncia e Unicidade de Solucoes

Como transformar EDO’s de ordem superior em EDO’s de ordem 1
@ Considere a equagao

yO =1ty y, .y (7)
para f definida num aberto Q de R x R x n-ifatores Rk a valores

em RX.

@ Introduzimos variaveis y; = y,y» = ¥/, ... yn = y\"~1). Entéo
y : 1 — RK é solucdo de (7) se, e somente se,
Y :=(y1,...,¥n) : | = R™ for solugao da EDO de ordem 1:

y1’ =)
Yo =3

/

yn :f(ta}’1a}’27--~7}/n)
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Equacoes a Variaveis Separaveis
EquaclOes a Variaveis Separaveis

Considere a equagéao:

ax
= = 9(Bh0) ®)

onde g e h sao fungdes a valores reais continuas definidas em
intervalos /1 e b, respectivamente.
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EDO’s de Ordem 1 Equacoes a Variaveis Separaveis

EquaclOes a Variaveis Separaveis

Método de Resolugao

@ Solucbes constantes: dado a € R, a fungdo constante x : ; — R,
x(t) = a, € solugédo de (1) se, e somente se, a € k e afor zero de
h.

@ Solucbes nao constantes:

1) “Separamos” as variaveis:

dx

A0~ g(t)dt

2) Calculamos primitivas dos dois membros:

% :/g(t)dH—C
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EDO’s de Ordem 1 Equacoes a Variaveis Separaveis

Exemplo

Determine o tempo necessario para se esvaziar um tanque cilindrico
de raio 2 m e altura 4 m, cheio d’agua, admitindo que a agua se escoe
através de um orificio, situado na base do tanque, de raio 0.1 m, com
uma velocidade v = /2gh, sendo h a altura do nivel da 4gua no
tanque e g = 10m/s? a aceleragéo da gravidade.
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EDO’s de Ordem 1 Solucdes por Séries de Poténcias

Solugdes por Séries de Poténcias

Sejam A, xp € R e considere o problema de Cauchy

x' = Ax
{ x(0) = xo ®)

Note que, pelo TEU, (9) admite uma solu¢cdo maximal Unica x : | — R,
a qual sera determinada a seguir.
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EDO’s de Ordem 1 Solucdes por Séries de Poténcias

Solugao por Séries de Poténcias

Método de Resolucao

@ Tentemos uma solugédo da forma x(t) = >~ , ant” com os
coeficientes a, € R a serem determinados.
@ Assumindo que x(t) como acima seja solu¢édo, derivamos termo a
termo e igualamos x’(t) com Ax(t); seguira, levando em conta a
"~ ] n
condicao inicial, que Vn e N, a, = %xo, logo

x(t) = (Z (At)n)xo = efllx, (10)

n!
n=0

e x : R — R definida acima é a solucdo maximal procurada.
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EDO’s de Ordem 1 Exponencial de Matrizes

Solucéao por Séries de Poténcias, bis

Sejam A € L(R",R"), xo € R" e considere o problema de Cauchy

X' =A-x
{ x(0) = xo an

Note que, pelo TEU, (11) admite uma solu¢do maximal Unica
x : I - R", a qual sera determinada a seguir.
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EDO’s de Ordem 1 Exponencial de Matrizes

Solucéao por Séries de Poténcias, bis

Método de Resolugéo

@ Tentemos uma solugéo da forma x(t) = > 77, ant” com os
coeficientes a, € R" a serem determinados.

@ Assumindo que x(t) como acima seja solug¢ao, derivamos termo a
termo e igualamos x’(t) com A - x(t); seguira que, Vn € N,

an = 2% - xo, logo

X(t):im (12)

n!
n=0

definida para t € R no interior do intervalo de convergéncia da
série de poténcias no 2°M. Verificaremos que dom x =R e,
portanto, x : R — R" assim definida é a solucado maximal do
problema de Cauchy (11).
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Exponencial de Matrizes

@ Dados n,m € N, consideremos o espaco vetorial real L(R", R™)
munido do produto interno dado por

(A,B) :=tr B*A
Definicao

O produto interno acima chama-se produto de Hilbert-Schmidt e a
norma ||-|| por ele induzida chama-se norma de Hilbert-Schmidt.

@ EXERciclo: Mostre que, se R € L(R",R™) e S € L(R™,RP),
entao

1S R| < |SIlIIAIl-
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EDO’s de Ordem 1 Exponencial de Matrizes

Exponencial de Matrizes

Proposicao
Dados n € N e X € L(R",R"), a série

o0 Xn
2
n=0

€ absolutamente convergente (logo convergente).

Definicao
Com a notagéo acima, 32, %7 € L(R",R") chama-se exponencial de
X e sera denotada por exp(X) ou €X. A aplicacdo

exp : L(R",R") — L(R",R")

chama-se exponencial de matrizes.

v
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Exponencial de Matrizes

Algumas Propriedades de exp

@ Se A, Be L(R",R") e AB = BA, entdo Aexp(B) = exp(B)A e
exp(A + B) = exp(A) exp(B) = exp(B) exp(A).

@ COROLARIO: paratoda X € L(R",R"), eX é inversivel e
(eX)*1 — e X,

@ Paratoda X € L(R",R"), a aplicagdo ¢ : R — L(R",R") dada por
o(t) = exp(tX) é derivavel e Vt € R, ¢/(t) = X exp(tX) = exp(tX)X.
Em suma:

gt[etX] — XetX — etXX.
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EDO’s de Ordem 1 Exponencial de Matrizes

Exponencial de Matrizes

@ Voltemos ao problema de Cauchy

{ X =A-x (13)
x(0) = xo

dados A € L(R",R") e xo € R".
@ A Unica solugao maximal de (13) é a fungdo ¢ : R — R" dada por

o(t) =" xo
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EDO’s de Ordem 1 Exponencial de Matrizes

Exponencial de Matrizes

Dada X € L(R",R"), como calcular eX?
@ Se X =diag(\1,...,\n), entdo eX = diag(eM, ..., e)
@ Se X for diagonalizavel, podemos tomar S € L(R"”,R") inversivel

tal que D = SXS~' seja diagonal, de modo que sabemos calcular
el pelo item anterior. Dai X = S~'DS e

x_s(s7DS)y

e =
n!
n=0

@ Caso geral: usamos, por exemplo, o algoritmo Putzer (cf. material
complementar no moodle).

Glaucio Terra (IME - USP) MAT2456 23 de novembro de 2023 24/57




EDO’s de Ordem 1 Exponencial de Matrizes

Exemplo: EDQO’s lineares homogéneas com
coeficientes constantes

Dados ag,...,an_1 € R, considere a EDO linear de ordem n:

XM 4 a, x4 pax +ax=0 (14)
Definicao
O polinémio

p(A) = A"+ a, A"+ arh + a (15)
chama-se polinémio caracteristico da EDO (14).
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EDO’s de Ordem 1 Exponencial de Matrizes

e Pondoys=x,yo=xX,....¥n=x""DeY=(01,...yn),
obtém-se o sistema

Y =AY (16)
onde -~ -
0 1 0 0
0 0 1 0
A= : : : g :
0 0 o - 1
| —d —a& —a -+ —an-1]

chama-se matriz companheira de p()).
@ Ja sabemos que a solugdo maximal de (16) com condicao inicial
YO)=YyeR"e
Y(t) =€ Y,
@ A primeira componente de Y(t) é a solucdo maximal de (14) com
condig&o inicial (x(0), x'(0),...,x"~1(0)) = Y,.
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EDO’s de Ordem 1 Exponencial de Matrizes

Exemplo: oscilador harménico

@ Dado w > 0, considere a EDO

@ Pondo y = =X/, obtém-se o sistema:
X| | 0 —w X
yj L w 0] |y
@ Identificando R? = C e pondo z = x + iy, obtém-se a EDO:

Z=A-z (18)

onde A = iw e - denota o produto de numeros complexos.
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EDO’s de Ordem 1 Exponencial de Matrizes

Exemplo: oscilador harménico

@ Tentando-se uma solugédo da forma z(t) = >",- , ant”, com os
coeficientes a, € C a serem determinados, conclui-se que a
solugéo maximal de (18) com condicdo inicial z(0) = zy = xo + i¥o
€ z: R — C dada por

Z(t) = exp(iwt)zg

onde exp denota a exponencial complexa.
@ Portanto, pela formula de Euler, segue que a fungdo x : R — R
dada por
x(t) = Rez(t) = xg coswt — yp sinwt
€ a solugdo maximal de (17) com condicao inicial x(0) = xp e
x'(0) = —wyp.
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EDO’s de Ordem 1 Exponencial de Matrizes

Oscilador harmbénico com amortecimento subcritico

Exercicio
Generalize 0 método do exemplo anterior para encontrar a solugéo

geral da EDO:
X"+ 2vx' + w?x =0 (19)

dadas constantes reais 0 < v < w.
SUGESTAO: encontre «, § > 0 tais que [X(t)] seja solugao do sistema

y(1)

MR IRY
yl L B8 a |y
se, e somente se, x(t) for solugéo de (19). A seguir, ponha z = x + iy,

A= a+ ip e repita o que foi feito no caso do oscilador harménico sem
amortecimento. )
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EDO’s de Ordem 1 Exponencial de Matrizes

Formas Diferenciais de Grau 1
Uma forma diferencial de grau 1 num aberto Q C R? é uma expressao

P(x,y)dx + Q(x,y)dy

onde P,Q:Q — R.
@ Diz-se que 7 é de classe CX se P e Q o forem.

@ Diz-se que a forma diferencial n = Pdx + Qdy € exata se existir
uma fungao derivavel ¢ : Q — R cuja diferencial total
dy = Oxp dx + dyp dy coincida com 7, i.e. se

@ Noutras palavras, ) é exata se, e somente se, 0 campo
F = (P, Q) : Q — R? for conservativo; caso afirmativo, a condigéo
acima é equivalente a ser ¢ potencial para F.
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EDO’s de Ordem 1 Equacoes Diferenciais Exatas

Formas Diferenciais Exatas

Recorde:
Proposicao
Sejan = Pdx + Qdy for uma 1-forma diferencial de classe C' num
aberto Q C R?.
@ Ser for exata, entdo 0y, P = 0xQ em Q.

@ Se 0yP = 0xQ em ) e este for um aberto conexo e simplesmente
conexo, entdo n e exata.

v
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EDO’s de Ordem 1 Equacoes Diferenciais Exatas

Curvas Integrais de Formas Diferenciais

@ Sejan = Pdx + Qdy uma 1-forma diferencial num aberto Q c R2.
Diz-se que uma curva diferenciavel v = (v, 72) : | — R? definida
num intervalo / C R é uma curva integralde n se Im~v C Q e,
Vtel,

P(71(1), v2(1)v1 (1) + Q(v1(1),72(1))2(t) = 0
@ Se /I Cc Rintervalo e y : I — R diferenciavel, entdo y é solucédo de

P(x.y) + QLx.y) Y =0 (20)

se, e somente se, x € [ — (x, y(x)) for curva integral de .
@ Se / C Rintervalo e x : | — R diferenciavel, entdo x = x(y) é
solucao de

P(x,y);,b; +Q(x,y)=0 (21)

se, e somente se, y € | — (x(y), y) for curva integral de 7.
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EDO’s de Ordem 1 Equacoes Diferenciais Exatas

Equacdes Diferenciais Exatas

Notacao
Escreveremos abreviadamente

P(x,y)dx + Q(x,y)dy =0 (22)

para denotar uma das EDO’s (21) ou (20) do slide anterior.

Definicao
Diz-se que (22) é uma equacgéo diferencial exata se Pdx + Qdy for
uma forma diferencial exata.
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EDO’s de Ordem 1 Equacoes Diferenciais Exatas

Equacdes Diferenciais Exatas

Proposicao

Sejan = Pdx + Qdy uma 1-forma diferencial exata de classe C° num
aberto Q C R? e ¢ : Q — R um potencial paran. Entdo, dado | ¢ R
intervalo e v : | — Q derivavel, sdo equivalentes:

i) ~ é curva integral de n;
ii) Existe ¢ € R tal que ¢ o v é constante e igual a c.

Corolario

As solugbes da EDOQ diferencial exata P(x,y)dx + Q(x,y)dy = 0 sdo
as fungées diferenciaveis y = y(x) ou x = x(y) dadas implicitamente
pela equacéo

o(x,y) = cte.
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EDO’s de Ordem 1 Equacoes Diferenciais Exatas

EquaclOes a Variaveis Separaveis, bis

Exemplo
@ Considere a equagéo:

= = a(h(x) (23)

onde g e h sao fungdes a valores reais continuas definidas em
intervalos abertos /4 e kb, respectivamente. Suponha que h nao se
anule em b.
@ Pondo P(t, x) = g(t) e Q(t, x) = h(x) as solugdes de (23)
coincidem com as solugdes de
ax

P(t, x) + Q(t, x)—- o = 0.
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EDO’s de Ordem 1 Equacoes Diferenciais Exatas

EquaclOes a Variaveis Separaveis, bis
@ Fixado (ty, Xp) € 1 x b, a 1-forma Pdt + Qdx admite potencial
¢ : Iy x b — R dado por

t X
o(t, x) = tg(S)dS-i—/X h(;)ds

@ Conclui-se, pois, que as solucdes de (23) sdo as funcoes
derivaveis x = x(t) dadas implicitamente por

g ds+/ —ds
1)
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EDO’s de Ordem 1 Equacoes Diferenciais Exatas

Equacdes Homogéneas

@ Diz-se que f: R? — R é homogénea de grau r > 0 se, Vt € R,

f(tx, ty) = t'f(x. y)
@ AEDO
P(x,y)dx + Q(x,y)dy =0 (24)
diz-se homogénea se P e Q forem ambas homogéneas de
mesmo grau.

@ Se (24) for homogénea, a substituicdo y = ux ou x = vy (em que
u e v passam a ser as novas variaveis dependentes) transforma a
equacao numa EDO a variaveis separaveis.
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EDO’s de Ordem 1 Equacoes Diferenciais Exatas

Fatores Integrantes

@ Sejam P e Q fungdes a valores reais continuas definidas num
aberto Q ¢ R2. Suponha que a equacéo

P(x,y)dx + Q(x,y)dy =0 (25)

nao seja exata. Diz-se que uma fungao u : Q — R é um fator
integrante para (25) se u ndo se anularem Q e se

U(X7.y)P(X7y)dX+U(Xay)o(x7y)dy:0

for uma equacéao diferencial exata.

@ Sejam u, P, Q fungdes de classe C' com u # 0 em Q. Suponha
que Q2 seja um aberto conexo e simplesmente conexo. Uma
condicao necessaria e suficiente para que u seja fator integrante é

dy(UP) = 0x(uQ)
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EDO’s de Ordem 1 Equacoes Diferenciais Exatas

Fatores Integrantes

Condigao suficiente para existéncia de fator integrante da forma
u=u(x)ouu=u(y)

° Se 0xQ — 0, P
xW — Oy
>V _h
G ()
entdo u(x) = exp(— [ h(x)dx) é fator integrante.
° Se 5,Q — 8, P
X 9yl
——5 =1
entdo u(y) = exp( [ f(y)dy) é fator integrante.
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EDO’s de Ordem 1 Equacoes Diferenciais Exatas

EDOQ’s lineares de ordem 1

@ Sejam / C Rintervalo e f,g : | — R continuas. Considere a
equacao
Y gy = () 26)
ax "IV =

@ Podemos reescrever (26) na forma
P(x,y)dx + Q(x,y)dy =0 (27)

onde P(x,y) =g(x)y — f(x) e Q(x,y) = 1.
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EDO’s de Ordem 1 Equacoes Diferenciais Exatas

EDOQ’s lineares de ordem 1

@ Como 5.0 — 8P
= 5 Y = —g(X),

conclui-se que exp( [ g(x) dx) é fator integrante para (27).
@ Usando o fator integrante e calculando um potencial, conclui-se
que a solucao geral de (26) é y : | — R dada por:
Y(x) = ce~ 90 | g [ alx)dx / F(x)e) 9008 g

com c constante real.
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EDO's lineares

@ Uma EDO linear de ordem n é uma equacao da forma

xM pa, (X 4o ag ()X + ag(t)x = f(t) (28)
onde / C Rintervaloe ag,...,an_1,f: | = R.

@ Se f =0, diz-se que a EDO (28) é homogénea; caso nao seja,
dizemos que a equagao

XM 4+ a, (XD 4 pa (X +a(t)x=0  (29)

€ a homogénea associada a (28).
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TEU para EDO’s lineares

Teorema
Sejam | C R intervalo e ag, . ..,an_1,f : | — R continuas. Entao, dados
foele(xo,X1,...,Xn—1) € R", existe uma unica solugdo x : | — R da
equacéao

X g, (XD o ag (D)X + ag(t)x = £(1) (30)

tal que xU)(t)) = x; para0 < i< n—1.

Corolario
O conjunto das solugdes x : | — R da homogénea

XM a1 (XD 4 gy ()X + ag(t)x =0 (31)

é um espaco vetorial real de dimensao n.

v
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EDO’s lineares

Solucao Geral da EDO linear de ordem n

Proposicao

Seja y, : | - R uma solugdo de (30) (dita solug&o particular). Entdo
qualquer outra soluggo de (30) € da forma y, + yn, onde yp : | — R €
uma solucdo da homogénea associada (35).

Ou seja, se Sy :={yn: | = R | y, solugdo de (35)} for o espago
vetorial das solu¢des da homogénea associada, entdo a solugcdo geral
de (30) é

S=Yp+Sh={Vp+¥n: =R |yne Sy}
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EDO’s lineares EDO’s lineares com coeficientes constantes

EDO’s lineares homogéneas com coeficientes
constantes

@ Dados agp,...,a,—1 € R, considere a EDO linear de ordem n
homogénea com coeficientes constantes:

x4 a, x4 4ax +ax=0 (32)
@ Conforme ja definimos, o plinémio caracteristico de (32) é

p(A) = A"+ a, A"+ ad+ a (33)
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EDO’s lineares EDO’s lineares com coeficientes constantes

Como encontrar uma base do espago das solugdes de (32)?

@ Para cada raiz real r de p(\), com multipliciade k = k(r),
associamos
B, = {e" te",... tF e}

@ Para cada par de raizes complexas conjugadas a + ib de p(}),
com multipliciade ¢ = ¢(a, b), associamos

Ba,p) :={e® cos bt, €@ sin bt, te? cos bt, te sin bt, . . .,
t“~1e? cos bt, t'~' e sin bt}

@ A uniéo dos B; e B, ), para todas as raizes de p(\), € uma base
do espaco das solugdes de (32).
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EDO’s lineares Solucdes Particulares

Solucdes Particulares pelo Método dos Coeficientes a
Determinar
@ Dados agp,...,an_1 € R, considere a EDO linear de ordem n
homogénea com coeficientes constantes:
XM g, x4 4 aix + agx = (1) (34)
onde f: R — R é da forma
f(t) = e*(Py(t) cos Bt + Pa(t)sin Bt)

com Py e P> polinbmios de grau no maximo me «, 8 € R.

@ Se k for a multiplicidade de « + i3 como raiz do polindémio
caracteristico p(\) (k = 0 se nao for raiz), entao (34) admite uma
solucao particular da forma

x(t) = tkeat(O1(t) cos Bt + Qx(t) sin t)

com Qq e (» polinbmios de grau no maximo m e coeficientes a
serem determinados.
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EDO’s lineares Solucdes Particulares

Wronskiano
@ Sejam / C Rintervalo e y1,...,¥n: | = R fungdes derivaveis até
ordem n — 1. Definimos a matriz wronskiana de (y1, ..., Yn) NO

ponto x € I, denotada por W(ys, ..., yn)(x) ou W(x), por

n) () yax)
Wix) = ¥4 SX) yéEX) ~. -. : yAEX)
Y0 v 0y

@ O determinante wronskiano (ou, simplesmente, wronskiano) é a
funcdo / — R dada por

X +— det W(x)

@ Se {y1,...,yn} for L.D.,, entdo det W(y1,...,yn) =0em|.
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EDO’s lineares Solucdes Particulares

Proposicao
Sejam | C R intervalo, ag, ..., an—1 : | — R continuas e
X1,...,Xn: | — R solugbes da EDO homogénea

XM 4+ a, (X" 4 a ()X + ag(t)x =0 (35)

Tem-se:
i) Se{xy,...,xn} for L.D., entdo det W(x1,...,xp) =0 em|.
i) Se{xy,...,xn} forL.l., entdo, Vt € I, det W(x1, ..., Xn)(t) # 0.

Em patrticular, ou det W(xyq,...,xn) =0 oudet W(xq,...,Xn) ndo se
anula em ponto algum de I.
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EDO’s lineares Solucdes Particulares

Solucdes Particulares pelo Método da Variacédo das
Constantes

@ Sejam / C Rintervalo e ag,...,an_1,f : | — R continuas.
Considere a EDO linear de ordem n

X g, (x4 ag ()X + ag(t)x = £(1). (36)

@ Seguindo um procedimento ja destrito para transformar a EDO
num sistema de ordem 1, segue que x : | — R é solugao de (36)
se, e somente se, X = (x,x’,...,x("=1): | = R" for solug&o de

X' = A(X + B(t) (37)

onde, Vt € |,
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EDO’s lineares Solucdes Particulares

Solucdes Particulares pelo Método da Variacédo das
Constantes

0 1 0 0
0 0 1 0 0
At) = : : S : eB(t)=|
0 0 0 1 f?t)
—aog(t) —ai(t) —ax(t) --- —ap-1(t)
@ Sejam xq,...,X,: | — Rtais que (xq,..., X,) seja uma base do

espaco das solugdes da homogénea associada a (36). Caso a
EDO seja a coeficientes constantes, sabemos como determinar

uma tal base.
@ Seja W= W(xq,...,xn) : | = Mu(R). As colunas de W formam n
solugdes L.l. da homogénea associada a (37), i.e. da equacgao:

X = A( t)X (38)
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EDO’s lineares Solucdes Particulares

Solucdes Particulares pelo Método da Variacédo das
Constantes

@ Portanto, a solucao geral de (38) é o conjunto das combinacdes
lineares das colunas de W; ou seja, a solugao geral é
X(t) =Wt C,tel

onde C é uma matriz coluna nx1 com entradas reais.

@ Para se obter uma solugo particular X, : | — R" da
n&o-homogénea (37), tentaremos X, da forma

Xp(t) = W(t)C(t)

com C : | — R a ser determinada. Ou seja, substituimos a
constante C por uma fungéo C(t), e dai o nome do método.
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EDO’s lineares Solucdes Particulares

Solucdes Particulares pelo Método da Variacédo das
Constantes

Proposicao
Com a notagdo acima, X, : | — R" é solugdo de (37) se, e somente

se, Vte l,
w(t)- C'(t) = B(t) (39)

@ Portanto, para encontrar uma solugao particular
Xp(t) = W(t)C(t), basta resolver o sistema linear (39) nas
entradas de C/'(t) e depois calcular uma primitiva desta fun¢éo no
intervalo /.
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EDO’s lineares Solucdes Particulares

Solucdes Particulares pelo Método da Variacédo das
Constantes

@ Note que W(t) é inversivel, de modo que podemos escrever
C'(t) = W(t)~'B(t) e depois calcular a referida primitiva.
Alternativamente, podemos aplicar a regra de Crammer para
resolver o sistema, obtendo-se uma férmula cléssica, a saber,
vt e I, C'(t) € R" é o vetor cuja i-ésima entrada é

X1(t) 0 Xn(t)
det : : :
") - f) - )
det W(t)

onde o vetor coluna B(t) = (0,...,0, f(t)) foi substituido na
j-ésima coluna da matriz no numerador.

@ Uma vez calculada C(t), a solucéo particular procurada de (36)
sera a funcdo / — R dada pela primeira linha da matriz W(t)C(
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EDO’s lineares Solucdes Particulares

Solucdes Particulares pelo Método da Variacédo das
Constantes

Resumo do método da variacao das constantes
1) Encontre C: | — R tal que, Vt € I, W(t) - C'(t) = B(t);
2) Tome x, : | — R dada pela primeira linha da matriz W(t)C(t).
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Reducédo de ordem para EDO’s lineares de ordem 2

Sejam / C Rintervalo e p, g, r : | — R continuas. Considere a EDO:
y'+p(x)y' +a(x)y = r(x) (40)

Teorema (de Liouville)

Sejam y1, y» : | — R solugbes da homogénea associada a (40). Entdo
w := det W(y1, y2) € solugédo da equagdo

w + p(x)w = 0.
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EDO’s lineares Solucdes Particulares

Reducédo de ordem para EDO’s lineares de ordem 2

Método para redugéo de ordem:

@ Suponha que seja conhecida uma solucao y; da homogénea
associada a (40).

@ O teorema de Liouville permite determinar uma outra solugao y»
de (40), linearmente independente da primeira: calcula-se w(x)
pelo teorema e a seguir resolve-se a EDO de ordem 1 em y, dada
por

y1(xX)y2 = y1(x)y2 = w(x)

@ Com duas solugdes L.1, y1, y» da homogénea associada a (40), o
método da variacdo das constantes pode ser aplicado para se
encontrar uma solucdo particular de (40), e com isso
encontramos a solugéo geral.
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