TEORIA DOS MODELOS: MODELOS SATURADOS
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1. INTRODUCAO

A existéncia de modelos com propriedades mais fortes (saturagao,
modelos atomicos, etc) depende da estrutura dos espagos de n-tipos so-
bre uma teoria. Aqui estudamos as propriedades de saturacao, univer-
salidade e homogeneidade. De quebra, estudamos os modelos atomicos,
ao estudarmos o caso enumeravel.

Na Secao 2, consideramos primeiramente a propriedade de x-saturacao
(realizar tipos sobre conjuntos de parametros A, com |A| < k) e suas
correlatas k-homogeneidade (fraca) (isomorfismos parciais entre subes-
truturas de tamanho menor que k podem ser estendidos a um novo
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elemento) e k-universalidade (a estrutura contém subestrutura elemen-
tar isomorfa a cada modelo de sua teoria de tamanho menor que k).
Na mesma secao, consideramos o caso enumeravel e mostramos uma
condicao necessaria e suficiente para que existam modelos enumeraveis
saturados.

Na Teoria de Estabilidade, é conveniente trabalharmos com submo-
delos elementares de uma estrutura grande o suficiente, que seja alta-
mente saturada (realiza tipos sobre “conjuntos pequenos”) e fortemente
homogéneas (dadas duas realiza¢oes de um tipo sobre um conjunto pe-
queno de parametros, existe um automorfismo da estrutura grande que
mapeia uma realizacao na outra. Esse tema é tratado nas duas secoes
seguintes, sobre modelos especiais e o modelo monstro.

Por fim, tratamos de saturacao recursiva, uma propriedade impor-
tante no estudo dos modelos da aritmética de Peano.

Neste texto assumimos familiaridade com ordinais, cardinais e a
aritmética cardinal, embora citemos os resultados e defini¢coes necessarios.

1.1. Um pouco de Aritmética Cardinal. Para o que segue, lembra-
mos alguns conceitos e resultados de aritmética cardinal. Lembramos
que um conjunto X é um ordinal (de von Neumann) se ele for um con-
junto transitivo (se A € B € X, entao A € X, ou seja, B C X) e bem
ordenado pela relagao de pertinéncia “€” (se A C X e A # &, entdo
existe min A € X). Um ordinal o é dito inicial se nao existir § < «
e fungao sobrejetora f : f — «. Um cardinal é um ordinal inicial.
O Axioma da Escolha implica que para cada conjunto X, existe um
unico cardinal k e uma bije¢ao f : kK — X, e denotamos | X| = k. A
cofinalidade de um cardinal x infinito é o menor ordinal A = cof(k),
tal que existe uma inclusao estritamente crescente e ilimitada A\ < &;
tal \ é, na verdade, um cardinal.

Aritmética cardinal:

(a) soma: ), ; k; = | ;s i x {i}], a cardinalidade da unido disjunta
dos conjuntos k;;

(b) produto: [],.; ki = |Xierki|, a cardinalidade do produto cartesi-
ano dos conjuntos k;;

(c) exponenciagao: x* = |{f : A\ — x}|, a cardinalidade do conjunto
de funcoes A — k; K< = Uu <\ k¥, o supremo dos cardinais k*,
com p < A.

A funcao R (alef): existe uma fungao X : Ord — Card enumerando
os cardinais infinitos, definida recursivamente por Ny = w, N,y1 = 0
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menor cardinal estritamente maior que R,; se o for um ordinal limite,
N5 = SUp,5 Na-

A funcao 3 (bet): existe uma fungao 3 : Ord x Card — Card,
definida recursivamente por Jy(k) = k, Jot1 = 272 se § for um ordinal
limite, J5 = sup, s Ja-

2. MODELOS k-SATURADOS, H-HOMOGI:}NEOS, K-UNIVERSAIS

Comecgamos com a teoria mais geral e depois particularizamos para
0 caso enumeravel.

Definicao 1. Seja k > w um cardinal. Dizemos que a estrutura M é
k-saturada se, para todo A C M, cuja cardinalidade |A| < k e todo
tipo I' € S1(A) contendo a L(A)-teoria de M, Tr4(M), M realiza o
tipo I'. Se k = | M|, entao dizemos que M é saturada.

Teorema 2.1. Seja k > w que nao seja menor que a cardinalidade do
conjunto de L-férmulas. Entao, dada uma L-estrutura A de cardina-
lidade |A| < 2%, existe uma extensao elementar B > A x'-saturada e
de cardinalidade 2".

Demonstracao. Construiremos B usando uma uniao de cadeia elemen-
tar. Comecando com uma extensao elementar, se for preciso, pode-
mos supor que |[A] = 2", Seja Ay = A e seja Po+(4y) = {X C
Ao | X| < Kk} Entdo [Pe+(Ag)| = sup,, 27 = 2% e, portanto,
U XeP_. (Ag) O (X)| = 2%. Assim, podemos obter extensdo elementar
A1 = Ap que realiza todos os tipos em UXeme (4g) O1(X) e de cardi-

nalidade |A;| = 2% (usando o método das constantes). Indutivamente
construimos cadeia elementar Ay < A; < As < ..., tal que, para
cada a > 0, A, realiza todos os tipos em UXEPH(AQ) S1(X) e tem
cardinalidade |A,41] = 2%, e se 6 < 2" for ordinal limite, definimos
As = Uyes Ao, que também tem cardinalidade |As| = 2% e é extensao
elementar de seus predecessores.

Seja B = J,.ox Aa- Entao B = A, |B] = 2" e se X C B tem
cardinalidade |X| < k entao, como a cofinalidade de 2% é estritamente
maior do que k, existe a < 2%, tal que X C A,. Dai decorre que A,1
realiza todos os tipos em S1(X) e, como B > A,, B também realiza
esses tipos. ]

Uma estrutura M ¢ dita k-homogénea se, para todos X,Y C M,
tais que |[X| = |Y| < ke (M,%0)acix| = (M, ¥Ya)a<|y| (sendo que
X=Azq:a<|X|}eY ={y,:a<|Y]|=]|X]}), entdo dado a € M
existe b € M, tal que (M, 24, a)acix| = (M, Yo, b)a<y|-
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Teorema 2.2. Seja k > w que nao seja menor que a cardinalidade do
conjunto de L-férmulas, e seja M uma estrutura k-saturada. Entao M
¢ k-homogeénea.

Demonstracao. Seja M uma estrutura s-saturada e X,Y C M, tais
que | X| = Y| < ke (M,20)acix| = (M,Ya)a<)y| (sendo que X =
{o taa < | X|} eV ={ya : a < Y| = |X]|}), e seja a € M.
Seja I' € S1(X) o tipo do elemento a sobre o conjunto de parametros
X (ou seja, se A = | X| < ke C = {c, : @ < A} é um conjunto
de novas constantes, I"' é um conjunto maximal consistente de L(C')-
férmulas ¢(x), com varidvel livre z, ou sem varidveis livres, tal que é
realizado pelo elemento a € M na estrutura (M, x,)qa<y). Interpre-
tando cada c, € C pelo elemento y, € Y e usando a hipétese de que
(M, 25)a<ix| = (M, Ya)a<|y|, obtemos um conjunto I' finitamente sa-
tisfativel na estrutura (M, yas)a<|y|, OU seja, um tipo em S;(Y), que
é realizado por um elemento b € M, devido a sua k-saturacao. Dal,
segue que (M, Zq, a)a<ix| = (M, Yo, b)a<|y|, cOmo querfamos. O

Uma estrutura M é dita x-universal se para toda estrutura N = M
de cardinalidade |N| < k, existe N’ < M isomorfa a N. Isto é, M
tem copia isomorfa de todos os modelos de sua teoria, que sejam de
cardinalidade menor do que k.

Teorema 2.3. Seja k > w que nao seja menor que a cardinalidade do
conjunto de L-férmulas. Se M é uma L-estrutura sk-saturada, entao
também é k*-universal.

Demonstracdo. Seja M uma estrutura k-saturada e suponha que N =
M tem cardinalidade |N| < k. Recorrendo a uma extensao elementar
de N, se necessario, podemos supor que |[N| = k e enumeramos N =
{aq : @ < k}. Vamos obter N’ < M por indugdo em o < k.

Comegando com a = 0, seja T" a L-teoria de M e I" € S1(T') o tipo
do elemento ay € N (sem parametros). Como N = M e I' é realizado
em N, entao I' é finitamente satisfativel, e portanto realizado por um
elemento by € M, devido a k-saturacao de M.

Suponha que ja tenhamos definido uma sequéncia (b, : @ < ) de
elementos de M, tal que, para cada A < (3, o tipo do elemento by
sobre o conjunto de parametros {b, : @ < A}, denotado por tp(by/{b, :
a < A}), conincide com tp(ay/{a, : @ < A} (ambos vistos como um
conjunto de L({c, : @ < A})-férmulas tendo no méximo a variavel livre
x) — observe-se que esta afirmagcao ja foi provada no caso em que A = 0.
Seja bg o elemento de M que realiza o tipo tp(ag/{a, : @ < 5} (usando
a k-saturacao de M).
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Seja N’ C M o conjunto de todos os b,, o < K, assim obtidos. Entao
a aplicacao [ : an, € N +— b, € M é uma bijecao sobre sua imagem N’,
que é subestrutura de M, pois toda a informacao da estrutura N esta
contida nos tipos acima considerados. Para provarmos que N’ < M,
sejam ¢(Z) uma L-féormula (com varidveis livres & = (z1,...,z,)),
b€ (N')", e suponhamos que M |= ¢(b). Renomeando varidveis, se ne-
cessario, podemos supor que os elementos da n-upla b estejam listados
em ordem crescente de indices b = (bq,, ..., ba, ), cOM a1 < --- < .
Entao ¢(cay,---sCan1,2) € tp(ba, /{by : 1 < an}) = tp(aa, /{a, : n <
a,}) (como conjunto de L({c, : n < a,})-férmulas). Como o tipo é
realizado em N e, portanto em N’, N’ = ¢(b), ou seja, N’ < M, como
queriamos. 0

Agora provemos a reciproca dos dois teorema anteriores.

Teorema 2.4. Seja k > w que nao seja menor que a cardinalidade
do conjunto de L-férmulas, e seja M uma L-estrutura infinita. Sao
equivalentes as seguintes assercoes:

(1) M é k-saturada;
(2) M é k-homogénea e kT -universal;
(3) M é k-homogénea e k-universal.

Demonstracao. Ja provamos acima que (1) = (2). A implicagao (2) =
(3) é imediata.

Provemos a implica¢do (3) = (1). Seja M uma L-estrutura k-
homogénea e r-universal. Seja X C M, cuja cardinalidade seja | X| =
A < k, enumeremos X = {a, : 7 < A} eseja C = {c, : 1 < A} um
conjunto de novos simbolos de constantes. Seja I' € S;(X) um tipo so-
bre o conjunto de parametros X (conjunto de L(C')-férmulas), que seja
finitamente satisfativel em M. Queremos mostrar que I' é realizado em

M.

Seja N = M, talque X C N, N realiza o tipoI' e |[N| = max{| X, |L|+
w} < K, que pode ser obtido pelo método das constantes. Por ser uma
estrutura x-universal e |N| < k, existe N’ < M isomorfa a estrutura
N, por um morfismo f: N — M. Seja Y = {b, = f(a,) :n <A} C M
a imagem do conjunto X pela aplicacao f. Se p € N realiza o tipo
[' em N, sua imagem b = f(p) realiza-o em N’ e, portanto em M.
Pela construcao de N’ obtemos que (M, a),ex = (M, b)pey. Como M
é, por hipétese, k-homogéneo, existe ¢ € M, tal que (M, a,q)eex =
(M,b,p)pey. Mas isto significa que o elemento ¢ realiza o tipo v em
M, como queriamos. O
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2.1. O caso enumeravel. Aqui assumimos que a linguagem L é enu-
meravel e que T é uma L-teoria completa, com modelos infinitos. En-
frentamos aqui a questao da existéncia de modelos enumeraveis e w-
saturados.

Uma condigao necessaria ébvia é que os espacos de tipos .S, sobre T'
sejam finitos ou enumeraveis, pois uma estrutura enumeravel s6 pode
realizar uma quantidade enumeravel de tipos. Mostremos que essa
condigao também é suficiente.

Lema 2.1. Suponha que Un21 S, seja enumeravel. Entao, para cada
conjunto finito de parametros A (dentro de algum modelo de T') o
conjunto (J,5, S»(A) também serd enumerdvel.

Demonstragdo. Sejam a € M* e p € S,(a). Se trocarmos as constantes
correspondentes de a por variaveis i1, ..., Tnik, Obtemos um tipo
q € Spik sobre T, sem parametros. Se pj,ps € Sp(a) forem dois
tipos distintos, entao os correspondentes qi, g2 € S,,1x serao distintos,
pois existird L-formula ¢(z,y) (com & = (21, ..., x,) € § = (Tpa1,

. Tnak)), tal que ¢(T,a) € p1 e (=¢)(Z,a) € pa, 0 que implica que
o(7,9) € q1 e (79)(Z,9) € g2. Como S, € finito ou enumerdvel, o
mesmo acontece com S, (a). O

Com esse argumento de contagem em maos, podemos obter a equi-
valéncia desejada.

Teorema 2.5. A L-teoria T, numa linguagem enumeravel L e com
modelos infinitos, tem um modelo enumeravel w-saturado se, e somente
se, U,;> Sn for enumerdvel.

Demonstracao. Ja vimos que a condicao de Un21 S, ser enumeravel é
necessaria.

Suponhamos, entao, que essa uniao seja enumeravel e obtenhamos
um modelo enumeravel de T que seja w-saturado.

Como T tem modelos infinitos e L é enumeravel, pelo Teorema de
Léwenheim-Skolem, existe My = 7" enumer—’avel. Construimos uma
cadeia elementar (M; : j < w) de modelos enumeréaveis de 7" com a
condigao de que M;,; realize todos os tipos sobre subconjuntos finitos
de M]

No passo inicial, temos o modelo M, acima. Suponhamos construidos
modelos enumeraveis My <X M; =X --- < M;, tal que para cada ¢,
0 <1 < j, M; realize todos os tipos sobre subconjuntos finitos de
M;_1 (e se i = 0 essa hip6tese é verdadeira por ser vazia). Pelo Lema,
como M; é enumeravel, o conjunto Py;,(M;) = {A C M, : A é finito}
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¢ enumerdvel e, dai, | AP (M) U,s1 Sn(A) serd enumerdvel. Pelos
Teoremas da Compacidade e de Lowenheim-Skolem, existe extensao
elementar enumerdvel M;,; = M; que realize todos os tipos sobre
conjuntos finitos de M;. A unido M, = {J;_, M; é o modelo saturado
procurado. O

2.2. Modelos Atémicos. A condigao ||J,~, Sn| = w implica que os
tipos isolados sao densos em cada um dos espacos S,. De fato, vale o
seguinte lema.

Lema 2.2. Suponha que L seja enumeravel e que exista uma L-férmula
¢(7), tal que todo n-tipo que a contenha seja nao isolado. Entao |S,| =
A

Demonstracio. B claro que |S,| < 2% pois L é enumerdvel.

Construimos a seguir, por recursao, uma familia de L-férmulas inde-
xada na arvore bindria 2<“ (sequéncias finitas de elementos de {0, 1}),
¢s, tal que para cada s, ¢, seja consistente e as seguintes ¢gq € ¢gq
sejam da forma ¢g = ps A e pg = ps A (1)), para alguma L-férmula
1.

Comecamos com ¢4 = ¢ dada, indexada pela sequéncia vazia. Su-
ponhamos obtida ¢,.

Afirmagao: existe uma L-formula ¢(Z), tal que cada uma das
formulaspgn = ¢s A e ¢ = ¢s A (1)) seja consistente e nao per-
tencam a nenhum tipo isolado.

Podemos fazer um argumento topolégico. O espaco S,, é Hausdorff e
compacto. O aberto (e fechado) Oy, nao é vazio e ndo contém pontos
isolados. Assim, existem pelo menos dois pontos p # ¢ em O,,. Seja
Y(z, tal que ¥ € p e (—P) € ¢g. Os abertos (e fechados) Oyny > p,
e Ogn(-y) C O > ¢ sao disjuntos, nao vazios e nao contém pontos
isolados (por serem subconjuntos de O,). Isso ilustra como se faz o
passo da recursao.

Para cada sequéncia (infinita) t € 2, seja I'y = {¢y}, : n < w}, onde
t I, é arestrigdo da sequéncia t ao dominio {0,...,n—1}, n > 0 (sendo
que t [op= &, a sequéncia vazia). Cada um desses conjuntos de férmulas
¢ consistente (por Compacidade) e s@o dois a dois inconsistentes entre
si. Assim, existe um n-tipo contendo cada I';, totalizando 2%° tipos
distintos. 0
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3. MoDELOS ESPECIAIS E FORTEMENTE HOMOGENEOS

Tratamos agora do problema da existéncia de modelos fortemente
k-homogéneos. Mostramos que modelos especiais (definidos mais adi-
ante) satisfazem essa propriedade.

3.1. Mais um Pouco de Aritmética Cardinal. Precisamos de al-
guns resultados de aritmética cardinal para demonstrar a existéncia e
algumas propriedades de modelos especiais.

Definicao 2 (Fungdes Normais). Uma fungao de ordinais f : Ord —
Ord é normal se for crescente e continua em relacao a ordem dos ordi-
nais, ou seja

(i) (crescente) se a < f3, entao f(a) < f(5);
(ii) (continua)se A = sup{a € Ord : « < A}, entao f(\) = sup{f(a) :
a < AL

Exemplo 3.1 (A Funcgao X). Lembramos que definimos recursivamente
Rg como o primeiro ordinal infinito (enumeravel); Ra: + 1 como o menor
ordinal maior que N,, para o qual nao exista bije¢do com N, (um
cardinal); para A um ordinal limite, Ry = sup{R, : @ < A}. A definigao
dessa funcao deixa claro que ela é uma funcao normal.

Exemplo 3.2 (A Fungao 3J). A funcao J : Ord — Ord é definida
recursivamente por Jy = No; Joy1 = 2% (poténcia de cardinais); para
A um ordinal limite, Jy = sup{3, : @ < A}. A definigdo dessa fungao
deixa claro que ela é uma funcao normal.

Observacao 3.1. Se f : Ord — Ord for uma fungao normal, entao
f(a) > a, para todo a € Ord. Isso segue por uma indugao transfinita.
Claramente f(0) > 0, e como f(a+ 1) > f(a) > « (essa tdltima
desigualdade é a hipdtese de indugao), vale que f(a+1) > a+1. Se A
for um ordinal limite, entao, por hipétese de inducao, para todo o < A,
vale que f(a) > a. Como f é uma fun¢ao normal, f(\) = sup{f(«) :
a <A} >sup{a:a <A} =\

Fungoes normais tém uma propriedade importante.

Lema 3.1 (Pontos Fixos). Seja f : Ord — Ord uma fungao normal.
Dado a € Ord, existe > «, tal que f() = (um ponto fixo).

Demonstracao. Dado o € Ord, sejam og = « + 1 e para todo n € w,
ani1 = f(ay). Seja a, = sup{a, : n € w}.
A continuidade de f garante que

flay) = sup f(a,) = sup any = ag,.
new new
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Como a, > ag > «, vale a desigualdade f(a,) > a, > a. O

As imagens de fungoes normais tém uma caracteristica util. Lembra-
mos que a cofinalidade de um ordinal limite o é o menor ordinal 3, para
o qual existe uma funcao estritamente crescente e ilimitada f : § — «a.
Observe que a cofinalidade de um ordinal limite é um cardinal.

Lema 3.2. Se f : Ord — Ord for uma fungao normal, entao existe
uma unica func¢ao normal g : Ord — Ord que enumera os pontos fixos
de f.

Demonstracao. A existéncia de uma funcgao crescente g que enumera os
pontos fixos de f segue por uma construcao recursiva, com ¢(0) sendo
o menor ponto fixo de f, g(aw+ 1) como o menor ponto fixo de f maior
que g(a) e se A for um ordinal limite, a continuidade de f implica que
Sup,<y g(a) também serd um ponto fixo de f e, portanto, podemos
definir g(\) = sup,.\ g(@).

Assim, obtivemos uma fungao g estritamente crescente, que enumera
os pontos fixos de f e também ¢é continua nos ordinais limites, ou seja,
a funcao g é normal. 0

Lema 3.3. Dados um cardinal regular £ > w e uma funcao normal
f:Ord — Ord, existe um ponto fixo de f de cofinalidade .

Demonstracao. Seja g : Ord — Ord a funcao normal que enumera os
pontos fixos de f. Do modo como definimos, g(x) serd um ponto fixo

de f de cofinalidade k. O

Definigao 3. Dado um cardinal £ > w seja £* = sup{2" : u < K}
(exponenciais de cardinais).

Exemplo 3.3. Seja x um ponto fixo da fungao 3, x = J,. Entao
K =K.

Lema 3.4. Seja x > w um cardinal. Valem as seguintes equivaléncias:
(i) kK = K* se, e somente se, para todo cardinal p < k, 2 < k;

(i) (k7)* = k™ se, e somente se 2 = k™.

Demonstragao. Para o item (i), pela definicao de k*, se k = k*, entao
para todo cardinal pu < &, 2 < k. Como para cardinal p, pu < 2*, se
para cada cardinal p < k valer que 2* < k, temos que

k< kK"=suppu <sup2! <k,
u<k p<kK

ou seja, Kk = K*.



10 RICARDO BIANCONI

Para o item (ii), como pu < v implica que 2* < 2% se (kT)* = kT,
entdo kT = (k7)* = sup{2* : p < K} = 27, temos que kKt = k.
Reciprocamente, se k™ = 2" entao (k7)* = sup{2* : p < K} = 2F =
KT, O

3.2. Modelos Especiais. Aqui introduzimos os modelos especiais.

Definigao 4 (Modelos especiais). Uma estrutura M ¢é dita um modelos
especial se existir uma cadeia elementar Mpg, tal que 5 < |M| é cardinal
e My é ft-saturado. A cadeia de modelos Mz é chamada de cadeia
especializadora de M.

Teorema 3.1. Seguem algumas propriedades e exemplos de modelos
especiais.

(i) toda estrutura finita é especial;
(ii) todo modelo saturado (isto é, M é | M|-saturada) é especial;
(iii) todo modelo de cardinalidade k™ é saturado se, e somente se, for
especial;
(iv) todo modelo de cardinalidade x regular e limite (ou seja, fraca-
mente inacessivel) é saturado se, e somente se, for especial;

Demonstragio. Como toda estrutura finita M = (M, ...) é saturada
em qualquer cardinal, ela é especial, com sequéncia especializante cons-
tante M, = M, n=0,...,|M|— 1. Isso mostra o item (i).

Para o item (ii), suponha que M seja k-saturado entdo é u*-saturado,
para todo u < k. A sequéncia constante Mu = M, ju < K, mostra que
M é especial.

Para o item (iii), como k™ -saturac¢ao implica trivialmente p*-saturagao,
para todo x < K, uma cadeia especializante constante M, = M,
Kk < |M| mostra que M é especial. Agora suponhamos que M seja
especial, com uma sequéncia especializante (Mu < k< k). Como
M =U,<, M, = My, que é k*-saturado, segue que M é kt-saturado.

Para o item (iv), suponhamos que M seja saturado e |[M| = k um
cardinal regular e limite. Uma cadeia constante como em (ii) mostra
que M é especial. Reciprocamente, suponhamos que M = (M, ... ) seja
especial de cardinalidade fracamente inacessivel, e seja (Mu C < K)
uma cadeia especializante para M. Seja A C M, com cardinalidade
|Al = u <k, epe€ Si(A). Como k é regular e M = J, _, M,, existe
um cardinal v < k, tal que A C M,. Sem perda de generalidade,
v = sup{p,v} > p. Como M, é v*t-saturado, M, realiza o tipo p e,

portanto M também o realiza. O
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Observacao 3.2. Seja M = (M, ...) um modelo especial, com |M| =
kK > w, e (Mu : u < k) uma sequéncia especializante de M. Se
w < py < K, entdo (M, : gy < p < k) também serd uma cadeia
especializante de M.

Teorema 3.2. Todo modelo especial de cardinalidade xk > w é k*-
universal.

Demonstracio. Se M for especial de cardinalidade |M| = &, um car-
dinal sucessor, x = p*, entdo M serd k-saturado (pelo item (iii) do
teorema anterior) e, portanto, £ -universal.

Se k for cardinal limite, seja (Mu : ;< K) uma sequéncia especi-
alizante de M. Como observamos mais acima, (M, : |[L| £ p < k)
também ¢é cadeia especializante de M.

Seja N = M, com [N| =X < k,esejaa:a € X+ a, €N uma
enumeragao de N. Obtemos por reecursao uma sequéncia b : @ € A —
ba € M, tal que (N,a) = (M, b), tal que, para cada cardinal y < k, a
restricio de b a p esteja em M,, I_)]u S — Mu, e valha a equivaléncia
elementar (M ,,b|,) = (N, al,).

Obtemos recursivamente a sequéncia b, usando a pt-saturacdo de
Mu, para cada i < k. Observe que se um modelo M for pt-saturado
e ¢: A — M for uma sequéncia de comprimento um ordinal A\ < pu*,
entdo a expansio (M, ) também seré p"-saturado. O

Mostremos que existem muitos modelos especiais de uma teoria com-
pleta, que tenha modelos com dominios infinitos.

Teorema 3.3 (Existéncia de Modelos Especiais). Seja M |= T com
dominio infinito, |L| < |M| < k = k*. Existe uma extensao elementar
especial M > M de cardinalidade x. O mesmo resultado vale no caso
em que |M| = k.

Demonstragao. Tratamos primeiramente do caso em que |L| < |[M]| <
k. Sem perda de generalidade, M é uf-saturado, de cardinalidade
2muo < k. Por recursao transfinita, obtemos uma cadeia elemen-
tar (M, : po < p < k) de modelos pt-saturados, de cardinalidade
|M,| = 2" < k. A unido dessa cadeia serd um modelo especial de
cardinalidade |M| = sup,,_, 2" = k. Para completar a cadeia especia-
lizante, definimos M, = M, para todos os demais cardinais p < fiq.

O caso em que |M| = k pode ser obtido do fato que um modelo
especial de cardianalidade x é k*-universal. Seja M' =M um modelo
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especial de cardinalidade k = k* = |M|. Como M ¢ Kkt universal,
existe M = M/, tal que M = M. O

Como ocorre no caso de modelos saturados de mesma cardinalidade,
dois modelos especiais de mesma cardinalidade serao isomorfos.

Para mostrar isso, facamos alguns resultados preliminares.

Definicao 5 (Enumeracio Adaptada). Dado um modelo especial M =
(M,...) de cardinalidade |M| = k > w e uma sequéncia especializante
(Mu : 11 < k), uma enumeragao de M adaptada a sequéncia especiali-
zante é uma sequéncia sobrejetora o € kK — a, € M, tal que para todo

cardinal ;1 < K, a imagem dessa sequéncia restrita a y esteja em M.

Lema 3.5. Dado um modelo especial M = (M, ...) de cardinalidade

|M| = Kk > w e uma sequéncia especializante (M, : p < k), existe uma
enumeragao a : o € k — a, € M adaptada a sequéncia especializante.

Demonstracao. Definimos a sequéncia a recursivamente.

Seja b: «a € k — b, € M uma bijegdo (uma enumeragao de M sem
repeticoes). Essa enumeragao induz uma boa ordem em M, a qual nos
referimos a seguir.

Seja ag € My um elemento qualquer. Para cada a € k, a > 0,
definimos a, como o menor elemento bg distinto dos a.,y < «, tal que
bg € M)y se tal elemento existir. Caso contrario, definimos a, = ay.

Com essa defini¢ao, resta apenas mostrar que a sequéncia a é sobreje-
tora. Argumentamos por contradicao. Suponhamos que a sequéncia a
nao seja sobrejetora e seja b, um elemento fora da imagem da sequéncia.
Seja p1 < k o menor cardinal, tal que b, € M,. Para todo ordinal «,
com p < a < K, como || > i, a escolha de a, tem que ser algum bg,
com 3 < v, pois by € M|, 2 M,. Em particular, a sequéncia a serd
injetora, o que causa uma contradigao, pois {5 € Ord : f <~}| <k =
Ha € Ord : v < a < K}

Assim, concluimos que a sequéncia a é uma enumeracao adaptada a
sequencia especializante. O

Com essa enumeracao em maos, podemos mostrar o resultado prin-
cipal.

Teorema 3.4 (Unicidade de Modelos Especiais). Se M e M forem
dois modelos especiais, tais que M = M e |M| = | M|, entdo M = M.

. : : — —
Demonstragao. Sejam k = |M| = \M’|_.Sejirf1 (M, :p<r)e(M,:
i < k) sequéncias especializantes de M e M, respectivamente. Sem
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perda de generalidade, M, e M; sa0 w; = w' saturados, para todo
a < w.

Pelo lema acima, existem enumeracoes adaptadas as sequéncias es-
pecializantes a : a € k> a, € M,eb:a € k+— b, € M.

Afirmagao 1: Existem sequéncias ¢ : o« € k = c,M e d: a € K —
d, € M', tais que (M,a,c) = (M/, d,b), com as imagens das restri¢oes
ala € cla em My, e bly e d|, em M\/al’ onde s|, denota a restrigao de
uma sequéncia ao ordinal o = {5 € Ord : f < a}.

Mostramos a existéncia dessas sequéncias por inducao em a < K,
mostrando que (M, ala, cla) = (M, d|a, bla).

O passo inicial é a hipétese M = M’, pois o ordinal 0 é o conjunto
vazio.

Se A for um ordinal limite, definimos s[y = (J, ., |, para cada uma
das sequeéncias. A Hipdtese de Inducao diz que para cada o < A, vale
que (M, a|a, cla) = (M, d|a,bla), com as imagens das restricdes al, e
Clo em My, € bly € d|, em M\/al' Dai, temos que as imagens das res-
trigoes aly e c[, em M)y, e b|, e d|, em M;AI’ e a equivaléncia elementar
(M, alx, c|y) = (M, d|y, b)) é imediata (testamos férmula a férmula,
reduzindo ao caso em que os simbolos de costantes sao interpretados
em algum nivel o < A).

A Hipétese de Indugdo para o ordinal sucessor a+1¢é (M, ala, ¢o) =

(M, d|a,b|a), com as imagens das restricoes alq e ¢l em My, eblqeds
em Mia‘. Assim, vale também a equivaléncia elementar no nivel |«/,
(M), ala,cla) = (M y,d|a,bla). Como My é |a]*-saturado, existe
do € M}, tal que (Mo}, alat1,cla) = (M;a|,d|a+1, bla). Analogamente,
. —_— —
existe ¢, € M, tal que (M|, @|ay1;Clayi) = (M), dlati; blayi) (ob-
serve que |a + 1| = |al, quando a > w.
Para a = k (um ordinal limite), obtemos as sequéncias ¢ e d, e se
definirmos f : M +— M’ tal que para cada o € K, f(a,) = dq, €

f(ca) = ba, entdo f serd um homomorfismo bijetor, pois as sequéncias
a e b enumeram M e M’, respectivamente. 0

3.3. Modelos Homogéneos. Coletamos algumas propriedades de mo-
delos k-homogéneos e de modelos fortemente homogéneos. Aqui mos-
tramos que um modelo especial M ser4 cof (| M|)-fortemente homogéneo
e mostramos que modelos homogéneo satisfazem um resultado de uni-
cidade mais fraco que a de modelos saturados.
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Definigao 6 (Modelos Fortemente k-homogéneos). A estrutura M sera
chamada de fortemente k-homogénea se satisfizer a propriedade de que
se k < |M]| for um cardinal (infinito) e (a, : @ < k) e (by : @ < R)
forem sequéncias de elementos de M indexadas pelos ordinais menores
que A, e que as expansoes (M, (a, : a < Kk)) = (M, (by : @ < K)), entdo
essas expansoes sao isomorfas. Isso significa que existe automorfismo
F: M — M, tal que F(a,) = b,, para todo o < k.

3.4. O Modelo Monstro. Na Teoria da Estabilidade em Teoria dos
Modelos, sempre se assume a existéncia de um modelo ambiente (da te-
oria completa sendo estudada) muito saturado e homogéneo, contendo
como subestruturas elementares todos os modelos de cardinalidades
“pequenas” de onde sao tomados parametros para conjuntos definiveis
e para os tipos. Uma formalizacao dessa ideia é considerar uma cadeia
elementar de modelos especiais M, (a ordinal) de cardinalidades s,
estritamente crescentes. Chamamos tal cadeia de modelo monstro, e
denotamos simplesmente por M. A existéncia de tal cadeia elementar
demonstra-se por recursao transfinita.

4. SATURACAO RECURSIVA

Tratamos agora de uma forma mais restrita da nocao de saturacao,
os modelos recursivamente saturados. Esses modelos sao importantes
na teoria dos modelos da Aritmética de Peano.

4.1. Linguagens Recursivas. Saturacao é uma propriedade de mo-
delos realizarem tipos, o oposto a omissao de tipos.

Veremos primeiramente a propriedade de saturacao recursiva, que
se refere a realizagao de conjuntos recursivos de férmulas e, por isso,
precisamos definir o que vem a ser isto.

Sejam Vy = @ e, se n € N, V1 = P(V,) (o conjunto das partes
— ou subconjuntos — de V,,) e Vi, = [J,eny Vo Seja Lzp a assinatura
contendo apenas o simbolo de relagao binaria €.

Dizemos que uma Lz p-férmula é AJ (ou I3, ou também X)) se for lo-
gicamente equivalente a uma férmula sem quantificadores, ou da forma
Jz(x € y A1) ou Va(xr € y — ), sendo que ¥ também é considerada
como AJ e a variavel y é distinta da varidvel x. Se 6 for férmula 19 (ou,
respectivamente, ¥.2) e ¢ for equivalente a 3z 6 (ou a Vz 0, respectiva-
mente), entao dizemos que ¢ é B9, (ou, respectivamente, II%_ ), sendo
y distinta de x. Se ¢ for, ao mesmo tempo, equivalente a uma férmula
0 e a uma outra férmula I12, diremos que ¢ é A2. Se 0 for férmula

1Y (ou, respectivamente, ) e ¢ for equivalente a Jz(x € y A 0) ou a
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Vz(z € y — 0), entao dizemos que ¢ é 12 (ou, respectivamente, 30),
sendo y distinta de z.

Diremos que o subconjunto A C V,, é recursivamente enumeravel,
ou abreviadamente r.e., se for definido por uma férmula ¢ X9, ou seja,
A={acV,: (V,,€) E ¢(a)}. Dizemos que tal conjunto é recursivo
se tanto A quanto V,, \ A forem recursivamente enumerével (e portanto
A ¢é definivel por férmula AY).

Identificando o conjunto dos ntimeros naturais N com o subconjunto
w C V, (ou seja, 0 é identificado como conjunto & e n + 1 com o
conjunto correspondente a {0,...,n}), podemos codificar assinaturas
e linguagens em V,, usando indices em w. Mas os detalhes de tais
possiveis codificagoes serao deixados para outra ocasido (veja o texo
sobre a Incompletude). Para o que vem a seguir, basta sabermos que:

(1) podemos definir a soma e o produto em w, imitando as operagoes
de N por férmulas AY;

(2) podemos definir uma espécie de assinatura mazimal, por exem-
plo contendo conjuntos disjuntos C' = {¢s : s € 2V}, F =
{fos  ncwese2¥ eR={R,; :n €wes €2V}
sendo que poderemos codificar cada simbolo como par orde-
nado (¢ = (0,s), F,s = ((0,n),s) e R, s = ((1,n),s)), etc;

(3) podemos definir os simbolos de variaveis por z,, = (1,n) e os
simbolos 16gicos como A = (2,0), V = (2,1), = = (2,2), —»=
(2,3), 3z, = (3,n), Vx, = (4,n) e, se quisermos, c6digos para
simbolos de separagao (virgula e parénteses);

(4) férmulas sao sequéncias finitas de simbolos, satisfazendo as re-
gras usuais de construgao, etc.

As assinaturas que usaremos serao assumidas como subconjunto re-
cursivo da assinatura maximal, cujo complemento seja infinito nessa
assinatura.

4.2. Modelos Recursivamente Saturados. Dada uma assinatura
recursiva L, dizemos que uma L-estrutura M é recursivamente saturada
se, para todo conjunto de novas constantes C' = {cy,...,¢,} e todo
conjunto recursivo I'(x) de L(C)-férmulas tendo no méximo como livre
a variavel x, que seja finitamente satisfativel em M, entao M realiza
.

Nesta se¢@o, assumiremos que L serd uma assinatura recursiva (finita

ou enumerdvel).

Teorema 4.1. Dada L-estrutura infinita M, existe N > M de mesma
cardinalidade, que é recursivamente saturada.
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Demonstra¢ao. Como a quantidade de conjuntos recursivos I'(z) é no
maximo enumeravel, o método das constantes pode ser aplicado para
obtermos a extensao elementar desejada N > M. O

Dada assinatura (recursiva) L, que tenha simbolos de fungao, seja L’
a assinatura que contenha L e também contenha um simbolo relacional
(n+1)-ario Ry para cada simbolo de fungao n-aria f € L. Se A é uma
L-estrutura, vamos expandi-la a uma L’-estrutura, interpretando cada
simbolo relacional R; como sendo o grafico da fungao f4 : A" — A.
Seja L” a restricao de L' retirando-se apenas todos os simbolos de
funcao. Com este procedimento, podemos trabalhar com assinaturas
que nao tenham simbolos de funcao, mas que estes sejam representados
pelos seus graficos (é apenas um truque sintético que nao afeta de modo
essencial as estruturas).

Seja T uma L-teoria consistente e suponhamos que A, B | T e
suponhamos que L nao tenha simbolos de funcao. Seja L“ a assinatura
obtida de L pela indexacao de cada simbolo de constante ¢ com o indice
ca, e de cada simbolo de relacao R com R4 e com um novo simbolo
de relacao undria U,. Seja L? obtida pela indexacdo dos simbolos de
L agora por B, com o novo simbolo relacional unario Ug. Definimos
o par de modelos M = (A, B) como sendo a LA U LP-estrutura M,
cujo dominio seja o conjunto M = A U B, interpretando U}l = A,
UM =Bl =c"c Ac M, =cP € BC M, para cada simbolo
de constante c € L, e R = RA* Cc A" Cc M" e RY¥ = R c B" Cc M™,
para cada simbolo relacional n-ario R € L.

Para cada L-formula ¢, definimos indutivamente ¢4 como sendo:

(1) se ¢ for atomica, ¢4 é obtida de ¢ trocando-se cada ocorréncia
de sfmbolo de constante ¢ € L por ¢4 € L* e de simbolo relaci-
onal R € L por Ryu;

(2) (PAY)A=daNVa; (BAY)a=DdaNVa; (V)4 =daV s
e (—p)a = =(da);

(3) (Bxg)a = Fz(Ua(z) A da) e (Vrg)a = Ve (Ua(z) — ¢a).

A mesma definicdo, mutatis mutandis®, para ¢g.

Para a aplicacao que temos em mente, precisamos de mais um ingre-
diente.

Dadas as L-estruturas A e B, um isomorfismo parcial é uma relacao
I C U, enlA]" < [B]™ (sendo que [A]° = [B]° = {@}, e [A]" é 0 conjunto
de todos os subconjuntos de A contendo exatamente n elementos, e o
mesmo para [B]"), tal que:

Esnobice latinesca, que significa mudando o que deve ser mudado.
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(1) o1a; B B
(2) sea € [A]" eb € [B]" sao tais que a I b, entao as L({c1,...,cn})-
estruturas (A, a) e (B, b) satisfazem as mesmas L({c1,...,¢,})-

sentencas atomicas;

(3) (homogeneidade) se a € [A]" e b € [B]" sdo tais que a I b, dado
ani1 € A existe b, € B (e, reciprocamente, dado b, € B,
existe a, 11 € A) tal que @U {au 1} TbU {byy1}.

Lema 4.1. Se existir um isomorfismo parcial I entre A e B, entao
A= B.

Demonstracao. Provamos a seguinte assercao, por induc¢ao na comple-
xidade das L-férmulas, que implicara na equivaléncia elementar entre

Ae B:

Para todo n > 0 e todo a = {ay,...,a,} € [A]" e todo
b= {bl,...,bn} S [B]n, se {al,...,an}f{bl,...,bn_} e
¢(x1,...,c,) € L-férmula e A |= ¢(a), entao B = ¢(b).

O passo inicial, das féormulas atomicas, segue imediatamente da se-
gunda condi¢ao da definicdo do isomorfismo parcial e os conectivos
proposicionais nao trazem nenhuma dificuldade.

Consideremos uma férmula Jz¢(x, 21, ..., x,), tal que A |= Jzp(x, a)
e seja a € A, tal que A = ¢(a,a) — estamos também supondo, como
hipotese de inducao, que a afirmacao é verdadeira para a férmula ¢.
Pela terceira condicao sobre o isomorfismo parcial, existe b € B, tal
que {ay,...,an,atI{by, ..., b,, b}, o que implica que B = ¢(b,b),
pela hipotese de inducao.

Por fim, consideremos uma férmula Vzo(x, 21, ..., x,), tal que A =
Vxo(x,a) e seja b € B. Pela terceira condigdo sobre o isomorfismo
parcial, existe a € A, tal que {ay,...,an,a}{by,...,b,,b}. Como
A = Vaé(r,a), temos que A |= ¢(a,a) e, portanto, que B = ¢(b, b),
por hipétese de indugdo. Mas isto implica que B = Vag(x,b), dado
que o elemento b € B é arbitrério.

Se L contiver pelo menos um simbolo de constante, entao se ¢ for L-
sentenca atomica (que existe) e A |= ¢, entdo B |= ¢ devido as duas pri-
meiras condi¢oes sobre o isomorfismo parcial. A conjuncao, disjuncao,
implicacao e negagao de L-sentencas seguem facilmente por inducao e
a quantificagdo também sai por inducao e pela terceira condicao em I.

Para terminarmos a demonstragao, precisamos ainda considerar o
caso em que a assinatura L nao contenha nenhum simbolo de cons-
tante e, portanto nao tenha sentencgas atomicas — aqui o passo inicial
da inducao para provarmos que A = B é o das L-sentencas menos
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complexas, que sdo do tipo Jze(z) ou Vrep(x), sendo ¢(z) atomica e
contendo apenas uma variavel. Mas este caso tem o tratamento igual
ao da quantificacao que foi feito acima. O

Por fim, a aplicagao. Lembramos que uma L-teoria é completa se,
para toda sentenga ¢, ou T' = ¢ ou T' |= —¢ (isto é, ¢ ou —¢ é con-
sequéncia légica de T').

Teorema 4.2. Uma L-teoria T' é completa se, e somente se, para todo
M = (A, B) L* U LP-estrutura recursivamente saturada, se A, B =T
entao existe isomorfismo parcial I entre A e B.

Demonstra¢ao. (=): Suponhamos que T' seja completa e que M =
(A, B) L4 U LB-estrutura recursivamente saturada, com A, B |= T.
Afirmamos que a relacio alb se (A,a) = (B,b) é um isomorfismo
parcial.
Sendo T completa e A, B = T, entdo A = B, o que implica que
@ I @, ou seja, a primeira condicao estd garantida.

Se (A,a) = (B,b), certamente essas duas estruturas satisfazem as
mesmas L(¢)-sentencas — a segunda condigao!

Por fim, suponhamos que aIb e que a € A. Seja I'(z) o conjunto
de todas as formulas da forma Ug(x) e ¢a(cy,¢) > ¢p(x,d), sendo
¢(z,x1,...,2,) um L-féormula com as varidveis livres indicadas, e c,,
¢ = (c1,...,¢n), d = (dy,...,d,) novas constantes, todas distintas.
Certamente tal conjunto é recursivo. Da hipétese de que @I b, ou seja,
de que (A,a) = (B,b), vemos que cada parte finita de I' é satisfativel
em M e, portanto, pela hipétese de que M é recursivamente saturado,
I' é realizado por um elemento b € B C M. Isto quer dizer, entao, que
(A,a,a) = (B,b,b). Trocando A por B no argumento acima exposto,
obtemos o que faltava para concluir aque a terceira condicao também
estd verificada para I.

(«): Agora suporemos que para todo M = (A, B) LAULB-estrutura
recursivamente saturada, se A, B |= T entdo existe isomorfismo parcial
I entre A e B. Mostraremos que 1" é completa.

Para isto, basta mostrar que, dados modelos Ay, By = T, temos
que Ay = By. Consideremos o par My = (Ap, By) e uma extensao
elementar M = (A, B) que seja recursivamente saturada. Como M >
My, devemos ter Ag < A e By < B, ou seja, A, B |=T. pela hip6tese,
existe isomorfismo parcial entre A e B e, portanto, A = B. Isto implica
que Ay = By, como esperavamos. 0
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Este é um bom critério para provar que certas teorias T sao comple-
tas.

Exemplo 4.1. Consideremos o seguinte conjunto de sentencas T', que
sao satisfeitas na estrutura Z = (Z,0,1, 4+, —, <):

(1) sentengas dizendo que (Z, 0, 4+, —) é um grupo abeliano (a soma
é associativa, distributiva, tem elemento neutro 0 e oposto —);

(2) < é uma ordem linear (estrita) em Z e 1 é o menor elemento
positivo;

(3) Va,y,2(x <y - x+ 2z < y+ z) (a ordem é compativel com a
operacao do grupo)

(4) para cada k € N, k > 1 a sentenca Vz \/ ;. (k|lz — j), sendo
que k|t é a férmula Jz(kz = t) e kz representa o termo (z +
(z+ (... +2)...) contendo exatamente k vezes a varidvel z.

Provemos que tal conjunto T forma uma teoria completa usando o
critério acima.

Consideremos A, B |= T, tais que M = (A, B) seja recursivamente
saturado. Definimos a relacao I entre n-uplas de A e de B, como alb
se:

(1) para cada termo T'(x1,...,2,), A = T(a) > 0 se, e somente se,
B E=T(b) > 0;

(2) para cada termo T'(x1,...,z,) ecadak € Nk > 1, A E k|T(a)
se, e somente se, B |= k|T'(b).

A condi¢ao @ I @ decorre diretamente do fato de que A, B = T.

As férmulas atomicas de L sao da forma T1(z) < Ty(z) ou T1(%) =
T5(z). A primeira é equivalente, em modelos de 7', a uma do tipo
T'(z) > 0 (ou, mais precisamente, 0 < 7'(z)), e a segunda é equivalente,
naqueles modelos, a uma do tipo 7'(Z) = 0, que é equivalente a T'(Z) +
1>0A-=T(z)+1 > 0. Usando essas equivaléncias e a hipdtese de
que alb, concluimos que (A,a) e (B,b) satisfazem as mesmas L(¢)-
sentengas atomicas, ou seja, a segunda condi¢ao de um isomorfismo
parcial.

Para verificarmos a terceira condi¢ao, basta mostrar a seguinte afirmacao,
decorrente dessas equivaléncias expostas acima e do Teorema da Com-
pacidade (observando que A, (¢; <> v;) é logicamente equivalente a

(A bi = N\ ¥0)):
Para todos os termos T'(Z) e S(z) e todos k,l,m € N,
com k > 1, se

AE P(a) <me< S(a) e c=l(modk),
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entao existe x € B, tal que
B = P(b) < mz < S(b) e x = l(mod k).

Se existirem apenas uma quantidade finita de elementos de A entre
T(a) e S(a), entdao o elemento ¢ é da forma ¢ = T'(a) + j, para algum
j € N e, portanto = serd da mesma forma 2 = T'(b) + j. Sendo, sendo
infinita a quantidade, o mesmo ocorrerd em B e podemos escolher x = [

(mod k) naquele intervalo, o que sempre existiré.

5. EXERcicIos

Exercicio 5.1. Mostre que a uniao e a interseccao de conjuntos recur-
sivos é recursiva.

Exercicio 5.2. Ache férmulas AY especificas para definir as codi-
ficacoes indicadas na introducao.

Obs.: Nos exercicios a seguir, que tratam de estruturas recursiva-
mente saturadas, uma hipotese implicita e sempre presente sera a de
que L é uma assinatura recursiva sem simbolos de fungoes.

Exercicio 5.3. Mostre que se M ¢é estrutura recursivamente saturada
e |M| = w, entao existe um automorfismo (morfismo bijetor) de M
distinto da identidade. [Sugestao: tente achar elementos distintos ag e
by de M, tais que (M, ag) = (M, by).]

Exercicio 5.4. Seja M = (A, B) um par recursivamente saturado.
Mostre que tanto A como B sao também recursivamente saturados.

Exercicio 5.5. Suponha que A e B sejam L-estruturas, tais que B C
A e a estruturas expandida (A, P) seja recursivamente saturada, na
linguagem expandida com um simbolo relacional unério P, interpretado
como sendo o subconjunto B de A. Mostre que o par M = (A, B) é
estrutura recursivamente saturada.

Exercicio 5.6. Seja M = (A, B) uma estrutura recursivamente satu-
rada, com |M| = w. Mostre as seguintes equivaléncias:

(1) T5(A) = T5(B) (A e B satisfazem as mesmas sentencas existen-
ciais) se, e somente se, existir inclusao de A em B.

(2) Tt(A) = TT(B) se, e somente se, existir um homomorfismo
sobrejetor f: A — B.

Exercicio 5.7. Prove que se I é um isomorfismo parcial entre A e
Be(ay,...,a,)I(by,...,b,), entdo existe isomorfismo parcial entre as
estruturas expandidas (A,a) e (B,b).
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Exercicio 5.8. Use o método dos modelos recursivamente saturados
para obter axiomatizacoes completas das teorias das seguintes estrutu-
ras:

(1) (w, <);

(2) (Q.0,+,<);

(3) (Q, <, F), sendo que F': Q — Q ¢é automorfismo de (Q, <), tal
que Vz(x < F(x)).

Exercicio 5.9. Mostre que uma estrutura M é x-saturada para todo
cardinal Kk > w se, e somente se, M for estrutura finita.

Exercicio 5.10. Mostre que se M é k-homogénea e |M| = &, entdo
dados A < ke X,Y C M, tais que | X| = |Y] = X e (M,24)acr =
(M, Ya)a<r (sendo que z, e y, sdo enumeragoesde X e Y, respecti-
vamente), entdo existe um automorfismo f : M — M (ou seja, L-
morfismo bijetor), tal que f(z,) = ya, para todo o < A. [Sugestao:
enumere M = {a, : @ < k} de modo que estenda a enumeracao de X e
também como M = {b, : @ < k} de modo que estenda a enumeragao de
Y e defina f indutivamente, partindo da funcao fo: o, € X +— y, € Y]

Exercicio 5.11. Sejam [ um conjunto infinito, M;, ¢ € I, L-estruturas,
e U um ultrafiltro w-incompleto sobre I. Mostre que o ultraproduto
[1;, M;/uv é uma estrutura w-saturada.

Exercicio 5.12. Sejam M = N duas estruturas saturadas e de mesma
cardinalidade (sdo ambas | M |-saturadas, |M| = |N|). Mostre que M e
N sao isomorfas.

Exercicio 5.13. Neste exercicio assumiremos a Hipdtese do Continuo:
2% = N;. Sejam A e B duas L-estruturas, |L| < w, com cardinalidades
|Al,|B|] < XN;. Mostre que sao equivalentes:
(1) A= B;
(2) para todos os ultrafiltros nao principais U e V sobre w, sdo
isomorfos os ultraprodutos [[A/v = [[B/v = [ B/v;
(3) existem ultrafiltros U e V' (sobre algum conjunto de indices 1),
tais que [[A/v =2 [] B/v.



