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DUALIDADE

Considere um problema de programac3o linear:

maxz = c'zx
s.a Ax <b
x>0

Questdes:

@ Podemos usar 0 mesmo conjunto de dados (A, b, ¢) para
construir outro problema de programacio linear?

@ Se sim, como esse novo problema esta relacionado ao
problema original?
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O PROBLEMA DUAL

Associado a qualquer Problema de Programacio Linear, existe um
problema denominado Dual
Sejam c € R", b € R™, A € R™*"

Para o problema Primal

maXx z = CcC'T
s.a Ax <b
x>0

Define-se o Dual como

min w = blu
s.a Aty > ¢
u>0

C'rivia DE O11VEIRA RIRFIRO



DUALIDADE

Como os problemas eles est3o relacionados 7

@ O primal e o dual s3o definidos pelo mesmo conjunto de dados
(A, b, ¢)

e O problema dual é um problema de programacéo linear com m
varidveis e n restricdes.

@ O vetor do lado direito e os custos trocam de papel
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Qutras perguntas importantes:
O Viabilidade
Os problemas primal e dual podem ser
o Ambos, vidveis?
o Um viavel, e o outro inviavel?
o Ambos inviaveis?
@ Solucdes basicas
o Existe alguma relacdo entre as solucdes basicas do primal e do
dual?
o E entre bases 6timas?
© Otimalidade
o Os dois problemas podem ter solucdo Gnica?
o Ambos podem ter infinitas solucdes?
o Um deles ter solucdo tnica e o outro infinitas?
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Considere o problema primal

max z = 4z, + o + 53

S.a 1331 ) - I3
5I1 + Z2 + 3:63
-1 =+ 21’2 + 3£C3

{,13120 1‘220 1'320

Determine o seu dual
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Problema primal tem trés restricdes = trés variaveis duais.

max z = 4z, + xo + 5x3 4314

s.a 1z - I - I3 +3x4 <1+
5331 + o + 3333 +8.T4 < 55 + U
-T1 + 2502 + 3133 -5134 < 3+ us

2120 2020 2320 242>0
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Problema primal tem trés restricdes = trés variaveis duais.

max z =
S.a
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Todos os problemas de PL possuem um problema dual associado a
ele. Basta transformar os problemas de forma a recair no caso

anterior....
max z = czx
s.a Axr =10
z>0

O problema acima é equivalente a:

t

max z = c'x
A b
s.a [—A}mg[—b]
x>0
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Exercicio 1
max z = clx
A b
o[ e[ )
x>0
Seu dual sera:
min w — btul — btUQ = bt (ul - U2)
s.a [ At At ] [ s,
U2
Ul >0 u Z 0
Ou seja
min w = b® (u; — ua)
s.a At (ug —ug) > ¢
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Por sua vez o problema:

min w = b (u; — ug)
s.a At (ug —ug) > ¢
up >0 up >0

é equivalente a

min w = blu
s.a Alu > ¢
u € R™

Basta tomar: (verifique) u = uj; — u2
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EXERCICIO

Calcule os duais dos problemas a seguir:

(a)

max z = c'x
s.a Axz =10
<0
(b)
min z = cx
s.a Az <b
<0
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A qualquer problema de Programac3o Linear esta associado um
problema dual.

E sempre possivel encontrar o dual de um PL que nio esteja na
forma padrido, colocando o problema original na forma padro.

Primal max min Dual
< b >0
RestricGes > b; <0 Variaveis
=b; irrestrita
> 0; > ¢
Variaveis <0 <g¢j Restrices
irrestrita =c¢j
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Exercicio 2 Considere o par primal dual

Primal Dual
max cz min  blu
sa Ax<b sa Alu>c¢
x>0 u>0

Calcule o dual do problema dual
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Sdo equivalentes:

Problema | Problema 2
min  blu -max —blu
sa Alu>c s.a —Atu < —¢
u>0 u>0

Assim escrito, o dual do problema 2 sera
t

-min —c'w
sa - (At)tw > — (bt)t Que é equivalente a
w >0
max clw
s.a Aw <b
w >0

O dual do dual é o primal!l!
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PROPOSICAO 1

O dual do dual é o primal
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Voltando a algumas perguntas iniciais. Os problemas primal e dual
podem ser

o Ambos, invidveis?
o Ambos com infinitas soluctes?

Alguns exemplos interessantes:

Ambos inviaveis

Primal | Dual
min r1 —2x9 max up +2uz
—xr1 +T2 >1 —Uu1 +u2 <1
T —T2 >2 up  —u2 < -2
xrj = 0 (1 0
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Alguns exemplos interessantes:

Ambos com infinitas solucGes 6timas

Primal Dual
min 1 —X9 max U] —U9
—x1  +x2 >1 —up  +ug <1
I —X9 2 —1 (75} —Uu9 S -1
xj Z 0 uj Z 0

Nesse caso,
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TEOREMA FRACO DE DUALIDADE

Teorema Fraco de dualidade:
Se x € R™ é viavel no primal (max) e u € R™ & viavel dual (min)
entdo 2(z) = clz < blu = w(u)

Prova:
Az < b viavel primal " t t
= < —
o u >0 viavel dual }:U(Ax)_Ub b
o Aty > ¢ viavel dual — Al > 2te —
x > 0 vidvel primal -

Assim: clx < gzt Aty = (xtAtu)t = u! (Az) < blu
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Exemplo:

Primal Dual

max 2x7 +3T9

21 <9 min 2y, +3y2 +5y3

- >

2, - <3 wo w20

T, +3z9 <5 Y1 'y2>0 Yys =
.’L‘jZO Yi =

Considere ! [ 1 1 ] viavel primal, e y' = [ 1 1 1 ] , viavel
dual. Substituindo, 2 =5 <10 = w
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PROPRIEDADES DOS PROBLEMAS DUAIS

o Corolarios
Pelo Teorema da dualidade fraca:

o Se o Primal for ilimitado, o dual é inviavel.
e Se o dual for ilimitado, o primal é inviavel.
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Primal ilimitado e dual inviavel

Primal Dual
max 3z +2x9 min 2y1 +4yo
201 4wy <2 —2y, 42y, >3
2z +w >4 v +y2 > 2
z; >0 y1 >0 12 <0

2+ 2 =3 ntyp=2

F1GURA: Primal ilimitado e dual inviavel
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PROPRIEDADES DOS PROBLEMAS DUAIS

e Corolarios
Pelo Teorema da dualidade fraca:
o O valor da fun¢do objetivo do Primal (max) é um limite
inferior para o valor 6timo da funcdo objetivo do dual
o O valor da fun¢io objetivo do Dual (min) é um limite superior
para o valor 6timo da funcio objetivo do primal

Valor da funcio objetivo do problema de minimo |
Valor da funcdo objetivo do problema de maximo 1
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PROPRIEDADES DOS PROBLEMAS DUAIS

o Teorema :
Se T € R™ é viavel no primal, & € R™ é viavel dual e
2(Z) = w(u) entdo T é solugdo 6tima do primal e u é solucdo
6tima do dual
Prova:
Seja w uma ponto viavel primal qualquer. Pelo teorema fraco
de dualidade, ctw < bta = 7. Logo, T é solucdo étima. A
prova de que @ é 6timo do problema dual é analoga.

No exemplo anterior considere os pontos viaveis (primal e dual)
t_[ 1 3 i4 i t_ [ 3 1
xt = [ 2 2 } V|ave|.pr|ma|,ey —[ 5 0 3 }
O valor 6timo nos dois pontos & o mesmo, z* = 11 logo as solucbes

sjo 6timas
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e Teorema forte da dualidade :
Se um problema de programac3o linear possui uma solucio
6tima, entdo seu dual também possui solucdo 6tima e os
valores étimos dos dois problemas s3o iguais.
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Considere um par de problemas primal dual, e seja B uma base
6tima do Primal, com z = ctBB_lb o correspondente valor étimo
do Primal. Entdo u’ = ¢l B! & solugio étima do Dual.

Exemplo- producdo de refrigerante

max z = 60z + 30z 4+ 20z3

s.a 8xq + 629 + x5 < 48
4%1 + 2%2 + 1.5:63 S 20
2$1 + 1.5$2 + 0.51‘3 < 8
120 2220 23>0
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Tabela 6tima

Bésicas z 1 To T3 81 S9  S3

z 1 0 5 0 0 10 10 280
$1 0o 0 -2 0 1 2 -8 24
T3 O 0o -2 1 0 2 —4 8
T 0O 1 1,25 0 0 -0,5 1,5 2

Base 6tima associada as varidveis s1, z3 € 21

1 2 -8 24
B l'=1]0 2 —4 B b= 8
0 -0,5 1,5 2

gB'=[0 20 60 |B'=[0 10 10 |

Essa solucdo é 6tima no dual!!! ‘
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Considere o par de problemas primal dual

maxz = cx minw = bly
s.a Ax < b s.a Atu > ¢
x>0 u >0
Ou ainda
max z = clx minw = bty
s.a Ax+Is=b s.a Aty —Te=c
x>0 uw>0
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TEOREMA - FOLGAS COMPLEMENTARES

Dado um par de problemas primal dual (conforme definicdo acima),
e sejam T viavel primal e @ viavel dual.
Entdo Z solucdo 6tima primal e @ solucdo 6tima dual <—

er; =0 j€ {1,2,..n}
siu; =0 ie{l,2,..m}

Ou seja:

ZHAG —¢); =0 je{1,2,.n}

Ji(b—Az); =0 i€ {1,2,..m}
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Dessa forma, o produto de dois fatores ndo negativos é nulo, o que
implica que se um deles é positivo, o outro é necessariamente igual a
zero. Assim:

@ Se uma variavel primal é positiva, a correspondente restricdo no
dual é satisfeita com igualdade.

jfj>O:>(At§—C)j=0

@ Se uma restricdo no primal n3o esta ativa, isto &, se ndo vale a
igualdade, entdo a correspondente varidvel dual é nula

(Ai‘)l <b;j=y; =0

© Se uma variavel dual é positiva, a correspondente restricio no
primal é satisfeita com igualdade.

@ Se uma restricdo no dual n3o esta ativa, isto €, se ndo vale a
igualdade, entdo a correspondente variavel primal é nula

(Atﬂ)j >c;=>x;=0
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Exemplo

max 3xq

Primal;

Solucdo 6tima: Z

min 5y;

Y1
Dual: 21

21
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Introduzindo variaveis de folga

min 5y;
Y1

2y

2y

+4y2

+2y5 —e1 =3
—Y2 —€2 =1
+3y2 —e3 = —2
y; 20

Com base em folgas complementares, vamos determinar uma

solucdo do dual:

Variavel Primal

§71:%>0
Za=2>0
23 =0
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Restricao Primal Variavel Dual
%+2x§:5 = Calculo 71
i3 -
TX2—z=4 = Calculo g9
Substituo 3 e 94 no conjunto de restricdes do dual e resolvo o
sistema resultante :

1=1, 9p=1 é =0, é&=0, é3=06.

Essa solucdo é étima!
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Interpretacdo: u; indica quanto ganho se aumentar 1 unidade do
recurso %

@ Se 5, > 0 = Sobrou recurso i = u; =0

@ Se 5, = 0 = n3o sobrou recurso i = u; > 0
Shadow price Os shadow prices estdo associados as restricdes de
um pl. O shadow price da i-ésima restricido de um pl & o montante
em que o valor 6timo muda se o lado direito da i-ésima restricdo
aumenta em uma unidade.
Exercicio Analise o que ocorre para o problema de producio de
refrigerantes
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SIMPLEX DUAL

Simplex primal
e O simplex (primal) em cada itera¢do encontra uma solugdo
viavel e busca otimalidade. E temos também um candidato a
solucdo dual u? = ctBB_1
o Na tabela do simplex, a Linha 0 indica se a solucdo basica
viavel é 6tima. Ou ainda, se a solucdo dual & viavel
Simplex dual
@ O simplex dual encontra, em cada iteracdo, uma solucdo 6tima
(primal), mas n&do necessariamente viavel .

e O método garante otimalidade em cada itera¢do e busca
viabilidade

o Parte de uma solugdo na qual a Linha 0 é ndo negativa e ha
alguma coordenada negativa no lado direito da tabela

o Equivale a empregar o simplex no problema dual
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Considere a tabela do Simplex.

1

Se o lado direito de todas as restricdes é > 0, e todos os
coeficientes da Linha 0 sdo ndo negativos pare a solucdo é 6tima

Encontre uma restri¢do para a qual o lado direito é negativo (mais
negativa)

Escolha a linha com coeficiente mais negativo para realizar as
operacdes de pivotacdo (digamos linha r).

Calcule
_ Coeficiente de z; na Linha 0

7™ "Coeficiente de z;na Linha r

para as colunas da linha r cujo coeficiente seja negativo. Se n3o
existe coluna com coeficiente negativo, pare o problema é inviavel

Selecione para entrar na base z; tal que |,| seja minimo.

Faca as operacdes de pivotacio usuais. Volte ao passo 1

C'rivia DE O11VEIRA RIRFIRO



SIMPLEX DUAL

Exemplo
O Primal:
min 3r1 +2x9
1 +2z9 >3
—2x1 a9 > 2
1 +4z >7
$j Z 0
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Exemplo
O Primal:

E equivalente a:

max(—z) —3x;
2

—2.%'1

—x
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Bésicas w x1 zo a1 as as ‘

w 1 3 2 0 0 0 0
aq 0O -1 -2 1 0 0 -3
as 0 -2 1 0 1 0 -2
as 0O -1 -4 0 0 1 -7

O Tableaux n3o é primal viavel pois x5 # 0
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Basicas

w X1 To a1 Qa2 as
w 1 3 2 0 0 O 0
a1 0O -1 -2 1 0 O -3
as 0 -2 1 0 1 0 -2
as 0 -1 -4 0 0 1 |-7

O Tableaux n3o é primal viavel pois x5 # 0

Mudanca de base:
Saida min{—3,—-2,—7} = -7 = a3 sai da base
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Bésicas w x1 zo a1 as as ‘

w 1 3 2 0 0 0 0
aq 0O -1 -2 1 0 0 -3
as 0 -2 1 0 1 0 -2
as 0O -1 -4 0 0 1 -7

O Tableaux n3o é primal viavel pois x5 # 0

Mudanca de base:
Saida min {-3,—-2,-7} = —7 = a3 sai da base

Entrada min

{%‘ ‘%’} 1 = 1z, entra na base
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Bésicas w ®1 %3 a1 ap ag |
w 1 3 2 0 0 0 |0 (—%)
a 0 -1 =2 1 0 0 |3 (3
as 0 -2 1 0 1 0 |-2 1)
as 0 -1 4 0 0 1 |-7
Nova tabela
Basicas w X1 To a1 a9 as |
w 1 5/2 0 0 0 1/2 |-7/2
ay 0 —1/2 0 1 0 —1/2 1/2
as 0 9/4 0 0 1 —-1/4 |-1/4
o 0 1/4 1 0 0 —1/4 7/4
Saida: as

Entrada: a3
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Basicas w X1 To Gy a9 az |
w I 52 0 0 0 1/2 |-7/2
ay 0 —1/2 0 1 0 —1/2 1/2
as 0 9/4 0 0 1 —1/4 |-1/4
2 0 1/4 1 0 0 —1/4 7/4
Nova tabela:
Basicas w x1 x2 a1 ao agz ‘
w 1 7 0 O 2 0 —4
ay 0 -4 0 1 -2 0 1
as 0o -9 0 0 —4 1 1
To 0 -2 1 0 -1 0 2

C'rivia DE O11VEIRA RIRFIRO



SIMPLEX DUAL

Considere o problema do refrigerante
Exemplo 1 Suponha que vocé incluiu a restricdo xo > 1

A A solucdo 6tima permanece viavel?
B Qual a nova solucdo étima?
Exemplo 2 Suponha que vocé incluiu a restricdo 1 + 2o > 12
A A solucio 6tima permanece viavel?
B Qual a nova solucdo 6tima?

Exemplo 3
Suponha que vocé incluiu a restricdo x1 + 2o + z3 < 11

A A solucdo 6tima permanece viavel?

B Qual a nova solucio 6tima?
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Exemplo 1

Com base na tabela 6tima,

Bésicas z 3 Ty T3 81 Sy 83 ep

z 1 0 5 0 0 10 10 0 | 280
$1 0 O -2 0 1 2 -8 0 24
T3 0 0 -2 1 0 2 —4 0 8
1 o 1 1,25 0 0 -0,5 1,5 0 2
el 0 O -1 0 0 0 0 1 -1

Saida e; sai da base

Entrada z5 entra na base
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Exemplo 1

Com base na tabela 6tima,

Bésicas z 3 Ty T3 81 Sy 83 ep
z 1 0 5 0 0 10 10 0 | 280
81 O 0 -2 0 1 2 -8 0 24
T3 O 0o -2 1 0 2 —4 0 8
1 o 1 1,25 0 0 -0,5 1,5 0 2
e1 0O 0 -1 0 0 0 0 1 -1
Saida e; sai da base
Entrada z5 entra na base
Bésicas z 1 Ty T3z S So  S3 eq
z 1 0 5 0 0 10 10 0O | 280
$1 o 0 -2 0 1 2 -8 0 24
T3 o 0o -2 1 0 2 —4 0 8
T1 0O 1 1,25 0 0 -0,5 1,5 0 2
e1 0 O -1 0 0 0 0 1 -1
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Exemplo 1

Com base na tabela 6tima,

Basicas

zZ T To T3 S1 S2 S3 €1
z 1 0 5 0 0 10 10 0 |[280 (5)
S1 0 0 -2 0 1 2 -8 0 24 (-2)
T3 0 0 -2 1 0 2 -4 0 8 (-2)
T o 1 1,25 0 O -0,5 1,5 0O 2 (1,25)
el 0 0 -1 0 0 0 0 1 -1

Basicas z x1 x2 3 s1 So S3 e

z 1 0 0 0 O 10 10 5| 275

S1 o 0 0 0 1 2 -8 -2 26

T3 0o 0 0 1 0 2 —4 -2 10

T o 1 0 o0 0 -0,5 1,5 1,25|0,75

el 0O 0 1 0 O 0 0 -1 1
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Exemplo 2

Com base na tabela 6tima,

Basicas z a3 Ty T3 81 So  S3 e

z 1 0 5 0 0 10 10 O 280
$1 0 0 -2 0 1 2 -8 0 24
T3 0 0 -2 1 0 2 -4 0 8
T 0 1 1,25 0 0 -0,5 1,5 0 2
€1 0 -1 -1 0 0 0 0 1 |—12

Elimine z1 da altima restricdo

Basicas z w3 To X3 S So  S3 €1

z 1 0 5 0 0 10 10 O 280
s1 0 O -2 0 1 2 -8 0 24
T3 0 O -2 1 0 2 -4 0 8
T o 1 1,25 0 O -0,5 1,5 0 2
e1 o o0 02 0 0 -0,5 1,5 1 |-10

Saida ey sai da base
Entrada sy entra na base
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Exemplo 2
Basicas z 1z To X3 81 Sos  S3 e
z 1 0 5 0 O 10 10 0 | 280 (20)
$1 0O 0 -2 0 1 2 -8 0 24 (4)
T3 0o 0 -2 1 0 2 -4 0 8 (4)
T 0o 1 1,25 0 O -0,5 1,5 0 2 (-1
e1 o 002 0 0 -05 1,5 1 |-10
Fazendo a pivotac3o:
Basicas 2z 13 To T3 S1 SS9  S3 €1
z 1 0 10 0 0 0 40 20 80
S1 0 O -1 0 1 0 -2 41 -16
T3 0 0 -1 1 0 0 2 4] —-32
1 0 1 1 0 0 O 0 -1 12
S 0o o0 -0,5 0 0 1 -3 -2 20

Saida x3 sai da base

Entrada x5 entra na base
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Exemplo 2
Basicas z 3 To X3 S1 Sz 83 €1
z 1 0 10 0 0O 0 40 20 80 (10)
S1 0 O -1 0 1 0 -2 41| —16 (-1)
T3 0 0 -1 1 0 0 2 41 —32
T 0 1 1 0 0 0 0 -1 12 (1)
S 0o 0 -0,5 0 0 1 -3 =2 20 (—0,5)
Pivotando
Bésicas z x1 a9 r3 S1 So9  S3 €
z 1 0 0 10 0 0 60 60| —240
s1 0 0 0 -1 1 0 —4 0 16
To 0 0 1 -1 0 0 -2 —4 32
T 0O 1 0 1 0 0 2 3| —20
So O 0 0 -0,5 0 1 —4 —4 36

Saida x; sai da base
Entrada N3o ha coeficiente negativo! = O problema primal é inviavel
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Bases primais e bases duais

Considere um problema de programac&o linear na forma padrio e
seja B uma matriz basica associada a solucio xp = B~'b do
problema primal.
o Em cada iteracdo, a cada solucdo basica viavel para o
problema primal esta associada a uma solucio basica dual,
N\t
dada por u* = (B 1) cp
e Se u* & viavel dual, ou seja, Au* > ¢, entdo u é uma solucdo
basica viavel do problema dual.

Solucdes basicas
Primal | Dual

B~ | (B ™) e
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Exemplo: !
Considere o par primal dual:
Primal - minimizacio

minz= + xo
s.a 1lxq + 2x9 > 2
124 >1

Dual - maximizacio

max z = 2p; + p2
s.a 1pq + po <1
2p1 <1

p1=>0 p2>0

ref; material de aula de Marina Andretta (ICMC-USP) sme0211 -

Otimizac3o linear
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Considero o Primal e resolvo através do simplex dual

Béasicas z 1 x2 81 SS9
z 1 1 1 0 0 0
$1 o -1 -2 1 0 -2
S92 0 -1 0 0 1 -1
Base: {s1,s2}
Saida da base mm{ﬁ, ﬁ} = Sai s; Entra na base: 19
Béasicas z x1 x2 S1 S
z 1 1 1 0 0 0
S1 O -1 -2 1 0 -2
S 0 —1 0 0 1 -1
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z r1 X2 S1 S22
z 1 % 0 % 0 -1
z 0 3 1 —3 0 1
s 0 —1 0 0 1 -1
Base: {x2,s2}
Solucdo ndo é 6tima! Sai : s, Entra na base: x;
zZ XT1 X2 S1 S9
T T 3
2 0 0 1 —3 3 3
zz 0 1 O 0 -1 1

Base: {x9, 21}

Solucdo é 6tima
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Para cada uma das bases acima temos:

Primal Dual Ponto
wt = (0;0; —2; —1) inviavel | p' = (0;0) Viavel | A
= (0;1;0; —1) invidvel | p* = (;0) Viavel | B
% 1) Viavel | C

zt = (1;%;0;0) viavel pt=(
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Graficamente:

X2 P2
D=(0,1)
€ =(1/2,1/2)
B =(0,1)
C=(1,1/7)
X1 P1
A = (0,0) D =(1,0) E=(2,0) A=(0,0) B =(1/2,0) E =(1,0)

(a)

(b)

As 5 bases diferentes do problema primal ( A, B, C, D e E) da
Figura (b) correspondem as 5 solucdes basicas no problema dual (

pontos A, B, C, D e E da Figura a).
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