PQI-5884 - Programacao Inteira Mista aplicada a

Otimizacao de Processos

3° Periodo 2023

Data Atividade Conteudo
14/set Aula 1 Introdugéo, formulagio, classes, representagdo
21/set Aula 2 Condigdes de otimalidade

28/set Aula 3 Condigdes KKT, multiplicadores
06/out* Aula 4 Otimizagdo irrestrita

19/out Aula 5 LP

26/out Aula 6 NLP

09/out Aula 7 MILP
17/nov* Aula 8 MILP, problemas classicos
23/nov Aula 9 MILP, problema de scheduling
30/nov Aula 10 | MINLP, problema de sintese
07/dez Apresentagdes

OTIMIZACAO MULTIVARIAEL COM RESTRICOES

1) PROGRAMACAO LINEAR (LP)
- Simplex

- Ponto-Interior

1) PROGRAMACAO NAO-LINEAR (NLP)

- Multiplicadores de Lagrange
- Programagao Linear Sucessiva (SLP)

- Gradiente Reduzido Generalizado (GRG)
- Programagdo Quadratica Sucessiva (SQP)
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Exemplo LP / IP

2) Uma agéncia de correio requer diferentes quantidades de funcionarios em tempo
integral em diferentes dias da semana. Regras do sindicato impdem que cada

funcionario trabalhe cinco dias consecutivos e receba dois dias de folga.

Dia Dia da semana Numero de

funcionarios
1 Segunda-feira 17
2 Terga-feira 13
3 Quarta-feira 15
4 Quinta-feira 19
5 Sexta-feira 14
6 Séabado 16
7 Domingo 11

Qual o nimero minimo de funcionarios necessario?

Varidveis: X; = niimero de funciondrios que iniciam o trabalho no dia i(i=1,2,..7)

Objetivo: minimizar N, niimero de funcionarios

Restri¢des: ter o nimero minimo de funciondrios disponiveis a cada dia, sendo que

cada funcionario trabalha 5 dias consecutivos.

Formulagéo:
min N =X, + X, + X5 + X, + Xs + X + X,
s.a.: X, T Xy T X T X T X 217
X, +X, + X5+ X+ X, 213
X+ Xy + Xy Xt X, 215
X;+X, F X+ X, +X,=19
Xy Xy + Xy + Xy X > 14
Xy + Xy X, + X+ X =16
X3+ X, + X+ X+ X, > 11
=0, i=1,2,.7
Solugéo:
Real Inteira
N=2233 N=23
X, = 6,33 X, =7
X, = 5,00 X,=5
X, = 0,33 X =0
X, =733 X,=7
X, = 0,00 X,=0
X = 3,33 X =4
X, = 0,00 X, =0
problema
relaxado

(dia 1 segunda)
(dia 2 terga)
(dia 3 quarta)
(dia 4 quinta)
(dia 5 sexta)
(dia 6 sabado)
(dia 7 domingo)
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Resolugdao como LP em GAMS

*xxxkxrx Declaracdo de Variaveis e Equagdes *****ixxxxx
FREE VARIABLES N ;
POSITIVE VARIABLES X1, X2, X3, X4, X5, X6, X7 ;

EQUATIONS OBJ, R1, R2, R3, R4, R5, R6, R7 ;
Equacodes
OBJ.. N -X1 -X2 -X3 -X4 -X5 -X6 -X7 =E= 0 ;
R1.. -X1 -X4 -X5 -X6 -X7 +17 =L= 0 ;
R2.. -X1 -X2 -X5 -X6 -X7 +13 =L= 0 ;
R3.. -X1 -X2 -X3 -X6 -X7 +15 =L= 0 ;
R4 .. -X1 -X2 -X3 -X4 -X7 +19 =L= 0 ;
R5.. -X1 -X2 -X3 -X4 -X5 +14 =L=0 ;
R6. . -X2 -X3 -X4 -X5 -X6 +16 =L= 0 ;
R7.. -X3 -X4 -X5 -X6 -X7 +11 =L= 0 ;
Solucgéo

MODEL Problema / ALL / ;
SOLVE Problema USING LP MINIMIZING N;

Optimal solution found.

Objective : 22.333333
LOWER LEVEL UPPER MARG INAL
--—- EQU OBJ R - - 1.000
---- EQU R1 -INF -17.000 -17.000 -0.333
---- EQU R2 -INF -14.667 -13.000 -
---- EQU R3 -INF -15.000 -15.000 -0.333
---- EQU R4 -INF -19.000 -19.000 -0.333
---- EQU R5 -INF -19.000 -14.000 -
---- EQU R6 -INF -16.000 -16.000 -0.333
---- EQU R7 -INF -11.000 -11.000 EPS
LOWER LEVEL UPPER MARG INAL
--—— VAR N -INF 22.333 +INF
---- VAR X1 R 6.333 +INF
--—- VAR X2 R 5.000 +INF
---- VAR X3 R 0.333 +INF
--—-- VAR X4 R 7.333 +INF -
---- VAR X5 R . +INF 0.333
--—- VAR X6 R 3.333 +INF -
--—- VAR X7 R _ +INF -5.55E-17
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Analise das restri¢des
Optimal solution found.

Objective : 22.333333
LOWER LEVEL UPPER MARGINAL
-——— EQU OBJ . ; . 1.000
-——— EQU R1 -INF -17.000 -17.000 -0.333
-——— EQU R2 -INF -14.667 -13.000 R
-——— EQU R3 -INF -15.000 -15.000 -0.333
-——— EQU R4 -INF -19.000 -19.000 -0.333
-——— EQU R5 -INF -19.000 -14.000 R
-——— EQU R6 -INF -16.000 -16.000 -0.333
-——— EQU R7 -INF -11.000 -11.000 EPS
Y
Folga -1xMultiplic.
Restri¢cdes fortemente ativas:
R1,R3,R4, e R6
p > 0,000 Restricdes f .
Folga = 0,000 estricoes fracamente ativas:
R7
Restricdes inativas: ; :1 0’0_08 000
R2 e R5 olga=b,
p = 0,000

Folga > 0,000

Resolu¢dao como MILP em GAMS

*xxxkskx Declaracdo de Variaveis e Equagdes *****ixxxxx
RIABLES N ;
ARIABLES X1, X2, X3, X4, X5, X6, X7 ;
0BJ, R1, R2, R3, R4, R5, R6, R7 ;

Equacdes
OBJ.. N -X1 -X2 -X3 -X4 -X5 -X6 -X7 =E= 0 ;
R1.. -X1 -X4 -X5 -X6 -X7 +17 =L= 0 ;
R2.. -X1 -X2 -X5 -X6 -X7 +13 =L= 0 ;
R3.. -X1 -X2 -X3 -X6 -X7 +15 =L= 0 ;
R4.. -X1 -X2 -X3 -X4 -X7 +19 =L= 0 ;
R5.. -X1 -X2 -X3 -X4 -X5 +14 =L= 0 ;
R6.. -X2 -X3 -X4 -X5 -X6 +16 =L= 0 ;
R7.. -X3 -X4 -X5 -X6 -X7 +11 =L= 0 ;

Solucgéo

MODEL Problema / ALL 5
SOLVE Problema USINGINIMIZING N:




Proven optimal solution.

MIP Solution: 23.000000 (5 iterations, 0 nodes)
Final Solve: 23.000000 (0 iterations)
Best possible: 23.000000
Absolute gap: 0.000000
Relative gap: 0.000000

LOWER LEVEL UPPER MARG INAL
---- EQU 0BJ R - R 1.000
---- EQU R1 -INF -18.000 -17.000 -
---- EQU R2 -INF -14.000 -13.000
---- EQU R3 -INF -15.000 -15.000
---- EQU R4 -INF -19.000 -19.000
---- EQU R5 -INF -19.000 -14.000
---- EQU R6 -INF -17.000 -16.000
---- EQU R7 -INF -13.000 -11.000

LOWER LEVEL UPPER MARG INAL
---- VAR N -INF 23.000 +INF -
---- VAR X1 - 6.000 +INF 1.000
---- VAR X2 4.000 +INF 1.000
---- VAR X3 1.000 +INF 1.000
---- VAR X4 - 8.000 +INF 1.000
---- VAR X5 . - +INF 1.000
---- VAR X6 - 4.000 +INF 1.000
---- VAR X7 - - +INF 1.000

MILPs e LPs tém solugdo tinica (6timo global), mas podem
ocasionalmente ter multiplas solucoes

Solugdes do LP Solugdes do MILP
N=22,33 N=22,33 N=23 N=23
X, = 6,33 X, = 6,00 X, =7 X, =6
X, = 5,00 X, =5,33 Xy = Xy =
X;=0,33 X; = 0,00 X;=0 X;=0
X, =17,33 X, =733 X, =17 X, =17
X5 = 0,00 X5 = 0,00 Xs=0 Xs=0
X =3,33 Xe=3,33 Xe =4 X =3
X;=0,00 X;=0,33 X, =0 X, =1
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Programacio Linear (LP: Linear Programming)

Simplex (1948) . 1 Ponto interior (1984)
2 2
X
x® X3
2
x® (
x(D x®
X X
tragetoria pelos vértices da regido viavel tragetoria interna a regido viavel

tempo exponencial: t~ 2" tempo polinomial: t~n2

Método SIMPLEX

Forma padrao LP:
min =clx
sujeitoa  AXx=Db

x>0
X € RN
em que

funcdo objetivo, escalar

vetor de variaveis com dimensao n

matriz de coeficientes m x N, com m <n

vetor de termos constantes positivos com dimensao m
vetor de coeficientes da funcdo objetivo com dimensdo n

O o> IX N
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Ajustes para obter o formato padrio

- Inequagdes podem ser convertidas em equagdes com
variaveis de folga s, com s> 0

gix <0 - gi(x) +5,=0
5,20

- Variaveis irrestritas (x; € R') sdo separadas em
duas variaveis positivas

Xi 2 (P = X"
XP>0

x>0

Método SIMPLEX

Separagdo das n variaveis em:
m variaveis dependentes (basicas)
(n—m) variaveis independentes (ndo basicas)

Ax=[B N] f =
AN

oo

Xp +£'ZN = b

E matriz quadrada mxm

Xz =B b-B.NX,

variaveis dependentes
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Método SIMPLEX

Teorema 1:

Fazendo Xy = 0 tem-se:
xg=B1lb

O ponto obtido é um vértice do problema.
Se Xg > 0, entdo o vértice € viavel.

Teorema 2:

A solugdo 6tima X* encontra-se em um vértice.

Vértices do problema: Mlo_n
m) mi(n-m)

Exemplo LP

max Z=2X+5.y
sa.. X+2y<4

X-y<4
X>1 Vértices:
y>-1
A=[1 -1]" — 2(A) =-3,0 (minimo de z)
y1 D B=[3 -1 — 2(B)=1,0
1
C=[4 o = 2(C)=8,0
‘\
D=[13,]" — (D) = 9,5 (méaximo de z)
‘\
1

/

>
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Formato padrao LP

max Z=2X+35y min z'=-2.X-5.(Y,~Y,)
sa. X+2y<4 s.a.: x+2,(yp—yn)+s, =4
X—y=4 y=0p= o) X=(p—Yo) +5,=4
x> 1 X—8,=1
yZ*l 7(yp7yn)+s4=1

%, Yo Y S1» 855 83, 8,2 0

n =7 variaveis

min cT.x m = 4 equagdes
sa.: Ax=b NGL =3
x>0 -> 3 varidveis ndo bdsicas e 4 basicas
em que: XP=[X Y, Yo S Sy S5 8] 1 2 =210 0 0
1 -1 +1 01 0 O
c'=[-2-550000] A=
1 0 0 00 -10
bT=[4411] 0 -1 +1 00 0 1
Vértice D:
s, =S, =0 ja que esta no limites das respectivas restri¢des,
y,=0 pois Y € positivo em D

xDT=[1 150 0 450 25]
[X YpYn S1 S S38 ]

X, Yo, S, €S, 580 as M = 4 variaveis basicas
Y» Sy € S; 830 as m-N = 3 variaveis ndo-basicas

aQ

3

> 1] ]
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Método SIMPLEX

2.
=
I
Il 1o,

1o 1<

S.a.

IX IX 3> N

m 1V ix
1=}

=3

‘ Escolha da base

min  Z=Cgl.Xg + C\TXy
sa. Bxg + Nxy=Db
x>0
X e R"

Algoritmo SIMPLEX

Tableau simplex:

Z-Cg'Xxg—CyIXy = 0
Bxg + Nxy =b

XB1 XB2 e XBm AN1 Xn2 XNt
z —cp' —CN 0
XB1
XB2 T
B2 B N b
XBm

19/10/2023
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XB1 XB2 XBm XNl XN2 . XNt
z —Cp -t 0
XBI
Xg2 .
. B N b
XBm
o . -1
1) Multiplicar restrigdes por B
N . . .. .. T
2) Somar a primeira linha as restri¢gdes multiplicadas por €5
XBl  Xp2 XBm  XNI  XA2 XN b
z 0 c8' B N—cy cs'.B'b
XB|
XB2 . \ _
- I Y=B'N b=B"'b
XBm
Alternativas: pivotagdo de matrizes ou aproveitar formato inicial
Cada Tableau corresponde a um vértice viavel
Xpl  XR XBm  XNI X2 XNt b
z (_:' —VZred (& lvB_l Q
XBI
XB2 ] Y b
XBm

Fazendo Xy = 0 tem-se X5 € Z

Vz,.4 € o gradiente da fungdo objetivo
expresso nas varidveis independentes Xy.

Quando um termo do vetor Vz, é negativo,
tem-se uma dire¢ao de minimizagao.

Escolher o maior valor positivo de —Vz4

qual Xy; entra
na base?

19/10/2023
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Qual Xg; deixa a base?
O primeiro a se tornar nulo com o avango da Xy; escolhida:

XBl  XB .. XBm  XNI X2 ... XNt b
z [_‘.' _VZ: ed [&:] ! 'B_ ! Q
XBI
XB2 ] Y b
XBm

Xgi+VYijXnj = by
Para garantir Xz > 0 (viabilidade) caso Y;; positivo:
Xgi = b =YXy = 0 Xnj < 7Y

Teste da razdo minima: escolher o menor valor positivo de —'—
i

Atualizacao do Tableau por pivotacao

XNj

XB1 XB2 - XBm ANl XN2 XNy

| =
=

z 0 -Vz 5.

[}

XBI1

2 I y B

XBm | |

Para avancar para o proximo vértice

19/10/2023
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Exemplo Simplex

min Z=-X, —2.X, min =X —2.%,
s.a. =X, +2X,<4 > s.a.: X, +2Xx,+s,=4
2.X, =X, <4 2X, =X, +s,=4
X}, X, >0 X, X5, S}, S, > 0
X X s, base g, b
z 1 2 0 0 0 b/ .
= (7) I 0 4 +Zy — S, deixa a base
2 -1 0 | 4 4 (menor razao positiva)
X, entra na base
(maior coef. positivo)
Vértice 1: x=[0 0]",s=[4 4]Tcomz=0
Xi % 51 $ b by
z 1 2 0 0 0
Sy -1 (2) 1 0 4 2
Sz 2 -1 0 1 4 4
pivotagao
X2 Si Sz b
z (2) -1 —4 bry
A " 0 2 —4 .
3/22 0 l/z 1 6 4 — S deixa a base
~ "
base (menor razao positiva)

X, entra na base
(maior coef. positivo)

Vértice2: x=[0 2]",s=[0 6]"comz=-4

19/10/2023
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X2
S2

X2
X1

X1 X Sy Sy b b/y
2 0 -1 0 4
Ry 1 7, 0 2 —4
( /» ) 0 1/2 1 6 4
pivotagdo
X1 X2 Si S2 %
0 0 h Kyl
0 1 s ' 4
1 0 '3 %3 4

Vértice 3: X" =[4 417,s=[0 0]"comz"=-12

ndo-basicas basicas

Visualizando o progresso

[02] 24

[00]
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