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Principais modelos Discretos e Cont́ınuos

Modelos discretos

▶ Uniforme

▶ Bernoulli

▶ Binomial

▶ Geométrico

▶ Binomial Negativa

▶ Poisson

▶ Hipergeometrica

Modelos cont́ınuos

▶ Uniforme

▶ Exponencial

▶ Gama

▶ Weibull

▶ Beta

▶ Normal



Principais Modelos Cont́ınuos



Modelo uniforme

Uma v.a. X tem distribuição Uniforme com parâmetros α e β, se
sua função densidade de probabilidade (f.d.p.) é dada por:

fX (x ;α, β) =


1

β − α
, se α ≤ x ≤ β

0, c.c.

Notação: X ∼ U(α, β), α < β.
A função distribuição acumulada (f.d.a) de X ∼ U(α, β) é dada por:

FX (x ;α, β) = P(X ≤ x) =


0, se x < α

x − α

β − α
, se α ≤ x ≤ β

1, se x ≥ β.



Modelo uniforme

Figura: Função de: (a) densidade e (b) distribuição acumulada, da
distribuição uniforme

As f.d.p, f.d.a, função quantil e a função geradora da v.a X ∼ U(α, β) no
R.

dunif(x, min = 0, max = 1, log = FALSE)

punif(q, min = 0, max = 1, lower.tail = TRUE, log.p = FALSE)

qunif(p, min = 0, max = 1, lower.tail = TRUE, log.p = FALSE)

runif(n, min = 0, max = 1)



Modelo uniforme

Propriedades

Se X ∼ U(α, β), então

▶ E [X ] =
α+ β

2
e Var(X ) =

(β − α)2

12
.

▶ A função quantil é dada por

QX (p) = α+ p(β − α), 0 < p < 1.

▶ a mediana é dada por

QX (1/2) = x0,5 =
α+ β

2
.

▶ a f.g.m

mX (t) =
eβt − eαt

β − α
, t ̸= 0



A transformada integral de probabilidade

Teorema
Suponha que uma variável aleatória X tem uma distribuição cont́ınua para
a qual a função de distribuição cumulativa (FDA) é FX (x). Então a variável
aleatória definido como Y = FX (X ) tem uma distribuição uniforme padrão,
ou seja, Y ∼ U(0, 1).

Demostração: Dada qualquer variável aleatória cont́ınua X, definir Y =
FX (X ). Dado y ∈ [0, 1], F−1

X (y) existe pois X é uma v.a. cont́ınua, então

FY (y) = P[Y ≤ y ] = P[FX (X ) ≤ y ]

= P[X ≤ F−1
X (y)] = FX (F

−1(y))

= y

Dai

FY (y) =


0, y < 0

y , 0 ≤ y < 1

1, y ≥ 1

=⇒ Y ∼ U(0, 1)

Exerćıcio: Mostre, se U ∼ U(0, 1), X = α + u(β − α) ∼ U(α, β) com
α < β ∈ R



Modelo Exponencial

Relação entre modelo Poisson e o modelo Exponencial



Modelo Exponencial

▶ Considere os eventos equivalentes:

▶ Sejam as variáveis:
▶ X : Número de eventos discretos no intervalo [0,t); e
▶ T : Tempo entre as ocorrência dos eventos

▶ Se λ for a média de eventos discretos em uma unidade de
tempo, então X ∼ Po(λt)

▶ Os eventos equivalentes:

[X = 0] ⇐⇒ [T > t] =⇒ P[X = 0] = P[T > t]

▶ Logo,

P[X = 0] =
e−λt(λt)0

0!
= e−λt = P[T > t]



Modelo Exponencial
A função de distribuição acumulada da v.a T

FT (t) = P(T ≤ t) = 1− P(T > t) = 1− e−λt , t > 0.

A função de densidade de probabilidade da v.a T é dada por

fT (t) =

{
λe−λt , t > 0

0, c .c

Exemplo-6

Em uma grande rede corporativa de computadores, as conexões dos
usuários ao sistema podem ser modelados como um processo de
Poisson, com uma média de 25 conexões por hora.

(a) Qual é a probabilidade de não haver conexões em um
intervalo de 6 minutos?

(b) Qual é a probabilidade de que o tempo até a próxima conexão
esteja entre 2 a 3 minutos?



Modelo Exponencial

Solução:

Se T : tempo (em horas) do inicio do intervalo até a primeira co-
nexão. Então a v.a tem f.d.a. dada por:

FT (t) =

{
1− e−10t , t > 0

0, c .c

(a) Qual é a probabilidade de não haver conexões em um
intervalo de 6 minutos?

P(T > 6/60) = 1− F (1/10) = 0, 082

(b) Qual é a probabilidade de que o tempo até a próxima conexão
esteja entre 2 a 3 minutos?

P(2/60 < T < 3/60) = F (1/20)− F (1/30) = 0, 152.



Modelo Exponencial

A v.a. X tem distribuição Exponencial com parâmetros λ > 0, se sua
f.d.p. é dada por:

fX (x ;λ) =

{
λe−λx , se x > 0

0, c.c.

Notação: X ∼ Ex(θ).
A função de distribuição acumulada da v.a X ∼ Ex(λ) é dada por

FX (x ;λ) = P(X ≤ x) =

{
1− e−λx , se x ≥ 0.

0, c.c.

Representação gráfica da f.d.p e f.d.a da v.a X ∼ Ex(λ).



Modelo Exponencial

Propriedades
Se X ∼ Ex(λ), tem-se

1) a média e variância : E [X ] =
1

λ
e Var(X ) =

1

λ2
.

2) A função quantil é dado por: QX (q) =
− log(1− q)

λ
, 0 < q < 1.

3) a mediana: QX (1/2) = x0,5 =
log(2)

λ
.

4) A f.g.m. é dada por:

mX (t) =
λ

λ− t
, t < λ.

5) Falta de memória

P(X > t + s|X > s) = P(X > t)



Modelo Exponencial

A f.d.p, f.d.a., função quantil e a função geradora da v.a X ∼ Ex(λ)
no aplicativo R são dados por

dexp(x, rate = 1, log = FALSE)

pexp(q, rate = 1, lower.tail = TRUE, log.p = FALSE)

qexp(p, rate = 1, lower.tail = TRUE, log.p = FALSE)

rexp(n, rate = 1)



Função Gama

A função gama é definida
por

Γ(t) =

∫ ∞

0
x t−1e−xdx .
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Propriedades

▶ Γ(a+ 1) = aΓ(a), a > 0,

▶ Γ(n + 1) = n!, se n é enteiro.

▶ Γ(1/2) =
√
π.



A função Gama Incompleta

Definição (Função gama incompleta )

A função gama incompleta inferiormente e superiormente são
definidas por

γ(a, x) =

∫ x

0
ua−1e−udu, e

Γ(a, x) =

∫ ∞

x
ua−1e−udu

respectivamente.

Propriedades

▶ γ(s + 1, x) = sγ(s, x)− x se−x

▶ Γ(s + 1, x) = sΓ(s, x) + x se−x

▶ γ(s + 1, x) + Γ(s, x) = Γ(s)

▶ Γ(s) = Γ(s, 0′) = lim
x→∞

γ(s, x).



Modelo gama

A v.a. X tem distribuição Gama com parâmetros α > 0 e λ > 0, se sua
f.d.p. é dada por:

fX (x ;α, λ) =


λαxα−1e−λx

Γ(α)
, se x ≥ 0,

0, se x < 0,

onde α é o parâmetro de forma e λ o parâmetro de escala e Γ(·) é a função
gama.
Notação: X ∼ Gama(α, λ). Da f.d.p da distribuição gama tem-se∫ ∞

0

xα−1e−λxdx =
Γ(α)

λα
.



Modelo Gama
A função de distribuição acumulada da v.a X ∼ Gama(α, λ).
é dado por

FX (x ;α, λ) =


γ(a, λx)

Γ(α)
, se x ≥ 0,

0, se x < 0,

Representação gráfica da f.d.p e f.d.a da v.a. X ∼ Gama(α, 1).
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Modelo Gama

Propriedades
Se X ∼ Gama(α, β), tem-se

1) E [X ] =
α

λ
e Var(X ) =

α

λ2
.

2) A f.g.m. é dada por: mX (t) =

(
λ

λ− t

)α

=
(
1− t

λ

)−α

.

3) Se α = 1, então X ∼ Ex(λ).

A f.d.p, f.d.a, função quantil e função geradora da v.a X ∼ Gama(α, β)

dgamma(x, shape, rate = 1, scale = 1/rate, log = FALSE)

pgamma(q, shape, rate = 1, scale = 1/rate, lower.tail = TRUE,log.p = FALSE)

qgamma(p, shape, rate = 1, scale = 1/rate, lower.tail = TRUE,log.p = FALSE)

rgamma(n, shape, rate = 1, scale = 1/rate)



Modelo Gama

Observação (Distribuição qui-quadrado)

Se X ∼ Gama(α, β) com α = k/2 e λ = 1/2, k ∈ Z+, a v.a X tem
distribuição qui-quadrado com k graus de liberdade e sua f.d.p.
é dada por:

fX (x ; k) =


xk/2−1e−x

(k/2)Γ(1/2)
, x > 0,

0, x ≤ 0

Notação: X ∼ χ2
(k).

Propriedades

Se X ∼ χ2
(k), tem-se

1) E [X ] = k e Var(X ) = 2k.

2) A f.g.m. é dada por: mX (t) = (1− 2t)−k/2 , t < 1/2.



Distribuição de uma função de uma v.a.
▶ Suponha X é uma v.a cont́ınua com fX (x), e temos interesse

em determinar a distribuição de probabilidade de uma V.A. Y
definida por: Y = g(X ), onde g(·) é uma função continua e
diferenciável.

▶ Como determinar a distribuição Y ?
▶ a função de distribuição da v.a Y ;
▶ a f.g.m da v.a Y .

Exemplo (1)

Suponha que X ∼ Gama(α, λ). Determinar a f.d.p. da V.A.
Y = cX , c > 0.

Solução:

▶ O suporte de X é dada por RX = {x ; x > 0} e da v.a. Y é
RY = {y ; y > 0}.

▶ Para y ∈ RY , a função de probabilidade acumulada é:

FY (y) = P(Y ≤ y) = P(cX ≤ y) = P(X ≤ y/c) = FX (y/c).



Distribuição de uma função de uma v.a.

▶ Dáı,

fY (y) =
1

c
fX (y/c) =

1

c

λα

Γ(α)

(y
c

)α−1
e−λy/c

=
(λ/c)αyα−1e−λy/c

Γ(α)
, y > 0.

▶ Portanto, Y ∼ Gama(α, λ/c).

Outra forma,

MY (t) = E [etY ] = E [etcX ] = MX (tc) =

(
λ

λ− tc

)α

=

(
λ/c

λ/c − t

)α

Dáı tem-se que Y ∼ Gama(α, λ/c).



Distribuição de uma função de uma v.a.

Teorema
Suponha que X é uma V.A. cont́ınua com f.d.p. fX (x); seja RX =
{x ; fX (x) > 0} o suporte da V.A. Assuma que:

i) Y = H(X ) define uma transformação 1 a 1 de RX em RY

(suporte Y ).

ii) A derivada de x = H−1(y) em relação à y é cont́ınua e diferente
de zero para y ∈ RY , onde H

−1(y) é a função inversa de H(x),
isto é, H−1(y) é o valor de x que corresponde H(x) = y . Então,
Y é uma V.A. cont́ınua com f.d.p.:

fY (Y ) = | d
dy

H−1(y)|fX (H−1(y))IRY
(y).



Distribuição de uma função de uma v.a.

Suponha que RX é um intervalo e H(x) é uma função monótona
(crescente ou decrescente) sobre x .

▶ Crescente: H ′(x) > 0 ⇔ d
dyH

−1(y) > 0 sobre RY . Para y ∈ RY ,

Fy (Y ) = P(Y ≤ y) = P(H(X ) ≤ y) = P(X ≤ H−1(y))

Dáı

fY (y) =
d

dy
FY (y) =

d

dy
H−1(y)fX (H

−1(y)).

▶ Decrescente: H ′(x) < 0 ⇔ d
dyH

−1(y) < 0 sobre RY . Para y ∈ RY ,

FY (y) = P(Y ≤ y) = P(H(X ) ≤ y) = P(X > H−1(y)) = 1− P(X ≤ H−1(y))

⇒ FY (y) = 1− FX (H
−1(y)).

Dáı, fY (y) = − d

dy
H−1(y)fX (H

−1(y))IRY
(y).



Exemplo (Gama-Inversa)
Suponha X ∼ Gama(α, λ) . Determine a f.d.p. da v.a. Y = 1/X .
Solução: Note que y = H(x) = 1/x ⇒ x = 1

y = H−1(y).

dx

dy
= − 1

y2

Pelo teorema anterior a f.d.p. de Y é

fY (y) = | d
dy

(H−1(y))|fX (H−1(y))

onde fX (x) =
λαxα−1

Γ(α)
e−λx IRX

(x) com suporte RX = {x ; x > 0}. Dáı,

fY (y) =
1

y2

λα

Γ(α)
e−

λ
y , y > 0 ⇒ fY (y) =

{
λα

Γ(α)y
−(α+1)e−

λ
y , y > 0

0 , c .c .

A distribuição da V.A. Y é conhecida como a distribuição
Gama-Inversa.



Modelo Weibull

Uma v.a. X tem distribuição Weibull com parâmetros α > 0 e λ > 0, se
sua f.d.p. é dada por:

fX (x ;α, λ) =

{
α
λα x

α−1e−( x
λ )α , x > 0

0, c.c.

Notação: X ∼ Weibull(α, λ).
A f.d.a. da distribuição Weibull(α, λ) é dada por:

FX (x) =

{
1− e−( x

λ )α , x ≥ 0
0, c.c.

No aplicativo R as f.d.p, f.d.a, a função quantil e função geradora da
distribuição Weibull são respectivamente,

dweibull(x, shape, scale = 1, log = FALSE)

pweibull(q, shape, scale = 1, lower.tail = TRUE, log.p = FALSE)

qweibull(p, shape, scale = 1, lower.tail = TRUE, log.p = FALSE)

rweibull(n, shape, scale = 1)



Modelo Weibull

Representação gráfica da f.d.p e f.d.a da v.a. X ∼ Weibull(α, 1).
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Modelo Weibull

Propriedades

Se X ∼ Weibull(α, λ), tem-se

1) r -ésimo momento

µ′
r = E (X r ) = λrΓ(1 + r/α)

2) A media e variância são:

E [X ] = λΓ(1+1/α), ee;Var(X ) = λ2
(
Γ(1 + 2/α)− Γ(1 + 1/α)2

)
.

3) A função quantil

QX (p) = −λ log(1− q)α, 0 < q < 1;

4) A mediana
QX (1/2) = x0.5 = λ log(2)α.



Modelo Weibull

Exemplo

O tempo de vida de um certo tipo de capacitor tem distribuição
Weibull com parâmetros λ = 100.000 horas e α = 0, 5.

(a) Qual é a probabilidade de um capacitor operar por um tempo
superior a 1 ano?

(b) Determine o tempo médio de vida do capacitor.

Solução:

▶ Se X representa o tempo de vida de capacitores, então
X ∼ Weibull(α = 0, 5, λ = 100.000)

▶ Assim,

FX (x) =

{
1− e−( x

100.000
)0,5 , x ≥ 0

0, c.c.



Modelo Weibull

(a) Qual é a probabilidade de um capacitor operar por um tempo
superior a 1 ano?

P(X > 365×24) = 1−FX (8760) = exp

{
−(

8760

100.000
)0,5

}
= 0.743

No R:= 1-pweibull(8760,shape=0.5, scale=10000)

(b) Determine o tempo médio de vida do capacitor.

E [X ] = λΓ(1 + 1/α)

= 100.000Γ(1 + 1/0, 5) = 100.000× 2! = 200.000h

Observação

Se X ∼ Weibull(α = 1, λ), então X ∼ Ex(λ)



Modelo Beta
Uma v.a. X tem distribuições Beta com parâmetros α > 0 e β > 0,
se a f.d.p. é dada por:

f (x ;α, β) =
xα−1(1− x)β−1

B(α, β)
I(0,1)(x),

onde, B(α, β) =
Γ(α)Γ(β)

Γ(α+ β)
Notação: X ∼ Beta(α, β). A FDA da distribuição é dada por

F (x ;α, β) =

∫ x
0 ta−1 (1− t)b−1 dt

B(α, β)

=
B(x ;α, β)

B(α, β)

= Ix(α, β)

onde B(x ;α, β) é a função beta incompleta e Ix(α, β) é a função
beta incompleta regularizada.



Modelo Beta

Observação

Das propriedades da f.d.p da distribuição Beta, tem-se∫ 1

0
xα−1(1− x)β−1dx =

Γ(α)Γ(β)

Γ(α+ β)
.

A representação gráfica da f.d.p da X ∼ Beta(α, β)
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Modelo Beta

Propriedades

Se X ∼ Beta(α, β), tem-se

1) O r -ésimo momento de X é

E [X r ] =

∫ 1

0

x rxα−1(1− x)β−1

B(α, β)
dx

=
1

B(α, β)

∫ 1

0
xα+r−1(1− x)β−1dx =

B(α+ r , β)

B(α, β)
,

onde r = 1, 2, 3, . . ..

2) De (1), tem-se

E [X ] =
B(α+ 1, β)

B(α, β)
=

α

α+ β
e Var(X ) =

αβ

(α+ β)2(α+ β + 1)
.



Modelo Beta

Exerćıcio
Considere que a v.a X ∼ Beta(α, β). Determine

(a) a f.d.p da v.a. Y = cX , c > 0

(b) a f.d.p da v.a. Y = − logX , quando β = 1.

No aplicativo R, as f.d.p, f.d.a., função quantil e gerador do modelo
são respectivamente

dbeta(x, shape1, shape2, ncp = 0, log = FALSE)

pbeta(q, shape1, shape2, ncp = 0, lower.tail = TRUE, log.p = FALSE)

qbeta(p, shape1, shape2, ncp = 0, lower.tail = TRUE, log.p = FALSE)

rbeta(n, shape1, shape2, ncp = 0)



Modelo Normal

Uma v.a. X tem distribuição Normal com parâmetros µ ∈ R e
σ2 > 0, se sua f.d.p. é dada por:

fX (x ;µ, σ
2) =

1√
2πσ

e−
1
2(

x−µ
σ )

2

, x ∈ R (1)

Notação: X ∼ N(µ, σ2).
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Modelo Normal

Propriedades

Se X ∼ N(µ, σ2), então:

(i) E [X ] = µ e Var(X ) = σ2.

(ii) A f.g.m. é mX (t) = eµt+t2σ2/2.

(iii) O coeficiente de assimetria, Sk = 0

(iv) O coeficiente de curtose, Cx = 3

(v)

P[µ− σ ≤ X ≤ µ+ σ] = 0, 6826

P[µ− 2σ ≤ X ≤ µ+ 2σ] = 0, 9544

P[µ− 3σ ≤ X ≤ µ+ 3σ] = 0, 9973



Modelo Normal

A FDA de uma v.a. X ∼ N(µ, σ2) é dada por

FX (x ;µ, σ
2) =

∫ x

−∞

1√
2πσ

e−
1
2(

t−µ
σ )

2

dt.
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Modelo Normal Padrão

Se Z é uma variável aleatória normal com média zero e variância
um, então Z é chamado de uma v.a. normal padrão ou reduzida e
sua f.d.p é dada por:

fZ (z) =
1√
2π

e−z2 , z ∈ R

A FDA de a v.a. Z ∼ N(0, 1), é
representada por

Φ(z) = P(Z ≤ z) =

∫ z

−∞

1√
2πσ

e−t2dt



Tabela Normal Padrão



Exemplo

Seja Z ∼ N(0, 1) determinar:

(a) P(Z ≤ 1.80)

(b) P(0.55 ≤ Z < 1.80),

(c) P(Z < −0, 55)

(d) o valor de k tal que P(Z ≤ k) = 0.05



Modelo Normal

Resultado (Transformação linear)

Suponha que X ∼ N(µ, σ2). Então a V.A. Y = a + bX tem
distribuição Normal com média igual a a + bµ e variância dada
por b2σ2.

Demonstração:

mY (t) = E [etY ] = E [et(a+bX )] = E [etaetbX ] = etaE [etbX ]

= etamX (tb) = etaeµbt+b2t2σ2/2

⇒ MY (t) = et(a+µb)+t2(b2σ2)/2.

Portanto, Y ∼ N(a+ bµ, b2σ2). ■

Corolário (Normal padrão)

Se X ∼ N(µ, σ2) a v.a.

Z =
X − µ

σ
∼ N(0, 1).



Exemplos de aplicação

Exemplo
Seja X ∼ N(90, 100) determinar

(a) P(90 ≤ X ≤ 100),

(b) P(|X − 90| ≤ 30),

(c) o valor de x0 tal que P(X ≤ x0) = 0, 985

Solução: (a)

P(90 ≤ X ≤ 100) = P

(
90− 90

10
≤ X − 90

10
≤ 100− 90

10

)
= P (0 ≤ Z ≤ 1) = Φ(1)− Φ(0)

= 0, 841345− 0, 5 = 0, 341345.

(b)

P(|X − 90| ≤ 30) = P

(∣∣∣∣X − 90

10

∣∣∣∣ ≤ 30

10

)
= P (|Z | ≤ 3) = P(−3 ≤ Z ≤ 3) = Φ(3)− Φ(−3)



Exemplos de aplicação

Note que Φ(−3) = 1− Φ(3),

P(|X − 90| ≤ 30) = Φ(3)− Φ(−3) = 2Φ(3)− 1

= 2(0, 99865)− 1 = 0, 9973

(c)

P(X ≤ x0) = 0, 985 =⇒ P

(
X − 90

10
≤ x0 − 90

10

)
= 0, 985

Da Tabela normal padrão x0−90
10 = 2, 17, dáı tem-se

x0 = 90 + 10(2, 17) = 111, 7



A função quantil da distribuição normal

Seja X ∼ N(µ, σ), a função quantil é dado por

QX (p) = µ+ σΦ−1(p), 0 < p < 1

onde Φ−1(p) é a função quantil da distribuição normal padrão.

Observação

▶ Φ−1(1/2) = 0,

▶ QX (1/2) = µ+ σΦ−1(1/2) = µ = xmd



Exemplos de aplicação

No aplicativo R, as f.d.p, f.d.a., função quantil e gerador do modelo são
respectivamente

dnorm(x, mean = 0, sd = 1, log = FALSE)

pnorm(q, mean = 0, sd = 1, lower.tail = TRUE, log.p = FALSE)

qnorm(p, mean = 0, sd = 1, lower.tail = TRUE, log.p = FALSE)

rnorm(n, mean = 0, sd = 1)

Cálculo das probabilidades com o software R

(a) P(90<X<100)=pnorm(100, 90,10)-pnorm(90, 90,10)=0,3413447

(b) P(|X-90|\leq 30 )=P(-39<X-90<30)

=pnorm(30,0,10)-pnorm(30,0,10)= 0,9973002

(c) P(X<= x_0)=F_X(x_0)= 0,985,

x_0=Q_X(0,985)=qnorm(0.985,90,10)= 111.7009



Exerćıcio
O tempo gasto no exame vestibular de uma universidade tem
distribuição normal com média 120 minutos e desvio padrão 15
minutos. Sorteando-se um aluno ao acaso, qual é probabilidade
dele terminar o exame antes de 100 minutos?

(a) Sorteando-se um aluno ao acaso, qual é probabilidade dele
terminar o exame antes de 100 minutos?

(b) Qual deve ser o tempo de prova de modo que permita o
95% dos vestibulandos terminem no prazo estipulado?

(c) Qual o intervalo central de tempo, tal que 80



Resultado (Distribuição qui-quadrado)
Se X ∼ N(0, 1), então a v.a. Y = X 2 tem distribuição qui–quadrado
com 1 grau de liberdade.
Demonstração:

(i) Se X ∼ N(0, 1), temos que fX (x) = (
√
2π)−1e−x2/2, x ∈ R;

(ii) Já que Y = X 2 o suporte da v.a Y é RY = {y : y > 0};

(iii) Para y ∈ RY ,

FY (y) = P(Y ≤ y) = P(X 2 ≤ y) = P(−√
y ≤ X ≤ √

y)

= P(X ≤ √
y)− P(X ≤ −√

y)

FY (y) = FX (
√
y)− FX (−

√
y),

(iv) Derivando,
d

dy
FY (y) =

d

dy
FX (

√
y)−

d

dy
FX (−

√
y).

(iv) Obtém-se

fY (y) =
1

√
y
√
2π

e−y/2 =
1

√
π21/2

y1/2−1e−y/2

=
1

Γ(1/2)21/2
y1/2−1e−y/2, y > 0.

Portanto, Y ∼ χ2
(1)

.

■
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