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Motivação: Chapa delgada com carregamento atuando no plano da chapa

Hipóteses em relação ao campo de tensões:

E, levando em conta que a chapa é delgada, admite-se ainda que:

𝜏𝑥𝑥 = 𝜏𝑥𝑥 𝑥, 𝑦 ; 𝜏𝑦𝑦 = 𝜏𝑦𝑦 𝑥, 𝑦 ; 𝜏𝑥𝑦 = 𝜏𝑥𝑦(𝑥, 𝑦)

𝜏𝑧𝑧 = 𝜏𝑥𝑧 = 𝜏𝑦𝑧 = 0



PEF3302 – Mecânica das Estruturas I – Estado Plano de Tensão (EPT)

Considerando-se as equações diferenciais de equilíbrio:

𝜕τ𝑥𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕τ𝑥𝑦

𝜕𝑦
+

𝜕τ𝑥𝑧

𝜕𝑧
+ 𝑓𝑥

𝑏 = 0

𝜕τ𝑥𝑦

𝜕𝑥
+

𝜕τ𝑦𝑦

𝜕𝑦
+

𝜕τ𝑦𝑧

𝜕𝑧
+ 𝑓𝑦

𝑏 = 0

𝜕τ𝑥𝑧

𝜕𝑥
+

𝜕τ𝑦𝑧

𝜕𝑦
+

𝜕τ𝑧𝑧

𝜕𝑧
+ 𝑓𝑧

𝑏 = 0

Estas simplificam-se para:

𝜕τ𝑥𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕τ𝑥𝑦

𝜕𝑦
+ 𝑓𝑥

𝑏 = 0 ֜ 𝑓𝑥
𝑏 = 𝑓𝑥

𝑏(𝑥, 𝑦)

𝜕τ𝑥𝑦

𝜕𝑥
+

𝜕τ𝑦𝑦

𝜕𝑦
+ 𝑓𝑦

𝑏 = 0 ֜ 𝑓𝑦
𝑏 = 𝑓𝑦

𝑏 𝑥, 𝑦

𝑓𝑧
𝑏 = 0
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Relações constitutivas

𝜀𝑧𝑧 = −
ν

𝐸
(𝜏𝑥𝑥 + 𝜏𝑦𝑦)

𝜀𝑥𝑥 =
𝜏𝑥𝑥

𝐸
−

ν

𝐸
𝜏𝑦𝑦

𝜀𝑦𝑦 =
𝜏𝑦𝑦

𝐸
−

ν

𝐸
𝜏𝑥𝑥

𝛾𝑥𝑦 =
𝜏𝑥𝑦

𝐺
=

2(1 + 𝑣)

𝐸
𝜏𝑥𝑦

𝛾𝑥𝑧 =
𝛾𝑥𝑧

𝐺
= 0

𝛾𝑦𝑧 =
𝛾𝑦𝑧

𝐺
= 0

Utilizando a notação 𝜺 = 𝑫𝝉 e 𝝉 = 𝑪𝜺 (𝑪 = 𝑫−𝟏), resulta:

𝑫 =
1

𝐸

1 −ν 0
−ν 1 0
0 0 2(1 + ν)

𝑪 =
𝐸

1 − ν2

1 ν 0
ν 1 0

0 0
1 − ν

2
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Formulação diferencial do modelo do estado plano de tensão

Determinar:
u(x,y); v(x,y); 𝜏𝑥𝑥 x, y ; 𝜏𝑦𝑦 x, y ; 𝜏𝑥𝑦 x, y ; 

𝜀𝑥𝑥 x, y ; 𝜀𝑦𝑦 x, y ; 𝛾𝑥𝑦 x, y .

Tal que:

𝜕τ𝑥𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕τ𝑥𝑦

𝜕𝑦
+ 𝑓𝑥

𝑏 = 0

𝜕τ𝑥𝑦

𝜕𝑥
+

𝜕τ𝑦𝑦

𝜕𝑦
+ 𝑓𝑦

𝑏 = 0

𝜀𝑥𝑥 =
𝜕𝑢

𝜕𝑥

𝜀𝑦𝑦 =
𝜕𝑣

𝜕𝑦

𝛾𝑥𝑦 =  (
𝜕𝑢

𝜕𝑦
+

𝜕𝑣

𝜕𝑥
)

∀𝒙 ∈ 𝐴

𝑢 =  ො𝑢 𝑥, 𝑦 𝑣 =  ො𝑣(𝑥, 𝑦)

𝑓𝑥
𝑠 = መ𝑓𝑥

𝑠 𝑥, 𝑦 𝑓𝑦
𝑠 = መ𝑓𝑦

𝑠(𝑥, 𝑦) 

𝝉 = 𝑪𝜺

Dados: 

𝑓𝑥
𝑏 = 𝑓𝑥

𝑏 𝑥, 𝑦  e 𝑓𝑦
𝑏 = 𝑓𝑦

𝑏(𝑥, 𝑦), definidos em A

∀𝒙 ∈ 𝐿𝑓

∀𝒙 ∈ 𝐿𝑢
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Quando a solução para este problema plano é determinada, a 
solução do problema 3D é obtida considerando-se, adicionalmente:

𝛾𝑦𝑧 = 𝛾𝑧𝑥= 0

𝜏𝑧𝑧 = 𝜏𝑦𝑧 = 𝜏𝑥𝑧 = 0

𝜀𝑧𝑧 = −
ν

𝐸
𝜏𝑥𝑥 + 𝜏𝑦𝑦
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A solução de EPT para o problema 3D não é exata.
De fato: 

𝑤 𝑥, 𝑦, 𝑧 = 𝑧𝜀𝑧𝑧 𝑥, 𝑦 + 𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜀𝑧𝑧 = 𝜀𝑧𝑧 𝑥, 𝑦  e  
𝜕𝑤

𝜕𝑧
= 𝜀𝑧𝑧 𝑥, 𝑦

Integrando em relação a z:

Assumindo 𝑤 𝑥, 𝑦, 𝑧 = 0, para z=0 → 𝑓 𝑥, 𝑦 = 0 e 𝑤 𝑥, 𝑦, 𝑧 = 𝑧𝜀𝑧𝑧 𝑥, 𝑦   

Pode-se calcular :

  𝛾𝑦𝑧 =
𝜕𝑤

𝜕𝑦
+

𝜕𝑣

𝜕𝑧
= 𝑧

𝜕𝜀𝑧𝑧

𝜕𝑦
≠ 0 (em geral)

𝜏𝑥𝑧 = 𝜏𝑦𝑧 = 0

Note-se que as hipóteses iniciais

Resultam em:

𝛾𝑦𝑧 = 𝛾𝑧𝑥= 0

A solução exata do problema 3-D e aquela obtida  pelo 
modelo EPT diferem por termos proporcionais a espessura 
ao quadrado da chapa => Solução de EPT é boa para 
chapas delgadas



Formulação diferencial do modelo do EPD ou EPT

Dados: 

𝑓𝑥
𝑏 = 𝑓𝑥

𝑏 𝑥, 𝑦  e 𝑓𝑦
𝑏 = 𝑓𝑦

𝑏(𝑥, 𝑦), definidos em A

Determinar:
u(x,y); v(x,y); 𝜏𝑥𝑥 x, y ; 𝜏𝑦𝑦 x, y ; 𝜏𝑥𝑦 x, y ; 𝜀𝑥𝑥 x, y ; 𝜀𝑦𝑦 x, y ; 𝛾𝑥𝑦 x, y .

Tal que:

𝜕τ𝑥𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕τ𝑥𝑦

𝜕𝑦
+ 𝑓𝑥

𝑏 = 0

𝜕τ𝑥𝑦

𝜕𝑥
+

𝜕τ𝑦𝑦

𝜕𝑦
+ 𝑓𝑦

𝑏 = 0

𝜀𝑥𝑥 =
𝜕𝑢

𝜕𝑥

𝜀𝑦𝑦 =
𝜕𝑣

𝜕𝑦

𝛾𝑥𝑦 =  (
𝜕𝑢

𝜕𝑦
+

𝜕𝑣

𝜕𝑥
)

∀𝒙 ∈ 𝐴

𝑢 =  ො𝑢 𝑥, 𝑦 𝑣 =  ො𝑣(𝑥, 𝑦)

𝑓𝑥
𝑠 = መ𝑓𝑥

𝑠 𝑥, 𝑦 𝑓𝑦
𝑠 = መ𝑓𝑦

𝑠(𝑥, 𝑦) ∀𝒙 ∈ 𝐿𝑓

∀𝒙 ∈ 𝐿𝑢

𝝉 = 𝑪𝜺
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Considerando o  𝑪 aplicável 
para EPD ou EPT



Definindo-se os módulos efetivos 𝐸∗ e ν∗:

EPT

𝐸∗ = 𝐸
ν∗ = ν

EPD

𝐸∗ =
𝐸

1 − ν2

ν∗ =
ν

1 − ν

𝑪 =
𝐸∗

1 − ν∗²

1 ν∗ 0
ν∗ 1 0

0 0
1 − ν∗

2

𝑪 =

𝐸
1 − ν2

(1 −
ν

1 − ν)(1 +
ν

1 − ν)

1
ν

1 − ν
0

ν

1 − ν
1 0

0 0
1 − 2ν

2(1 − ν)

𝐶 =
𝐸(1 − ν)

(1 + ν)(1 − 2ν)

1
ν

1 − ν
0

ν

1 − ν
1 0

0 0
1 − 2ν

2(1 − ν)
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Para EPD:



Exemplo 4.1, pág. 193

Chapa delgada sob ação do peso próprio

Considera-se EPT.
Tem-se:

•   𝑓𝑥
𝑏 = 0 e 𝑓𝑦

𝑏 = −𝜌𝑔

•  Para todas as bordas: 𝜏𝑥𝑥= 𝜏𝑥𝑦 = 0

•  Admite-se que  𝜏𝑥𝑥= 𝜏𝑥𝑦 = 0 para todo o domínio

A expressão de equilíbrio
𝜕τ𝑥𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕τ𝑥𝑦

𝜕𝑦
+ 𝑓𝑥

𝑏 = 0 é identicamente satisfeita e

𝜕τ𝑥𝑦

𝜕𝑥
+

𝜕τ𝑦𝑦

𝜕𝑦
+ 𝑓𝑦

𝑏 = 0 leva a: τ𝑦𝑦 = 𝜌𝑔𝑦 + 𝑓(𝑥)

Em y = a, tem-se: 𝑓𝑦
𝑠 = 𝜌𝑔𝑎 = 𝜌𝑔𝑎 + 𝑓(𝑥). Portanto, 𝑓(𝑥) = 0

Na parte inferior (y = 0), a condição de contorno é satisfeita, ou seja: 𝑓𝑦
𝑠(x,0) = 0 = τ𝑦𝑦(𝑥, 0)
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Podem-se obter as deformações: 

𝜀𝑥𝑥 =
𝜏𝑥𝑥

𝐸
−

ν

𝐸
𝜏𝑦𝑦 = −

ν

𝐸
𝜏𝑦𝑦 = −

ν

𝐸
𝜌𝑔𝑦

𝜀𝑦𝑦 =
𝜏𝑦𝑦

𝐸
−

ν

𝐸
𝜏𝑥𝑥 =

𝜌𝑔𝑦

𝐸

𝛾𝑥𝑦 =
𝜏𝑥𝑦

𝐺
= 0
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Para se obterem os deslocamentos, é necessário integrar as relações de compatibilidade:

𝜀𝑥𝑥 =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
 , que leva a 

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= −

ν

𝐸
𝜌𝑔𝑦 ֜  𝑢 𝑥, 𝑦 = −

ν

𝐸
𝜌𝑔𝑥𝑦 + 𝑓1(𝑦)

𝜀𝑦𝑦 =
𝜕𝑣

𝜕𝑦
 , que leva a 

𝜕𝑣

𝜕𝑦
=

𝜌𝑔𝑦

𝐸
֜  𝑣 𝑥, 𝑦 =

𝜌𝑔𝑦2

2𝐸
+ 𝑓2 𝑥

𝛾𝑥𝑦 =
𝜕𝑢

𝜕𝑦
+

𝜕𝑣

𝜕𝑥
= 0 = −ν𝑘𝑥 +

𝑑𝑓1

𝑑𝑦
+

𝑑𝑓2

𝑑𝑥
, com 𝑘= 

𝜌𝑔

𝐸
 (*)
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Para se obterem os deslocamentos, é necessário integrar as relações de compatibilidade:

Definindo-se: 𝑔1 𝑥 = −ν𝑘𝑥 +
𝑑𝑓2

𝑑𝑥
  e 𝑔2 𝑦 =

𝑑𝑓1

𝑑𝑦

Pode-se escrever a partir da eq. (*): 𝑔1 𝑥 + 𝑔2 𝑦 = 0 , que leva a 𝑔1 =  𝐶2 e 𝑔2 = −𝐶2. 

Então: −ν𝑘𝑥 +
𝑑𝑓2

𝑑𝑥
= 𝐶2

Por integração: 𝑓2 𝑥  = 𝐶2𝑥 +
ν𝑘𝑥²

2
+ 𝐶3. Ainda, 

𝑑𝑓1

𝑑𝑦
 = −𝐶2 ֜ 𝑓1 𝑦 = −𝐶2𝑦 + 𝐶4

Portanto:
𝑢 = −ν𝑘𝑥𝑦 − 𝐶2𝑦 + 𝐶4

𝑣 =
𝑘𝑦2

2
+

ν𝑘𝑥²

2
+ 𝐶2𝑥 + 𝐶3
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Impondo-se as condições cinemáticas no ponto P:

𝑢 0, 𝑎 = −𝐶2𝑎 + 𝐶4 = 0 

 𝑣 0, 𝑎 =
𝑘𝑎2

2
+ 𝐶3 = 0

Considerando-se que não há movimento de rotação em relação a P:

𝜕𝑣

𝜕𝑥
0, 𝑎 = 0 ֜

𝜕𝑣

𝜕𝑥
0, 𝑎 = 𝐶2 ֜ 𝐶2 = 0

Então: 

𝐶4 = 0 

𝐶3 = −
𝑘𝑎2

2

Retornando-se aos deslocamentos:

𝑢 = −ν𝑘𝑥𝑦

𝑣 =
𝜌𝑔

2𝐸
(𝑦2 + ν𝑥² − 𝑎2)
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