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Motivação: Barragem submetida a um carregamento hidrostático

Supondo-se que os deslocamentos nas seções de extremidade sejam impedidos na direção 
z, w=0.

Considerando que, geometricamente,  a barragem corresponde a um sólido prismático 
(seções idênticas para qualquer z) e que o carregamento também se repete para qualquer 
z, é intuitivo supor que a solução do problema se repita para todo z.
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Formalmente, considera-se o método semi-inverso:

Hipótese para o campo de 
deslocamentos

Determina-se a classe de 
problemas que pode ser 
resolvida e é compatível 

com essas hipóteses

Para Estado Plano de Deformação, considera-se:

Hipóteses Cinemáticas:

𝑢 = 𝑢 𝑥, 𝑦
𝑣 = 𝑣 𝑥, 𝑦

𝑤 = 0
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Relações de compatibilidade

𝜀𝑥𝑥 =
𝜕𝑢

𝜕𝑥

𝜀𝑦𝑦 =
𝜕𝑣

𝜕𝑦

𝛾𝑥𝑦 =  (
𝜕𝑢

𝜕𝑦
+

𝜕𝑣

𝜕𝑥
)

𝜀𝑥𝑥 = 𝜀𝑥𝑥(𝑥, 𝑦)

𝜀𝑦𝑦 = 𝜀𝑦𝑦(𝑥, 𝑦)

𝛾𝑥𝑦 = 𝛾𝑥𝑦(𝑥, 𝑦)

𝜀𝑧𝑧 =
𝜕𝑤

𝜕𝑧

𝛾𝑦𝑧 =  (
𝜕𝑤

𝜕𝑦
+

𝜕𝑣

𝜕𝑧
)

𝛾𝑧𝑥 =  (
𝜕𝑢

𝜕𝑧
+

𝜕𝑤

𝜕𝑥
)

𝛾𝑦𝑧 = 0

𝛾𝑧𝑥 = 0

𝜀𝑧𝑧 = 0
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Relações constitutivas

𝜀𝑧𝑧 = 0 =
𝜏𝑧𝑧

𝐸
−

ν

𝐸
(𝜏𝑥𝑥 + 𝜏𝑦𝑦) 𝜏𝑧𝑧 = ν 𝜏𝑥𝑥 + 𝜏𝑦𝑦

Considerando as componentes de deformação no plano:

𝜀𝑥𝑥 =
𝜏𝑥𝑥

𝐸
−

ν

𝐸
𝜏𝑦𝑦 + 𝜏𝑧𝑧 =

(1 − ν2)

𝐸
𝜏𝑥𝑥 −

ν(1 + ν)

𝐸
𝜏𝑦𝑦

𝜀𝑦𝑦 =
𝜏𝑦𝑦

𝐸
−

ν

𝐸
𝜏𝑥𝑥 + 𝜏𝑧𝑧 =

(1 − ν2)

𝐸
𝜏𝑦𝑦 −

ν(1 + ν)

𝐸
𝜏𝑥𝑥

E a distorção: 𝛾𝑥𝑦 =
𝜏𝑥𝑦

𝐺
=

2(1 + 𝑣)

𝐸
𝜏𝑥𝑦

Tem-se ainda:
𝜏𝑥𝑧 = 0

𝜏𝑦𝑧 = 0
uma vez que 𝛾𝑦𝑧 = 𝛾𝑧𝑥 = 0
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Podemos definir as matrizes coluna das componentes de deformação e tensão no plano:

𝝉 =

𝜏𝑥𝑥

𝜏𝑦𝑦

𝜏𝑥𝑦

𝜺 =

𝜖𝑥𝑥

𝜀𝑦𝑦

𝛾𝑥𝑦

Pode-se definir: 𝜺 = 𝑫𝝉

Onde: 𝑫 =
(1 + ν)

𝐸

(1 − ν) −ν 0
−ν (1 − ν) 0
0 0 2

Onde: 𝐶 =
𝐸(1 − ν)

(1 + ν)(1 − 2ν)

1
ν

1 − ν
0

ν

1 − ν
1 0

0 0
1 − 2ν

2(1 − ν)

Podemos ainda escrever: 𝝉 = 𝑫−𝟏𝜺 = 𝑪𝜺

Nota-se que resulta:
𝜏𝑥𝑥 = 𝜏𝑥𝑥 𝑥, 𝑦
𝜏𝑦𝑦 = 𝜏𝑦𝑦(𝑥, 𝑦)

𝜏𝑥𝑦 = 𝜏𝑥𝑦(𝑥, 𝑦)
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Considerando o equilíbrio diferencial:

Levando em 
consideração 
os resultados 
anteriores

𝑓𝑥
𝑏 = 𝑓𝑥

𝑏 (𝑥, 𝑦)

𝑓𝑦
𝑏 = 𝑓𝑦

𝑏(𝑥, 𝑦)

Restrições para os carregamentos externos de forma que as hipóteses 
relativas ao campo de deslocamento possam ser verificadas:

𝑓𝑥
𝑏 = 𝑓𝑥

𝑏 𝑥, 𝑦

𝑓𝑦
𝑏 = 𝑓𝑦

𝑏(𝑥, 𝑦)

𝑓𝑧
𝑏 = 0

𝜕τ𝑥𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕τ𝑥𝑦

𝜕𝑦
+

𝜕τ𝑥𝑧

𝜕𝑧
+ 𝑓𝑥

𝑏 = 0

𝜕τ𝑥𝑦

𝜕𝑥
+

𝜕τ𝑦𝑦

𝜕𝑦
+

𝜕τ𝑦𝑧

𝜕𝑧
+ 𝑓𝑦

𝑏 = 0

𝜕τ𝑥𝑧

𝜕𝑥
+

𝜕τ𝑦𝑧

𝜕𝑦
+

𝜕τ𝑧𝑧

𝜕𝑧
+ 𝑓𝑧

𝑏 = 0 ֜ 𝑓𝑧
𝑏 = 0
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Condições de contorno

Em Su:

Em Sf:

𝑢 𝑥, 𝑦, 𝑧 =  ො𝑢 𝑥, 𝑦
𝑣 𝑥, 𝑦, 𝑧 =  ො𝑣(𝑥, 𝑦)

𝐓𝐧 = 𝒇𝒔

𝜏𝑥𝑥 𝜏𝑥𝑦 0

𝜏𝑥𝑦 𝜏𝑦𝑦 0

0 0 𝜏𝑧𝑧

𝑛𝑥

𝑛𝑦

0
=

𝑓𝑥
𝑠

𝑓𝑦
𝑠

𝑓𝑧
𝑠

𝑓𝑥
𝑠 = 𝜏𝑥𝑥𝑛𝑥 + 𝜏𝑥𝑦𝑛𝑦

𝑓𝑦
𝑠 = 𝜏𝑥𝑦𝑛𝑥 + 𝜏𝑦𝑦𝑛𝑦

𝑓𝑧
𝑠 = 0
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Condições de contorno

Na superfície de topo:

𝒏 = 𝒆𝒛;  𝐓𝐧 = 𝒇𝒔

𝜏𝑥𝑥 𝜏𝑥𝑦 0

𝜏𝑥𝑦 𝜏𝑦𝑦 0

0 0 𝜏𝑧𝑧

0
0
1

=

𝑓𝑥
𝑠

𝑓𝑦
𝑠

𝑓𝑧
𝑠

𝑓𝑥
𝑠 = 0

𝑓𝑦
𝑠 = 0

𝑓𝑧
𝑠 = 𝜏𝑧𝑧 = ν(𝜏𝑥𝑥 + 𝜏𝑦𝑦)

Analogamente, na superfície de fundo:

𝒏 = −𝒆𝒛;  𝐓𝐧 = 𝒇𝒔

𝜏𝑥𝑥 𝜏𝑥𝑦 0

𝜏𝑥𝑦 𝜏𝑦𝑦 0

0 0 𝜏𝑧𝑧

0
0

−1
=

𝑓𝑥
𝑠

𝑓𝑦
𝑠

𝑓𝑧
𝑠

𝑓𝑥
𝑠 = 0

𝑓𝑦
𝑠 = 0

𝑓𝑧
𝑠 = 𝜏𝑧𝑧 = −ν(𝜏𝑥𝑥 + 𝜏𝑦𝑦)
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Formulação diferencial do modelo do estado plano de deformação

Dados: 

𝑓𝑥
𝑏 = 𝑓𝑥

𝑏 𝑥, 𝑦  e 𝑓𝑦
𝑏 = 𝑓𝑦

𝑏(𝑥, 𝑦), definidos em A

Determinar:
u(x,y); v(x,y); 𝜏𝑥𝑥 x, y ; 𝜏𝑦𝑦 x, y ; 𝜏𝑥𝑦 x, y ; 

𝜀𝑥𝑥 x, y ; 𝜀𝑦𝑦 x, y ; 𝛾𝑥𝑦 x, y .

Tal que:

𝜕τ𝑥𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕τ𝑥𝑦

𝜕𝑦
+ 𝑓𝑥

𝑏 = 0

𝜕τ𝑥𝑦

𝜕𝑥
+

𝜕τ𝑦𝑦

𝜕𝑦
+ 𝑓𝑦

𝑏 = 0

𝜀𝑥𝑥 =
𝜕𝑢

𝜕𝑥

𝜀𝑦𝑦 =
𝜕𝑣

𝜕𝑦

𝛾𝑥𝑦 =  (
𝜕𝑢

𝜕𝑦
+

𝜕𝑣

𝜕𝑥
)

∀𝒙 ∈ 𝐴

𝑢 =  ො𝑢 𝑥, 𝑦 𝑣 =  ො𝑣(𝑥, 𝑦)

𝑓𝑥
𝑠 = መ𝑓𝑥

𝑠 𝑥, 𝑦 𝑓𝑦
𝑠 = መ𝑓𝑦

𝑠(𝑥, 𝑦) ∀𝒙 ∈ 𝐿𝑓

∀𝒙 ∈ 𝐿𝑢

𝝉 = 𝑪𝜺
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Quando a solução para este problema plano é determinada, a 
solução do problema 3D é obtida considerando-se, adicionalmente:

𝑤 = 0

𝜀𝑧𝑧 = 𝛾𝑦𝑧 = 𝛾𝑧𝑥= 0

𝜏𝑦𝑧 = 𝜏𝑥𝑧 = 0

𝜏𝑧𝑧 = ν 𝜏𝑥𝑥 + 𝜏𝑦𝑦
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