Capitulo 6
Populacao e amostra

Este capitulo constroi a ponte entre a parte do livro que trata da Teoria de Probabilidade e a
que trata da Estatistica. Quem trafega pela ponte, fazendo a ligacao, é o conceito de amostra.
Mas a construgao dos pilares da ponte exige a introducao de muitos outros conceitos. Esses
conceitos é o cerne do presente capitulo.

Cabe aqui um comentario sobre a posicao do presente capitulo entre os outros capitulos do
livro. Por um lado, o capitulo deve preceder o Teorema Central de Limite e, consequentemente,
todos os métodos estatisticos a serem ensinados no livro que usam tal teorema. A obrigacao
da referida precedéncia motiva-se pelo fato que os conceitos de populacao e de distribuicao
populacional apresentados no presente capitulo sao imprescindivel na discussao dos aspectos
praticos do Teorema de Limite Central. Ja falando do material do livro que deve anteceder ao
presente capitulo, ele precisa contar ao leitor sobre variaveis aleatorias e conceitos subjacentes
pois tudo isso é imprescindivel para a compreencao da relacao entre populagao e amostra, que
é um dos principais assuntos do presente capitulo.

Vale também notar que uma das vantagem do posicionamento desse capitulo na sequencia
de apresentacao do livro é o énfas que consigo dar a distingao entre populacao e amostra, e,
consequentemente, a toda a logica sobre a estimacao da segunda pela primeira, o que por sua
vez, esclarece a necessidade e a construcao de estimadores.
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6.1 Populacao, distribuicao populacional, sua caraterizacao
e apresentacao

6.1.1 Definicao de conceitos primordiais

Nao achei as definicoes cirtas, objetivas e rigorosas dos conceitos primordiais que aqui preciso.
Mas achei um exemplo que dé& a noc¢ao indibia de tais conceitos. Ele estd abaixo e os conceitos
estao destacados em negrito.

Exemplo 58 emprestado por mim do livro “Elementary Statistics” escrito por Ron Larson e
Betsy Farber (Prentice Hall, Inc. 2003).

Num remoto vilarejo da Alaska, chamado Akhiok, cuja imagem vocé vé na Figura 1.1 ha
exatamente 77 habitantes; as fotos de alguns deles estao na Figura 1.2.

Captura da imagem: out 2015  As imagens podem ter direitos autorais.  Pan@ramio

Figura 6.1: A foto de algumas casa do vilarejo Akhiok. E aqui que residem os 77 moradores sobre os
quais falamos no Exemplo 1 e em exemplos subsequentes.

Essas 77 pessoas fornecem uma excelente exemplo para podermos falar de populagao e de
suas carateristicas. Entao, em primeiro lugar, notamos que essas pessoas podem ser chamadas
de populagao, pois fica claro que sao os moradores daquele vilarejo e nada mais e nada menos.

Imagine que perguntamos e anotamos a idade de cada morador. Especificamente, imagine
que encontramos com cada morador e perguntamos sua idade. Nesse caso, assim como na
maioria de casos que aparecerao no texto, nao exporemos e nao discutimos a maniera que foi
seguida para garantir que perguntarmos de todos mesmo. Podemos imaginar que usamos a
ordem alfabética.

A idade aqui é um excelente exemplo daquilo que chama-se de atributo; outros possiveis
atributos sao: altura, peso, sexo, a informagao se nasceu em Akhiok (respondida por sim/néo).Esses
sao exemplos de atributos que os individuos da populacao de Akhiok possuem. Para outras
populagoes existem outros atributos. Isso é 6bvio se comprendemos ”atributo de populaca”
como uma carateristica qualquer que cada individuo da populacao possui. Vamos ficar com
essa compreencao.

Na continuagao, vamos trabalhar com o arrendondamento por inteiros das idades dos mara-
dores de Akhiok. O motivo para o arredondamento é s6 obter certa comodidade na exposicao.
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Figura 6.2: As fotos de alguns de moradores do vilarejo Akhiok.

Esses valores estao apresentados na Figura 1.3. Ja na Figura 1.4 temos os mesmos valores apds
sua ordenacao. Prosseguiremos com os valorer ordenados, fato que descarta a necessidade de
descrever a ordem da apresentagao do conjunto nao ordenado. Mas, se deseja saber, posso lhe
informar que a ordem seguida é alfabética.

28, 6, 17, 48, 63, 47, 27, 21, 3, 7, 12,
39, 50, 54, 33, 45, 15, 24, 1, 7, 36, 53,
46, 27, 5, 10, 32, 50, 52, 11, 42, 22, 3,
17, 34, 56, 25, 2, 30, 10, 33, 1, 49, 13,
16, 8, 31, 21, 6, 9, 2, 11, 32, 25, 0,
55, 23, 41, 29, 4, 51, 1, 6, 31, 5, 5,
11, 4, 10, 26, 12, 6, 16, 8, 2, 4, 28

Figura 6.3: As idades de todos os 77 moradores de Akhiok (em ordem alfabética) arredondados por
inteiros e apresentados em ordem alfabética.

0,1,1,1,2,2,2, 3,3, 4, 4,
4,5,5,5,6,6,6,6,77,8,

8,9, 10, 10, 10, 11, 11, 11, 12, 12, 13,
15, 16, 16, 17, 17, 21, 21, 22, 23, 24, 25,
25, 26, 27, 28, 28, 28, 29, 30, 31, 31, 32,
32, 33, 33, 34, 36, 39, 41, 42, 45, 46, 47,
48, 49, 50, 50, 51, 52, 53, 54, 55, 56, 63

Figura 6.4: As idades de todos os 77 moradores de Akhiok (em ordem alfabética) arredondados por
inteiros e apresentados em ordem alfabética.

O conjunto de dados ordenados (chamado também conjunto ordenado de dados) pode ser
representado via tabela, cuja inica vantagem sobre a apresentacao como conjunto é que cada
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valor aparece uma vez s6, mas junto com seu contador que reflete o nimero de vezes que
este valor estd repetido no conjunto (este contador chama-se, naturalmente, por frequencia
absoluta):

o|1}2{3 4|5 |6 |7 ,8]9]10]|11
11313233422 ]|1]3]|3
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A tabela poderia ter sido feita para conjunto nao ordenado, porém a ordenacao ajuda a
visulaizacao do conjunto de dados e ao célculo de suas carateristicas.

O contador (a contagem) pode ser feita por frequencias absolutas, como na tabela acima,
ou por frequencias relativas, como na de baixo:
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A tabela da distribuicao de frequencia relativa perde uma informacgao em relacao com a que
estd na tabela da distribuicao de frequencia absoluta. De fato, ao receber o valor % referente
a idade 1, nao saberemos se ha 3 criangas com a idade 1 na populacao de total de 77 pessoas,
ou se sao 30 criancas com esta idade na populacao de 770 pessoas. Entretanto, as vezes, o
que interessa € s6 a distribuicao de frequencia relativa. E se um estatistico foi chamado para
trabalhar com dados, ele pode pedir a tabela de frequencia relativa junto com o tamanho da
populacao. Assim nada serd perdido.

As tabelas chamam-se, em Inglés frequency distribution, o que traduz-se como a dis-
tribuicao de frequencia. Ao ouvir esse termo, qualquer um perguntaria: “A frequéncia esta
distribuida sobre o que?” A resposta é: “Sobre os valores observados do atributo “idade” na
populacao do vilarejo Akhiok.” Isso explica que os nomes completos para as tabelas seriam
assim:

distribuicao da frequencia absoluta sobre os valores observados do atributo
“idade” na populacao do vilarejo Akhiok
e
distribuicao da frequencia relativa sobre os valores observados do atributo
“idade” na populacao do vilarejo Akhiok

s6 que no dia-a-dia esses termos sao encurtadas. Sobre isso falo no pardgrafo abaixo.
Confesso que se alguém apresentasse para mim a primeira tabela, contasse tudo acerca da
maneira como a mesma foi obtida e pedisse de mim sugerir o nome, eu diria: a tabela que
apresenta a distribuicao de idade pela populacao dos moradores de Akhiok. O nome
profano que dei — e creio nao estou sozinho nessa abordagem cotidiana — insinua que é o atributo



CAPITULO 6. POPULACAO E AMOSTRA 239

que esta sendo distribuido. Em contraste com isso, o nome oficial insinua que ¢é a frequencia
que esta sendo distribuida. Vive com as duas, mas use aquela que é oficial quando for escrever
um documento oficial.

Meu dultimo aviso sobre a nomenclatura ¢ assim: vou usar a seguinte versao encurtada
distribuicao populacional. Combino com vocé que estd subentendido que ela é de uma
frequencia sobre um atributo. Ainda mais, sempre terei em mente a frequencia relativa, pois a
frequencia absoluta nos interessa muito menos, e quando vier a interessar, serei explicito sobre
isso.

6.2 O que desejamos fazer com distribuicoes populacio-
nais

Ao receber/construir uma distribuigao populacional, o objetivo é identificar suas carateristicas
e/ou propriedades. Quais? — perguntaria vocé. A resposta é: Aquelas que podem ser tteis.
Felizmente, nao somos nds quem vai definir o que é util e que nao é. Usaremos aqueles que
a Estatistica Tedrica desenvolveu durante mas que 100 anos de sua vida. Logo, o objetivo
da secao é apresentar e mostrar aplicacao de certos simples métodos que permitem analizar
distribuicoes populacionais.

6.2.1 Funcao de distribuicao acumulada

Todos os métodos dos quais conversaremos nas se¢oes proximas ofuscam certas propriedades de
distribuicoes populacionais em prol de destacar uma outras. Isso fez necessario falar agora sobre
uma ferramenta especifica que nao omite nada sobre as distribuicoes. Ela chama-se fungao de
distribuicao acumulada.

Comecgamos a exposicao mostrando como a distribuicao de frequencia pode ser representada
por gréafico do tipo de “func@o de probabilidade”. Abaixo estd o grafico da distribuicao de
frequencias relativa do Exemplo 1.

4)77
3/77

2/77
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Figura 6.5: Apresentacao da distribui¢ao da freq. relativa por atributo “idade” em forma de Fungao
de Probabilidade.

Essa sec@o sera complatada no futuro. Seu assunto principal (a funcao de distribuigao
acumulada) ndo serd cobrada em exercicios e provas.

6.2.2 Apresentacao por histogramas e sua utilizagao

A ideia a ser realizada nessa secao é agrupar os valores de atributo, calcular as frequencias
relativas de classes e compard-las. Uma das maneiras comodas de comparacao é a visual.
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Para fornecer a visualizacao 1til e eficiente inventou-se histograma. Informalmante falando,
histograma apresenta as frequencias em forma de retangulos, sendo que a base de cada retangulo
esta posicionada em cima da correspondente classe.

1.2.2.1. Observagoes relevantes sobre a construgao. Vou falar dos histogramas por
frequencia relativa. Aqueles, que sao por frequencia absoluta, sao muito menos usados, e vocé
conseguira entedé-los se enteder direitinho so que serao apresentados por mim.

No histograma as frequencias relativas estao apresentadas por area, diferentemente daquilo
que acontece no caso de grafico da funcao de probabilidade, onde as frequencias estao apresen-
tadas pela altura do “palito” como voce viu na Figura 1.5.

Histogramas serao entao desenhados no espaco euclidiano R?. Seu eixo horizontal representa
os valores do atributo em interesse. Ja o eixo vertical nao possui interpretacao imediata. Nos
desenhos a seguir esse eixo é chamado “densidade”. Esse nome sera explicado mais tarde.

1.2.2.2. As regras de construcao de histogramas via exemplos. Na Figura 1.6
estd um dos possiveis histogramas feito para o conjunto de dados que apresenta as idades dos
moradores de Akhiok. Os célculos auxiliares que determinam seu formato estao no texto e
também na legenda da figura.
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Figura 6.6: O histograma para a distribuicao de frequencia relativa por atributo idade na po-
pulagdo dos moradores de Akhiok. O correspondende conjunto de dados (idades dos morado-
res, no caso) foi separado por 0, 10, 20, 30, 40, 50, 60, 70. As correspondentes classes sao
0, 10], (10,20], (20, 30], (30,40], (40, 50], (50,60], (60,70]. As alturas dos correspondentes ”prédios”
do histogram sao, de esquerda para a direita, 0.035064935, 0.014285714, 0.018181818, 0.011688312,
0.011688312, 0.007792208, 0.001298701. O calculo das alturas estd apresentado pelas férmulas (1.4).

A construcao do histograma segiu aos seguintes passos. Em primeiro lugar, o conjunto de
dados foi separado em seguintes classes

[0, 10], (10,20], (20,30], (30,40], (40,50], (50, 60], (60, 70] (6.1)

Os separadores sao chamados separadores de classes, e, no caso, eles tém os seguintes valores:
0, 10, 20, 30, 40, 50, 60, 70. Observo que quando um valor do conjunto de dados coincidir com
um dos separadores, surge a questao: o valor deve ser atribuido a classe a esquerda ou a da
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direita? A regra de atribuicao depende do objetivo de toda a construcao. No presente texto,
sou eu quem vai ditar essa regra. Minhas indicagoes usarao a notacao “(” e “|” da maneira que
vocé vé em (1.1). Em todos os casos, nao darei justificativa pois ela ndo acrescenta nada de
importante.

A quantidade de valores que pertencem a cada classe (respeitando a indicagao “(” e “]”
usada para definir as classes conforme se vé na Eq. (1.1)) chamam-se frequencias absolutas,

ou counts em Inglés. Elas sao:
27,11,14,9,9,6,1 (6.2)

Elas seguem por direta contagem. A contagem é simples se for usado a conjunto ordenado de
dados.

As frequencias absolutas sao uteis para o calculo de frequencias relativas, as quais ficam
um passo s6 até a obtencao das alturas dos prédios do histograma; a relacao usa o conceito
6bvio amplitude de classe e é assim:

frequencia absoluta

frequencia relativa =
d quantidade de dados

No caso considerado, a quantidade de dados é 77. Por aplicacao essa féormula temos, portanto,
as seguintes frequencias relativas; a apresentacao segue a ordem das correspondentes classes:

27/77=0.35064935, 11/77= 0.14285714, 14/77=0.18181818, 9/77=0.11688312,
9/77= 0.11688312, 6/77= 0.07792208, 1/77=0.01298701

Tudo que fizeram até o momento nos serve para calcular as alturas dos prédios, informacao que
permite completar o desenho que chamamos por histograma. A féormula é assim

frequencia relativa da classe

altura do prédio apoiado por classe = (6.3)

amplitude de classe

No caso considerado, todas as classes tém a aplitude 10. Portanto, a aplicacao da féormula de
cima da:

. 4 14285714 1818181
% = 0.035064935, % = 0.014285714, % = 0.018181818,
0.11688312 0.11688312 0.07792208
1 0.011688312, 10 - 0.011688312, BT 0.007792208,  (6.4)
0.01298701

= 0.001298701
10

Com essas alturas, construimos os prédios do histograma.

1.2.2.3. A propriedade princial de histogramas. E de extrema importanica para as
futuras exposicoes que sejam destacadas a seguinte proposicao a seus corolarios e derivados.

Proposicao 19 (sobre uma propriedade central de histogramas).

(a) - a propriedade assequrada pela propria constru¢ao. O prédio elevado em cima de
qualquer das classes dum histograma tem sua area igual a frequencia relativa dos valores
de atributo que encontram-se nessa classe.

(b) - uma consequencia direta do (a). A frequencia relativa dos valores de atributo que
pertencem a um conjunto qualquer de classes ¢ igual a soma das areas dos prédios de
histograma correspondentes as classes do conjunto.
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Uma tradicional suposicao usada na interpretacao de histogramas. E muito raro
que um estatistico receba um histograma sem ser acompanhado pelo conjuto de dados para
qual foi cosntruido, mas quando isso acontece, o estatistico nao tem como saber algo acerca da
distribuicao de valores em cada classe do histograma; se tal informagao for necessaria, as vezes
assume-se que os valores estao uniformamente espalhados pelo intervalo de classe.

Corolario ao Prop. 1. Ao juntar a proposi¢ao com a tradicional suposi¢ao acima formuladas,
conclui-se o seguinte: Se [a, b] for qualquer intervalo entdo a frequencia relativa dos valores de
atributo que encontram-se entre a e b é a area do histograma cuja base é [a,b] e cuja altura
estd composta dos teros dos prédios do histograma que encontram-se entre as linhas verticais
r =aex =>b (observe: ndo é necessariamente que a e/ou b sejam separador de classes).

Interpretacao de histograma como densidade. O corolario mostra que os tetos dos
prédios de histograma, sendo considerados como uma curva continua, determina as frequencias
relativas dos valores de atributo da mesma maneira que uma funcao-densidade determina pro-
babilidades de uma variavel aleatoria continua. Esse é o motivo de chamar o perfil de tetos
por densidade da frequencia relativa. Naturalmente o nome veio pela assicoacao e essa
baseia-se no fato que probabilidades e frequencias relativas sao parentes conforme impusemos
na nossa definicao do conceito Probabilidade.

1.2.2.4. Outros exemplos de histograma com ilustracao de aplicacao e propriedade
princial de histogramas. Agora veremos outros histogramas, todos para aquele mesmo
conjunto de dados. Suas construcoes nao trazem novidades em relagao daquilo que foi lhe
ensinado na construcao do histograma da Figura 1.6. Os resultados estao nas Figuras 1.7-1.9.
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Figura 6.7: O histograma para a distribuigao de frequencia relativa por atributo idade na populagao
dos moradores de Akhiok. O correspondende conjunto de dados (idades dos moradores, no caso) foi
separado por 0, 20, 40, 60, 80. As correspondentes classes sao [0, 20], (20, 40], (40, 60], (60, 80], e suas
frequencias absolutas sao 38,23,15,1. As alturas dos correspondentes ”prédios” do histogram sao, de

esquerda para a direita; 555 = 24985065 — (0246753247, 0.0149350649, 0.0097402597, 0.0006493506.

Comentario 1 ezemplos de aplicacao de histograma. O histograma por classes da ampli-
tude 20 sugere que as quantidades de pessoas por faxas etarias de 20 em 20 anos diminui com
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Figura 6.8: O histograma para a distribuigao de frequencia relativa por atributo idade na populagao
dos moradores de Akhiok. O correspondende conjunto de dados (idades dos moradores, no caso)
foi separado por 0, 3, 10, 20, 30, 40, 50, 60, 62, 64, 66, 68, 70. As frequencias absolutas das classes
correspondentes sao: 9, 18, 11, 14, 9,9, 6, 0, 1, 0, 0, 0. As alturas dos correspondentes prédios sao
0.038961039,0.033395176,0.014285714,0.018181818,0.011688312,0.011688312, 0.007792208,
0.000000000, 0.006493506, 0.000000000, 0.000000000, 0.000000000. Observe que as amplitudes de clas-
ses sao diferentes. Por exemplo, a da primeira classe é 3 e isso repercurte no calculo da primeira altura
assim: 9/(3 x 77) = 0.038961039.
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Figura 6.9: O histograma para a distribuigao de frequencia relativa por atributo idade na populagao
dos moradores de Akhiok. O correspondende conjunto de dados (idades dos moradores, no caso) foi
separado por 0, 10, 20, 30, 40, 50, 70; sua escolha foi motivada no Comentario 2.

quase que o mesmo coeficiente de “evasao” (morte). Esta é uma sugestao. A verificacdo dessa
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é assunto de métodos quantitativos de Estatistica.

O historgrama por classes da amplitude 10 nao indica claramente o fenomento de diminuigao
sugerido pelo histograma com amplitudes 20. Aquele histograma s6 mostra a diminui¢ao, mas
nao indica que taxa de evasao/mortalidade possa ser a mesma, se for contada a cada 20 anos.

Em compensagao, o histograma por classes da amplitude 10 mostra que (a) a proporgao
dos moradores com idade na faxa 0-10 despara muito acima de todas as outras frequencias
(calculadas por faxa de 10 anos), e que (b) a proporgao das pessaos na faxa entre 30 e 40 anos
¢ a mesma que a na faxa entre 40 e 50. Isso nao da para ver no histograma por classes de
aplitude 20.

O historgrama por classes da amplitude 10 também mostra que héd menos pessoas na faxa
etaria 10-20 que as na faxa 20-30. O histograma nao revela se isto é algo intrinsico, ou se
tivemos azar de analizar a populagao no momento quando as pessoas que estariam distribuidas
por igual na faxa entre 19 e 21 ano ficaram “deslocadas” para 21. O deslocamento do separador
20 poderia revelar a razao.

Comentario 2 sobre histogramas por classes desiguais. Existe infinitude de razoes para
construir histogramas com classes de amplitudes desiguais. Por exemplo, no caso do conjunto
de dados sobre as idades dos moradores de Akhiok, queremos ver as pessoas mais jovens (até
10 anos) separadas por duas classes (até 3 anos e entre 3 e 10), e achamos que uma pessoa com
63 anos nao pode representar classe na faxa (60,70]. Seja por estas razoes, ou seja por outras
qualquer, escolhemos os seguintes separadores:

0, 3, 10, 20, 30, 40, 50, 60, 62, 64, 66, 68, 70

Desconheco regras rigidas para a escolha de amplitudes para calsses de separagao. Por exemplo,
h& quem acha que a tnica pessoa com a idade na faxa 60-70 deve ser juntada com as da classe
anterior, isto é, que os separadores devem ser assim:

0,10, 20, 30, 40, 50, 70

Isto d& o histograma apresentada na Figura 1.9.

Vocé precisa dar atencao especial e redobrada a construcao de histogramas com amplitudes
desiguais. E muito comum que alunos erram na tal construcao. O erro tipico é é apresentar
a frequencia relativa de classe pela altura do seu “prédio”. O correto é calcular a altura da
maneira tal que a area do prédio seja igual a frequencia relativa.

Comentario 3 sobre os dispensados. Além de histograma, existem outras maneiras graficas
para visualizacao e apresentacao de conjuntos de dados (por exemplo, pizza, diagrama de barras,
etc.) Algumas sao superadas devido ao avango do desenho gréfico de programas de computador,
outras ainda sao a vir. Voceé vai facilmente aprender qualquer de tais maneiras se e quando for
necessario. Eu prefiro nao gastar o tempo de minhas aulas para discuti-las.

6.2.3 Carateristicas/medidas de posicao e de dispersao de conjuntos
de dados

Comeco lembrando notagoes e introduzindo as novas:
N denota a quantidade de individuos na populacao que foi observada, ela chama-se tamanho
da populacao;
X1, T, ...,ry denotam as observacoes; é natural que cada x; chame-se observacao.

Por exemplo, no exemplo da populacao de Akhiok, N = 77, e x1 = 28,20 = 6,..., 275 =
4,177 = 28. A atribuicao de indices de x’s corresponde a ordem com a qual as observagoes
vieram para mim; recorde: o quem fez as observacgoes, apresentou-as de acordo com a ordem
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alfabética das pessoas. Se a apresentacao fosse diferente, a indexacao seria diferente também.
Mas a mudanca de indices nao afeta os valores da média e da varianica.

Observe a escolha e segue-a: N é maitsculo, pois n mintusculo esta reservado para o
tamanho de amostra. Cada observacao ¢ uma letra miniscula do alfabeto latino, pois letras
maiusculas foram usadas para denotar variaveis aleatorias.

O valor de
J]l—f—...—f—.I'N

N
chama-se média populacional e denota-se por Z, enquanto que o valor de

(11— 2+ (2g —2)? + -+ (xn — T)?
N

chama-se varidncia populacional e denota-se por o2.

No momento estamos discutindo as situagoes nas quais hé s6 populagoes; nestas, é permitido
usar os termos média e variancia. No futuro, estaremos discutindo situagoes nas quais ha
também amostras. Uma amostra sempre estd associada a uma populacoes, mesmo quando nosso
conhecimento sobre essa for limitado ou nulo. Em tais situagoes, é imprescindivel carregar a
palavra “populacional” ou “amostral”, pois a mesma permite identificar se trata-se da média e
variancia advindas de populagao ou de amostra.

As duas férmulas em notagoes mais curtas aparecem assim:

N

N
1 1 9
N ¢ =)
=1
e a da variancia ainda tem duas suas irmas-gémeas

Zz’]\;(xi)g —\2
v @

(ZN @) = N (@)
N

Quanto as notagoes T e o2, elas tém sentido s6 se x foi usado como a notagao genérica
para as observacoes. Isso torna-se quase que obrigatorio caso consideramos duas populagoes
distintas. Nesse caso, é comodo definir que uma é “x” e a outra é “y”, e com isso, fica claro
que 7 e o2 referem-se a primeira, enquanto que § e 05 a segunda. Na analise de uma populacao
56, as notagoes T e 02 nao se justificam por completo, mas ja que nao sao totalmente erradas,
entao estao comumente usadas.

No caso do Exemplo sobre os moradores do vilarejo Akhiok,

14+.--4+54
media = O+ 1+ +577+55+56+63:22,67532%22,7

Note que o mesmo valor da-se por

I1Xx04+3x14+3x2+2%x3+...+41x 63
77

que é a soma dos produtos de (idade)x (sua frequencia absoluta), dividida pelo tamanho da
populacao, e ainda por
1 3

3 1
— — X 14+ =x24+...+ =
77><O+77>< +77>< + +77><63



CAPITULO 6. POPULACAO E AMOSTRA 246

que é a soma dos produtos de (idade) x (frequencia relativa).

Isso dé-lhe mais duas maneiras de calculo da média populacional (e também da média
amostral, cuja defini¢ao é semelhante a da média populacional, conforme veremos adiante).

Para que serve a média e variancia populacionais? Existem diversas aplicagoes. E frequente
que médias e variancias se usam para comparar duas ou mais que duas populagoes.

Na disciplina “Nocoes de Estatistica” a principal aplicagao de média e de variancia esta na
aproximagao por distribuigdes normais. Acontece que algumas (embora nao todas) distribuigoes
populacionais podem ser muito bem aproximadas por distribuicao Normal. Tal aproximacao
é o assunto de nossas aulas no futuro préoximo, e no momento, s6 digo que essa é possivel e
¢ muito 1util. Entao, quando a aproximacao existe, a escolha da distribuicao da familia das
distribuicoes Normais, que aproxime-se melhor de todas a distribuicao populacional da-se com
o auxilio de exclusivamente dos valores da média e da variancia correspondentes a populacao
aproximada.

Medidas (carateristicas) de posicao
Média, mediana, quantis (e em particular, decis, quartis, etc.), o maximo e o minimo chama-
se medidas de posicao do conjunto de dados para o qual foram calculados.

Medidas (carateristicas) de dispersao
Ja foi dito que a variancia de uma varidveil aleatéria pode ser interpretada como a me-
dida de dispersao da distribuicao dessa variavel. Fiz um desenho na lousa para explicar tal
interpretacao.
O mesmo procedimento pode ser aplicado a distribuicao de frequencias por atributo de uma
populagao, e assim conclui-se que a variancia (02) é uma medida de dispersio.

Essa nao é a unica possivel (e nunca ninghém falou que seja a melhor de todas as outras).
Eis algumas outras (as que vocé deve conhecer):

o sua amplitude defina-se como max —min (o que é igual a z(yy—x(1)); a aplitude e denota-se
tipicamente por A;

o o intervalo interquartil defina-se por Q)3 — Q1;

o a varianica denota-se por o2 e defina-se pelo

2 (l’l—f)2+($2—j})2+"'+($1\[—f)2
xX N J

o 0 desvio padrao denota-se por o, e defina-se por

2

Or =\ 02

o o coeficiente de variagao denota-se por C'V,, e defina-se por

cv, = 25 % 100%
X

Explicagao sobre o coeficiente de variacao
O CV, merece explicagao:
Imagine a populacao de duas pessoas. Suponha que eu meco suas alturas em centimetros:

170 e 190
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Entao, a média é ¥ = 180 e a variancia é

170 — 180)% + (190 — 180)?
agz( )er( S 100

Suponha que uma outra pessoa mede as alturas em metros; eis as medigoes:
1,70 e 1,90
Entao a média y = 1,80 e a variancia é

1,70 — 1,80) + (1,90 — 1,80)?
o2 = L0 L );“<’ SO .01

Outras carateristicas de distribuicao populacional. Existem diversas carateristicas de

distribuicoes populacionais.

Vamos considerar aqui s6 aquelas que sao numéricas; elas chama-se alternativamente me-
didas (de distribuigao).

Vamos introduzir algumas das medidas de duas classes especificas: a chamada de classe de
medidas de posicao, e a chamada de classe de medidas de dispersao.

Para seu conhecimento (sem a cobranga nas provas do curso), existem outras medidas, como,
por exemplo, a que mede a assimetria da distribuicao.

A notacao para observagoes ordenadas. Para falar de quantis e de outros conceitos
derivados desses, é precisa introduzir uma notacao.

Recorde que x1, o, ..., x N era a notagao para as observagoes de um atributo qualquer numa
populacao qualquer. Suponha que tais observagoes foram ordenadas da menor para a maior.
Entao, a primeira dela, a menor, quer dizer, adquira a notacao x(;). A segunda menor estd
denotada por z(p). E assim por diante, até x(y), a qual é, obviamente, a maior observagao de
todas.

Por exemplo, as idades dos 77 moradores de Akhoik

28,6, 17, 48, 63, 47, 27, 21, 3, 7, 12,

4,10, 26, 12, 6, 16, 8, 2, 4, 28
quando ordenadas, deram

0,1, 1,1,2,2,2,3,3,4, 4,

48, 49, 50, 50, 51, 52, 53, 54, 55, 56, 63

Nas notagoes introduzidas, (1) = 0,z0) = 1,23y = 1,24y = 1,25y = 2, ..., 2(77) = 63,

6.2.4 Quantis. Discussao preliminar

Considere, como uma motivagao para a introducao do conceito “quantil”, o seguinte
EXEMPLO: os salarios dos 120 empregados contratados numa certa empresa, ja ordenados,
em mil RS, estdao na tabela da transparéncia seguinte.

A pergunta é achar o teto salarial dos 10% dos empregados menos pagos.

E 6bvio que a resposta é o valor do observacao tal que a quantidade das observacoes cujos
valores sdo menores que ele ou igual a ele seja 10%. Como no caso, ha 120 observacoes, entao
10% de 120 é 12, e a resposta, portanto, é o valor da 12-a observacao do conjunto ordenado de
dados, quer dizer, x(12); contando até a 12-a observagao no conjunto abaixo, acha-s a resposta
numérica: 5.2 (mil RS).
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3.131354344454749495.05.15.2
59.35.35456575858585.95.96.06.1
6.16.26.26.26.26.46.56.56.66.66.66.6
6.6 6.76.7 6.8 6.8 6.86.86.86.96.96.97.0
70717171717272737373737.3
737373747576777878787979
7.9798.08.08.08.08.08.08.18.18.28.2
8.28.283838383848.58.58.5858.5
8.5 8.6 8.6 8.6 8.6 8.7 8.7 8.8 8.9 8.9 8.9 8.9
9.09.091919.1929393949.69.89.8

O limiar procurado (e achado) no exemplo tem nome: quantil de ordem 0, 1.

O “valor da ordem” (quer dizer “0,1”) corresponde a propor¢ao das observagoes a esquerda
da “corte” feita no conjuto ordenado pelo quantil, ou, falando com maior precisao, o “valor
da ordem” corresponde a proporcao daquelas observacoes que sao menores que ou iguais ao
quantil.

Infelizmente, nao é que para qualquer conjunto de observacoes e para qualquer p, pode-
mos cortar o conjunto em proporcgoes p e 1 — p, sendo que na primeira dessas incluam-se as
observagoes cujos valores coincidem com o da corte.

Por exemplo, pela logica da “corte” nao existe o quantil da ordem 0,27 para o conjunto das
observagoes de salario (pois 0,27 x 120 = 32,4 - valor néo inteiro).

O problema com a nao existéncia de quantis de certas ordens para certos conjuntos nao
é algo grave pois a construgdo de quantis é comumente guiada pelo bom senso (com vista
em aplicacoes especificas) que permite ignorar as situagoes problematicas justificando isso pela
futilidade na perspectiva de aplicabilidade.

Entretanto, é bom que exista uma regra da construcao de quantis que seja aplicavel a
qualquer p. Tal regra estd apresentada abaixo para um caso especial que é muito usado (e por
isso, que exige uma regra). O uso é na construgao de Q-Q plot que é uma ferramenta estatistica
util mas excluida do escopo do presente texto.

Seja ¢ um numero inteiro. Para cada k = 1,2, ..., ¢, definiremos o k-ésimo g-quantil de
um conjunto de observagoes duma populagao da seguinte maneira:

e calcula-se o valor de N x g e se esse for inteiro, entao o valor do k-ésimo g-quantil
declara ser o valor de x (Nxt) quer dizer, o valor da observagao que esta na posi¢ao N x g das
q

observagoes ordenadas (da menor para a maior);

e jiase N x & ngo for inteiro, toma-se o inteiro M imediatamente superior a N x g, eo
valor do k-ésimo g-quantil declara ser o valor de ().

Na definicao acima, exclui-se a possibilidade de & = 0 pois esse valor, sendo colocado na
férmula, daria

N X 9 =0
q
e como nao hd x(), entao a definicao nao generaliza-se para k = 0.
E cémodo definir que 0-¢simo g-quantil seja (1), a observacao minima do conjunto.
Oba! Sem querer, acabei de introduzir o conceito minimo de conjunto. Introduzo entao
também o méaximo, e os correspondentes simbolos min e max; obsserve o 6bvio: min = z(y) e
max = ZL‘( N)-

UM EXEMPLO de utilizacao de quantis.
Criei um conjunto de dados de tamanho N = 100.000. Vamos considera-lo como observagoes
de um certo atributo numa certa populagao.
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Na transparéncia seguinte, apresentei o histograma da distribuicao de frequencia relativa
pelo atributo (usando classes de amplitudes iguais), e também os decis.

Histogram of X
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Observe que o histograma permite (entre outras coisas) comparar as frequencias por classes,
e portanto, permite obter uma caraterizacao qualitativa da forma da distribuicao; algo do tipo:
a frequencia cresce mais rapido que linearmente (vocé vé tal fato se tentar passar uma regua
pelos telhados dos prédios do histograma) até os valores do atributo na faxa de 0,7 — 0,8, depois
estabelce, e depois decresce.

Uma conlcusao semelhante pode ser derivada a partir da observacao das distancias entre os
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decis, pois entre um decil e o préximo, ha 10% de todas as observacoes do conjunto.

A revelagao a partir de histograma é mais facil, mas a vantagem do desenho de decis é que
ele é unidimensional.

E muito comum o uso do desenho do tipo que foi mostrado na transparéncia anterior, so
que nao para decil, mas sim para quartis. As notacoes e nomes usados em tais desenhos sao
e suas interpretacoes sao:

Entree todos os quantis de ordem p, os que a gente mais usa sao:

min para o minimo;
Q1 para o 1-o0 4-quantil, chamado de primeiro quartil,;
()2 para o 2-o 4-quantil, chamado de segundo quartil e
também de mediana,;
()3 para o 3-o 4-quantil, chamado de terceiro quartil,
max para 0 maximo.

Os nomes sao autoexplicativos: os @1, Q2 e ()3 dividem um conjunto ordenado de dados em
quatro partes (quase) iguais, sendo que a igualdade entende-se aqui no sentido da quantidade
de dados; em cada parte ha (quase) 25% de todos os dados.

Os “quases” acontecem por causa das observagoes cujos valores coincidem com os valores
de quartis. Para conjuntos de dados grandes com poucas repeticoes, isso nao atrapalha, fato
que faz a palavra “quase” estar esquecida.

6.2.5 Box-plot

Um conjunto de dados pode ser respresentado em diversas maneiras. Uma delas, chama-se
Box Plot. BoxPlot nao transmite toda a informacgao sobre o conjunto para qual foi feito. S6
apresenta max, min, e Q1, Q2, (3.

Abaixo, vocé vé o Box-Plot para as observacgoes da idade dos moradores do vilarejo frequen-
cia Akhiok:

o 10 =20 30 40 50 SO

O acordo sobre o formato do desenho é: Q1 e Q2 formam um retangulo (cuja altura nao im-
porta), dentro do qual, fica o separador correspondente ao valor de 3. Para fora do retangulo,
“crescem bigodes” até, respectivamente min e max. Por isto que a tradugao de BoxPlot é
“caixinha com bigodes”.

Com a divisao do conjunto de observagoes em quatro partes, podemos chamar por cau-
das de distribuicao a primeira e a ultima, e podemos chamar por valores centrais de
distribuicao as observacgoes que estao na segunda e na terceira parte da divisao.

Com essa linguagem, podemos usar o Box-Plot para falar da distribuicao como um todo.
Veja o examplo nas duas transparéncias a seguir. Na primeira delas, ha o histograma de uma
distribuicao populacional e, abaixo dessa, o Box-Plot feito para o mesmo conjunto de dados.
Na segunda transparéncia, eu “falo” sobre a forma do hisograma a partir da consideragao da
forma do Box-Plot.
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Olhando ao Box-Plot, podemos sugerir que:
(a) a cauda esquerda da distribui¢do é mais comprida que a cauda direita;
(b) os 50% dos valores centrais estao ligeiramente deslocados a direita;

(c) os 50% dos valores centrais,sendo divididos pela mediana no meio, apresentam a seguinte
propriedade: os que estao a direita da mediana sao mais “agrupados” ou “densos”, em
outras palavras, do que os que estao a esquerda da mediana.

Do ponto de vista da variancia, as medigoes “y” tém dispersao menor. Mas ¢é claro que isso
é a consequencia da mudanca de escala. O coeficiente de varicad “corrige” a distorc¢ao:

100 v/0,01
OV, = S X 100% = Yo x 100% = C,

6.16.26.26.26.26.46.56.56.66.66.66.6
6.6 6.76.7 6.8 6.8 6.86.86.86.96.96.97.0
70717171717272737373737.3
7373737475767 77878787979
7.9798.08.08.08.08.08.08.1818.28.2
8.28.283838383848.58.58.58.58.5
8.5 8.6 8.6 8.6 8.6 8.7 8.7 8.8 8.9 8.9 8.9 8.9
9.09.0919191929393949.69.89.8
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6.3 Amostragem, amostra e sua relacao com populacao

6.3.1 Um par de avisos de carater genérico

Amostras serao vistas nessa se¢do por um angulo que nao é muito tradicional em cursos de
Estatistica Bésica, mas que, em compensacgao, ¢ muito 1til na discussao das propriedades de
amostras que estao na base da maioria de métodos estatisticos. Uma das vantagens proporcio-
nada pelo ponto de vista aqui adotado é a facilidade na demonstracao e explicacao dos seguintes
fatos

e (i) que a média amostral pode ser tomada como aproximagao para média populacional;

e (ii) que a variancia amostral pode ser tomada como aproximacao para variancia popula-
cional;
(iii) que um histograma construido para amostra pode ser visto como aproximagao daquele
histograma que seria construida para a populagao via a separacao de suas observagoes
por as mesmas classes que sao as do histograma amostral;
(iv)que qualquer quantil da distribuigdo amostral pode quer tomado como aproximagao
para o correspondente quantil da distribuicao populacional (e, em particular, que o Box-
Plot construido para amostra pode ser tomado como aproximacao para Box-Plot cons-
truido para populagao).
Aplicar os fatos (i)-(iv) para inferir sobre propriedades de populacional a partir da anélise de
amostra é o que sera cobrado de vocés nos exercicios referentes ao conteido da presente secao.
Verdade ¢é, entretanto, que a solucao dos referidos exercicios exigem seu conhecimento dos fatos
(i)-(iv) mas nao exige das razoes que os amparam. Por isso, sua primeira leitura da segdo pode
ser superficial.

6.3.2 Amostragem, amostra, frequencia amostral

Vamos considerar a populagao dos moradores do vilarejo Akhiok. Eu lhe digo que pretendo
retirar ao acaso uma pessoa dessa populagao, e lhe pergunto: “Qual é a probabilidade da pessoa
retirada ter idade 3 anos?”

Antes de discutir a resposta, temos que alinhar nossos entendimentos acerca o significado
do termo retirada de um individuo ao acaso de uma populagao. Ao usar as palavras
“ao acaso” nesse termo eu quero lhe dizer que cada pessoa tem a mesma probabilidade de
ser escolhida. Ja que tais palavras apareceram nos capitulos anteriores e nestes carregavam
exatamente o sentido de “com a mesma probabilidade” entao vocé capta facilmente também o
sentido do termo todo. O problema é como construir o procedimento de retirada que garanta
essa igualdade de probabilidades. No caso da populacao de moradores de Akhiok imaginamos o
vilarejo deles e percebemos que “a mesma probabilidade” nao sera alcancada se escolhermos a
primeira casa na entrada do vilarejo, ou se passarmos pela pracga cetral ao meio dia e apanhamos
a primeira pessoa que se aproximar a nos. Bom, sem perder tempo contando outras opcoes
inadequadas, vou apresentar uma que funciona e que serd canonizada a partir de agora. Nesse
procedimento, eu tomo 77 bolas idénticas (recorde, 77 é o tamanho da populacdo) e escrevo
nomes dos moradores nas bolas. Depois, coloco as bolas numa urna e retiro uma delas ao acaso.
O nome de morador escrito nela é “a pessoa retirada ao acaso da populagao”. Como preciso
observa a idade dela, vou a sua casa e pergunto. Na realidade, eu poderia escrever em cada
bola 0 nome e a idade de cada pessoa. Desse modo nao precisaria “ir a casa para perguntar a
idade”. Pensando mais um pouco, descobre-se que o nome de morar escrito em “sua” bola é
irrelevante e pode ser apagado.

O procedimento descrito agora atende a desejada qualidade de “com mesma probabilidade”
pois essa qualidade estd no experimento aleatorio “retirada ao acaso de uma bola de urna”
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(recorde que o fato citado por ultimo foi deduzido da nossa compreencao intuitiva do conceito
de probabilidade; isso foi feito no Capitulo 1, naquela sua parte que introduziu o experimento
aleatério “retirada ao acaso de uma bola de urna”). Entao, como o procedimento descrito nos
convém, nao vamos procurar por outros. Com isso eu quero dizer que toda vez que eu dizer
“retiro de um individuo ao acaso de uma populagao” voceé entende que fago o procedimento des-
crito acima, quer dizer, associo cada individuo com uma das bolas numa urna cuja quantidade
é igual ao tamanho da populacao e retiro uma bola ao acaso.

Agora que associamos a retirada de um individuo ao acaso de uma populacao a retirada
ao acaso de uma bola de urna, podemos, com ajuda de tudo que aprendemos acerca de bolas
em urnas responder a pergunta “Qual é a probabilidade da pessoa retirada ter idade 3 anos?”
Naturalmente, é a frequencia relativa das pessoas com 3 anos de idade; essa frequencia é 2/77.
(Se voce deseja detalhes da derivacao da resposta, conto-lhe que isso é a consequencia direta do
fato de que na urna h4 trés bolas correspondentes as pessoas com idade 3 na toda a populagao.)

E 6bvio que se no lugar de “3” fosse qualquer outra idade, a resposta vird pelo mesmo
raciocinio que aplicamos agora para o caso 3. E 6bvio tambem, que o mesmo raciocinio aplica-
se a qualquer populagao e qualquer atributo. Esse fato é importante para os argumentos futuros.
Vamos destaca-lo como uma proposicao.

Proposicao 20 (sobre probabilidade de retirada de um indivisuo ao acaso de uma po-
pulagdo).
Suponha que (21, f1), (z2, f2), .., (xum, far) é a distribuigdo de frequencia relativa sobre
um atributo de uma populagao.

> Por exemplo, no caso da populacdo dos moradores de Akhiok, a distribuicdo da frequencia
relativa sobre o atributo “idade” foi apresentada pela Tabela DARNOME. Na primeira
coluna dela, hd 0 para “idade” e 1/77 para a respectiva frequencia relativa; entao, 0 é o
que foi chamado por z; acima, e 1/77 é o que foi chamado por f;. A Tabela DARNOME
possui 48 colunas. Cada coluna é um par (z, f) na notacao acima, e M usado na notagao
é 48 no caso (evitei usar N pois esse associa-se usualmente ao tamanho de populagao).

Suponha que um individuo seré retirado da populagao ao acaso e seu atribuito sera obser-
vado. Entao, a observagao pode ser qualquer um dos valores x1, xs, ..., 2y, € a probabili-
dade que serd valor x; é f;, i =1,2,..., M.

A préxima proposicao é uma reformulacao da Proposicao 2 com uso do termo “varidavel
aleatdria”. A motivagao para a reformulacao é que, conforme avisado no Capitulo 3 que intro-
duziu varidveis aleatoérias, essas nos provem da linguagem que é muito cémoda.

Proposicao 21 (sobre a distribui¢io da varidvel aleatdoria que representa o valor do atri-
buto medido para o individuo ao acaso de uma populagao).

Suponha que (z1, f1), (2, f2), ..., (xar, far) €é a distribuicdo de frequencia relativa sobre
um atributo de uma populagao. Assume que x’s sdo nimeros (isso é necessario pois usare-
mos x’s como valores da variavel aleatéria a ser construida abaixo, e, conforme acordado,
variaveis aleatérias sé assumem valores numéricos). Represente a distribui¢do em forma
de tabela para facilitar a compreencao da afirmacao da presente proposicao:

o valor do atributo || z1 | 2o | -+ | x; | --- | xu
a respectiva frequencia relativa || f1 | fo | <<+ | fi | -+ | fu

Considere o seguinte experimento aleatério: um individuo sera retirado da populagao
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a0 acaso e seu atributo sera observado. Denote por X a varidvel aleatéria que em cada
resultado desse experimento aleatério assume o valor observado.

Entao, a variavel aleatéria X pode assumir qualquer um dos valores x1,xs,..., Ty, €
a probabilidade, p;, de assumir o valor z; é igual a f;, 1 = 1,2,..., M. Em outras palavras,
a tabela da distribuicao de X é como se segue:

valor || 1 | 2o | -+ | x| -+ | zpm
a probabilidade de X assumir o respectivo valor || f1 | fo | ==+ | fi | =+ | fu

Agora fixe um numero natural qualquer e chame-o por n (com o intuito de dar concretude
& exposigao, pode pensar que n = 10). Repita n vezes o experimento aleatério “retirada de um
individuo ao acaso da populagdo o observagao do valor de seu atributo”. (Para a concretude,
pode pensar que a populacao é os moradores de Akhiok e que o atributo observado é a idade.)
Observe que para que o experimento aleatério seja repetido nas mesmas consi¢oes precisa que
apos cada rodada, o individuo escolhido seja retornado a populacao, ou, em termos de bolas-em-
urna, seja devolvida a urna bola selecionada. Tal procedimento chama-se amostragem com
reposicao. Observe que somos nés quem determinou que os experimentos devem acontecer nas
mesmas condicoes. Essa exigéncia tem suas razoes de ser, que revelar-se-ao no futuro. Outras
razoes, quando se aplicam, obrigam nos a querer que nao hajam reposicoes. Tal esquema
chama-se amostragem sem reposicgao.

> FEis uma das situacgoes nas quais, pela propria natureza, a amostragem é sem reposi¢ao. Imagine
a populacao de todos os pacientes com colesterol alta tratados atualmente na clinica Aiaidoed.
A gente escolha um deles ao acaso e aplica um tratamento que deve baixar o colesterol. Depois,
pega mais um e aplica o tratamento nele. Isso repete-se n vezes. Naturalmente, o paciente ja
tratado nao pode ser devolvido & populacao.

Entao, suponha que a amostragem com reposicao foi executada. Vamos usar a seguinte
notacao genérica para o resultado:
ai, g, ..., 0n (65)

onde — obviamente — a; significa o valor de atributo do individuo escolhido na i-ésima retirada.
O nome completo para a sequéncia em (1.5) a ser usado no meu texto é amostra resultande de
amostragem com reposicao. Mas como na maior parte do texto surgem s6 essas amostras,
entao vou me referir a elas por simples amostra. Enquanto que se falar de caso diferente, vou
ser cuidadoso na explicagao euhastiva e didatica da amostragem que gera o caso considerado.

> Aquilo chamado acima por “amostra” tem também o nome oficial na Teoria Estatistica: amostra
aleatéria simples com reposi¢ao. Eu nao vou usar esse nome. A razao para ele cair em disuso
no meu livro é a disnecessidade da necessidade de explicacao de sua composicao e formacao.
Mas se vocé deseja ouvir a explicacao, eis essa. Na Estatistica, a amostra aleatéria simples
esta definida como resultado de qualquer método de amostragem probabilistica que da a cada
elemento da populagdo alvo e a cada possivel amostra de um tamanho determinado, a mesma
probabilidade de ser selecionado. Entao, se vocé procurar por todos os métodos que provém tal
igualdade de probabilidade e exigir que haja no método também a reposi¢ao, vocé vai descobrir
que existe um e Uinico método e que esse é exatamente a amostragem com reposicao conforme
definida acima por mim. Espero que vocé concorda comigo que tudo isso é pouco exagerado
para o nivel de apresentacao do meu livro.

Para a populagao de Akhiok, eu fiz n = 10 retiradas e obtive a seguinte sequencia:

31,60,3,3,12,6,47, 55,57, 34 (6.6)
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Declaro publicamente que esses ntimeros foram por mim obtidos obedecendo honestamente e
veemente o esquema de agoes que geram amostras com reposicao; isto é: Coloquei na urna 77
bolas idénticas, marquei nelas as idades dos moradores, misturei bem e retirei uma; ela deu o
valor 31 que vocé vé no inicio da sequencia apresentada. Devolvi essa bola, misturei todas as
bolas de novo e retirei a segunda; essa mostrou 60. Repeti esse procedimento 10 vezes. Se voce
nao acredita que nao minto, pode vir visitar a universidade onde trabalho: a urna foi colocada
no museu, onde ainda pode ser vista, se ninguém a tirou de la.

’

> E importante que os valores de amostra estejam apresentados na ordem das suas respectivas
retiradas? Um muitos casos a resposta é “nao”. Posso até garantir que todos procedimentos
estatisticos estudados nesse texto sao os casos de “nao”. Isso implica no que os valores obtidos
podem ser chamados por conjunto de valores, pois o sentido matematico do termo “conjunto”
é justamente “a ordem nao importa”, diferentemente do termo sequencia que enfatisa a im-
portanica da ordem. Toda essa informacdo é importante para vocé pois o porqué os termos
conjunto de dados e sequencia de dados aparecem como sinénimos. E ji que estamos
falando de sinénimos, vale observar que a palavra “dados” pode ser substituida por valores
assim como por observagoes.

> Gostaria de apresentar uma observacao que nao é importante para minha exxposicao mas pode
despertar curiosidade. A observacao é que tudo que eu expliquei em detalhes pode ser ex-
presso na seguinte definicado que eu achei numa apostila de ensino de Estatistica: “Amostragem
aleatoria simples é um método de amostragem probabilistica que d& a cada elemento da po-
pulacao alvo e a cada possivel amostra de um tamanho determinado, a mesma probabilidade de
ser selecionado”. Se gostou do laconismo dessa defini¢ao, fique com ela, mas anote que o objeto
por ela definido coincide com o definido por mim acima.

6.3.3 Aproximacao de frequencias populacionais por frequencias amos-
trais e aplicagoes

Voltaremos agora a situacao envolvendo moradores de Akhiok, e imaginamos que foi feita uma
amostra ay, ..., a,. Pergunto: Com que frequencia relativa o valor 3 esta presente na amostra?
Antes de prosseguir para a derivacao de resposta, gostaria de apresentar a expressao matematica
para o termo “a frequencia relativa do valor 3 na amostra”. A expressao bate com aquilo que
sua intuicao imaginou quando ouviu esse termo. Por outro lado, se sua intuicao estava ou esta
na duvida, vocé deve aceitar a expressao abaixo como a definicao formal do termo.

quantidades de a’s da amostra iguais a 3 amostra
n ~ J/de tamanho n

a expressao— (valor 3) <a notacao

(6.7)

> A frequencia relativa, sobre a qual versa a pergunta acima, é a frequencia relativa amostral.
Vocé facilmente adivinha o modo de seu calculo fazendo o paralelo com o calculo da frequencia
relativa introduzida para populagoes (alias, essa serd chamada a partir de agora frequencia

relativa populacional). Por certo, os adjetivos “amostral” e *

‘populacional” devem ser obri-
gatoriamente presentes pois s6 assim poderei garantir que vocé entenda plenamente sobre qual
das duas estou falando. Entretanto, é frequente que se a frequencia relativa referida no texto
é amostral ou populacional serd 6bvio do contexto. Quando isso for o caso, eu realmente vou

omitir os adjetivos.

Para responder na pergunta acima colocada, argumentamos assim: Primeiramente, temos
que fP(valor 3) = 2/77 (temporareamente, f? aponta que estamos falando da frequencia po-
pulacional). Isso junto com Proposicao 2 dizem que se retirarmos ao acaso um individuo
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da populagdo e observarmos sua idade, entdo a probabilidade de observar valor 3 (a ser de-
notada por P [valor 3]) serd igual a fP(valor 3) = 2/77; concluindo: [P [valor 3] = 2/77. Por
ultimo recordamos que Defini¢ao 1 formalizou nossa intuicao acerca do conceito “probabilidade”
da seguinte maneira: IP [valor 3] é o valor assintético da frequencia relativa do aparecimento
deste resultado numa sequencia de repeticoes do experimento. Mas os valores ay, as, ..., a, da
amostra sao exatamente os resultados de n repeticoes do experimento “retirada ao acaso dum
individuo da populacao e observacao de sua idade”. Portanto,

quantidades de a’s da amostra iguais a 3

IP [valor 3] = lim

n—o00 n

(6.8)

Lembrando agora a identidade entre IP [valor 3] e a frequencia relativa populacional, reescreve-

mos (1.8) assim (nesta reescrita, substituimos a fragao por f%(valor 3)):
fP(valor 3) = lim f;(valor 3) (6.9)

n—oo

E ébvio que o raciocinio que culminou na afirmagao (1.9) pode ser proferido para qualquer
populacao e para qualquer valor dos possiveis valores do atributo observado na populagao. O
resultado genérico esta formulado abaixo em forma de uma proposicao ja que sua afirmacao ¢é
importante para tudo que segue-se e pode ser provado rigorosamente (eu diria que o argumento

que deduziu (1.9) para populagao especifica e valor especifico pode ser facilmente transformada
na demonstragao rigorosa).

Proposicao 22 (sobre frequencias populacionais como limite de frequencias amostrais).
Seja (z1, f1), (2, f2), ..., (xar, far) & distribuicao de frequencia relativa sobre um atributo
de uma populacao. Considere uma sequencia infinita de amostragens da populagao com
reposicao. Denote por
ai,ag, ...

os resultados, quer dizer, a sequencia na qual a; é o valor do atributo do individuo retirado
na ¢-ésima amostragem.

Para cada z; € {x1,29,..., 2z} e cadan = 1,2,..., intoruza f%(x;), frequencia relativa
de aparéncia de x; na sequencia ay, as, ..., a,, da seguinte maneira:
o) quantidades de a’s da amostra iguais a x;
;) =

" n

Entao,
3 a
fi = 11_>m f¥(x;), para cada z; € {x1,22,...,Tm} (6.10)
n o

Ja que na pratica nossas amostras sao finitas, entao, para fim pratico, precisamos interpretar
a relagao assintotica (1.10) da forma que aplique-se as amostras finitas. Uma das interpretagoes
estd sugerida abaixo. O rigor matematico dela nao é perfeito, mas esta de acordo com o nivel
do presente texto, e, na forma como estd, ela pode ser usada para amparar as propriedades que
estao na base dos métodos estatisticos a serem apresentados no texto a seguir. Eis esta:

(a) para n suficientemente grande, f%(x;) estd proxima a f; para cada valor z;
entre os valores do atribuito observado na populacao (6.11)
(b) conforme n cresce, para cada z;, f%(z;) estd cada vez mais préxima a f;

A proximidade das frequencias amostrais f*(x1), f*(x2),. .., f[2(zy) as correspondentes fre-
quencias populacionais f1, fa, ..., far permite concluir sobre a proximidade de carateristicas das
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duas distribuicoes. As conclusées podem ser formuladas de uma maneira precisa, parecida com
a da Proposicao 4 mas eu prefiro as formulagoes menos formais e mais praticas. A lista delas
estd abaixo, e ja aviso que as férmulas da lista sao exemplificadas por exemplos numéricos na
Secao 1.3.4.

> Nas formulas da lista usarei quase todos os simbolos que foram definidos no texto acima. Mas
como tais defini¢cbes sao bem expalhadas, torna-se entao 1util uma lebrete que junta todas. Eis
esta. O tamamnho da populacao foi denotado por N. O que interessa acerca dos individuos da
populacao sao os valores de um certo atributo (a idade, por exemplo, como no caso da populagao
de Ahkiok. A quantidade de valores diferentes foi denotado por M ja que essa quantia ndo tem a
obrigacao de coincidir com IN. Os préprios valores adquiram a notagao genérica x1, To,...,T.
A frequencia relativa populacional do valor x; denota-se por f;; naturalmente, ha M frequencias
fi- Nesse enredo todo, ha uma amostra. O tamanho dela foi denotado por n, e os valores
observados sao ai,as, ..., a,. Obviamente, cada a; é um valor do conjunto {z1,x2,..., 2z}
Isso permite nos falar da frequencia relativa amostral de cada x;. Tal frequencia estd denotada

por fo(xz;).

(I) A média populacional cuja defini¢ao formal é

= ﬁ (x1fi+xafo+ - +2xpfu) (T aquié o simbolo constumeiramente

usagara denotar a média populacional) (6.12)

pode ser aproximada pela média amostral cuja definicao replica a da média populacional
conforme mostrado abaixo

1 a a a

mas cujo célculo faz-se tradicionalmente pela seguinte férmula (ébvio, que as férmulas
(1.13) e (1.14) sao equivalentes entre si)

a, = % (a1 +as+---+a,) (@, aquié o simbolo constumeiramente

usado para denotarmédia de amostra de tamanho n) (6.14)
(IT) A variancia populacional cuja defini¢ao formal é
o2 =+ SM (z; — 2)° fi (% aqui é o simbolo constumeiramente (6.15)
usaghara denotar a média populacional)
ou, equivalentemente, N
o2 = %Z (2; — 7)° (6.16)
i=1

pode ser aproximada pelo valor calculado a partir de amostra de acordo com férmulas
semelhantes; as férmulas sao duas ja que hé acima duas defini¢oes para 02, mas a segunda
delas é de valor infinitamente maior que a primeira tanto pela amplitude de sua uso na
pratica quanto pela importancia didatico-tedrica valorizada pelo presente texto; eis esta:

%Z(ai — )’ (6.17)

Observe que a férmula (1.17) nao foi chamada de “variancia amostral”. Esse termo per-
tence a outra expressdo na qual, diferentemente da expressao (1.17) o denominador é
n — 1. Isso, naturalmente, causa-lhe uma supresa, e eu aprovieto de sua curiosidade para
amarrar a resposta a um argumento importantissimo da Estatistica. Isso é o conteido da
Secao 1.12.
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(ITT) Qualquer g-quantil da distribuigao de frequencia relativa amostral pode ser tomada como
aproximador para ¢-quantil da distribuicao da frequencia relativa populacional.
(IV) O histograma

6.3.4 Um exemplo numérico da aproximacao de populacao pela amos-
tra
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6.4 Conceitos basicos de simulacao e a aplicacao no caso
de uma variavel aleatéria discreta

Ver o material do probabilidade/Aulas/MinhaAulaSimulacaoAnaliseExploratoria/AulaSimulacao.tex

Para que a explicagao do conceito “simulagao” corra solta e facil, precisamos voltar ao
Capitulo ?7. Espero que nele e refrescar o conceito “experimento aleatério” e alguns outros
relacionados a este. Tomo como garantida a sua concepc¢ao do conceito “experimento aleatério”
e do “proferir ou realizar um exerimento aleatério”.

Tudo torna-se muito simples, se ao falar de um experimento aleatério, o locutor concebe
claramente se ele esteja no eixo de tempo antes da proferéncia do experimento aleatério ou de-
pois. Se estiver antes, entao qualquer resultado do experimento aleatorio é possivel a acontecer
ou, ao ser observado, em outros termos, e vale ainda lembrar que as possibilidades expressam-se
formalmente em termos de probabilidade de acontecer.

Se estiver depois, entao um dos resultados possiveis aconteceu e foi observado. O nome para
este sera realizacao ou observacao.

Mas nao deixe de ser enganado pela ultima frase e reclame: “As palavras realizacao e
observacao também sao usadas nas falas de locutor — inclusive, do proprio autor deste livro —,
quando este esta na posicao antes do acontecer de experimento aleatério.” Concordo com a
reclamacao. Mas em defesa, chamo sua atencao que ha uma ligeira diferenca na terminologia
que permite identificar o ponto de vista: na posicao de antes, falamos “realizacao possivel” e
“observagao possivel”, enquanto que na posicao de depois, falamos “realizacao” e “observacao”.
Infelizmente, a confusao tem uma chance, mas esta a confusao, mas esta chance Desta posicao
do locutor, nao ha mais chances para outros resultados, e, consequentemente, nao se fala mais
da probabilidade

Gostaria ainda mencionar, que o importante na verdade nao ¢ onde estd o locutor em
relacado ao momento da proferéncia de experimento aleatério, mas sim, do qual ponto ele deseja
analiséd-lo. Por exemplo, nas aplicacoes de Estatistica na vida real,

Suponha que foi formulado um experimento aleatério, e nele foi definida uma variavel
aleatoria. Para o titulo de esclarecimento, recordo que definir uma varidvel aleatéria num
experimento aleatorio significa, em palavras simples embora precisas, fornecer uma tabela que
associa um numero a cada resultado possivel do experimento aleatério. Vale ainda notar e
lembrar que os nimeros podem se repetir, e que o conjunto de todos eles, sem as repericoes,
chama-se o conjunto de valores da variavel aleatéria. Estes lembrete serao valiosos no que se
segue.

Suponha agora que vocé conduziu o experimento aleatorio formulado, obteve sua realizagao
e, ao consultar a tabela supramencionada, quer dizer, aquela que define a variavel aleatéria X,
voceé identificou o seu valor correspondente. Este, entao, chama-se o valor simulado da varidvel
aleatoria X, e todo o processo supradescrito que gerou-lo chama-se simulagao da variavel
aleatodria X, ou, genericamente, simulacao. Seria 1til notar também que o termo realizagao
de variavel aleatéria usa-se frequentemente como sinénimo do valor simulado.

No paragrafo acima, introduzi a terminologia principal relacionada ao assunto do presente
capitulo. Como se vé, é nada complicado, e até, nada de novo. Se tudo isto te deixou tranquilo,
pode passar para a secao seguinte. Ou, alternativamente, pode ler o exemplo abaixo que fecha
a presente secao apresentando ilustrando o significado da terminologia introduzida.

Imagine que voceé segura em sua mao um dado equlibrado e pretende lancé-lo e anunciar
(para mim, digamos) o valor da sua fage superior, quando o dado parar. Enquanto vocé estar
com o dado na mao, nés nos referimos ao resultado a ser observado por “variavel aleatéria que
pode assumir valores 1, ou 2, ou 3, ou 4, ou 5, ou 6 com as respectivas probabilidades 1/6,
1/6,1/6,1/6,1/6 e 1/6”"; tal referéncia e termos nela usados sao parte de nossos definigoes e
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acordos formuladas e assumidos nos capitulos anteriores. Agora, quando vocé lancou o dado e
observou o resultado, nés nos referimos a este por “valor simulado daquela variavel aleatoria””

O exemplo acima indica que “o valor simulado”” de uma variavel aleatoria é um dos valores
possiveis da mesma. Isto estd certo, porém isto nao implica que ao ser solicitado a dar um
valor simulado da variavel aleatoria supracitada vocé pode simplesmente escolher, ao seu gosto,
um dos numeros entre 1, 2, 3, 4, 5 e 6. O certo é proferir (ou, realizar, em outras palavras) o
experimento aleatorio e dar o valor que a variavel aleatéria assume na realizacao desse.

Do exemplo acima, voceé entendeu que se eu lhe pedir um valor simulado de uma variavel
aleatoria, entao vocé precisa realizar o experimento aleatério, no qual a desejada variavela
aleatoria foi por mim definida, observar sua realizagao e, seguindo minha defini¢ao, achar o
valor que minha variavel aleatéria assume para a realizagao observada; este valor é sua resposta
ao meu pedido. Se é assim que vocé entendeu, entao devo te parabenizar, pois vocé esta
certo. Permita-me s descrever a mesma coisa mas com palavras diferentes: valor simulado
de uma variavel aleatéria é um dos seus valores possiveis que essa assume numa realizagao do
experimento aleatério no quel foi construida.

Mas sendo comprovada sua exatidao na compreencao, lhe surge, naturalmente, a divida
existencial: “Tu precisa de um capitulo inteiro para coisa tal simples?”” Duvida esta vem do
seguinte pensamento: “Tu quer de mim um valor de uma variavel aleatéria. Certo. Para tal,
voceé descreve para mim o experimento aleatério e a definicao daquela variavel aleatéria. E ai,
eu vou ter que realizar seu experimento, e ver e te dizer o valor dessa variavel na realizacao
do experimento que der. E s6 isto e nada mais. Inclusive, se me permitir uma ma educacao,
vou te mandar realizar seu experimento com forcas proprias, pois ja que tu inventou esse entao
ninghem outro consegue realizar sua invencao melhor que tu!”’

De novo, vocé esta correta, menos num pequeno detalhe: temos, e ainda teremos, diversas
variaveis aleatérias definidas por tabela de sua distribuicao, quer dizer, sem a presenca de um
experimento aleatério por traz delas. Parece um caso complicado, mas nao é, na verdade;
mostrarei adiante uma saida simples. O segundo ponto nao tal-tal 6bvio para vocé neste
momento é como simular variaveis aleatérias continuas. Este problema também terda uma
solugao simples a ser apresentada. E haverao mais detalhes miudinhos, os quais junto com os
dois maiores acima mencionados ja dao assunto para um capitulo, que é o presente.

Sua segunda duvida é sobre a utilidade da simulacao como descrita acima.

Por fim, gostaria de apresentar um dicionario de sinénimos ligados ao assunto Simulagao
de Variaveis Aleatérias. Voceé pode dar pouca atencao a esta informacao, pois eu tentarei usar
linguagem padronizado. Mas como o padrao é meu, os textos de outros autores podem te
supreender pela nomenclatura diferente, e é por isto que lhe apresneto esta. valor simulado (de
uma variavel aleatéria) = realizacao (de uma varidvel aleatéria) =

simular simular variavel aleatéria gerar um valor de uma variavel aleatéria sacar um valor de
uma variavel aleatdria simular obter realizagao gerar realizagao obter valor gerar valor nimero
aleatoério resultado de simulagao sacar um valor da distribuicao sacar um valorda va com uma
distribuicao sacar um valor distribuido tal-e-tal

6.5 Gerador de Numeros Aleatorios

Gerador de niimeros aleatdrios é o nome genérico para programa de computador que, como o
proprio nome indica, gera numeros aleatérios. Quase todo pacote possui um de tal gerador.
No EXEL, o comando que invoca o programa é 7777,

Para entender o que o gerador faz e, o mais importante, como usé-lo para simulacao, voceé
precisa primeiramente passar pela exposicao dos dois proximos paragrafos.

Comecamos a exposi¢ao voltando nossa atencao ao objeto ja conhecido: a variavel alaeatéria
“o numero observado no langcamento de uma dado equilibrado”. Vocé reconhece a tabela abaixo
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como a da distribuicao desta variavel aleatoria:
Table to be put here

Esta distribuicao chama-se uniforme em niumeros 1, 2, 3, 4, 5 e 6. O termo “unifmorme”
significa aqui e em toda a exposicao a seguir, que a distribuicao atribui a mesma probabilidade
a todo valor.

Agora ficou facil para vocé entender ao que me refiro quando digo “distribuicdo uniforme
nos valores de uma grade regular do intervalo [0, 1]”.

6.6 Simulacao de uma variavel aleatdria discreta

O nome correto no titulo deveria ser “simulacao de uma variavel aleatéria discreta dada via
distribuicao”, pois se fosse dada via experimento aleatério, entao as idéias acima apresentadas
serveriam para a simulagao.

Entao, suponha que lhe peco simular um valor da variavel aleatéria Y e lhe digo sobre esta
que sua distribuicao é assim:

Y 2 3 7
PlY =y ||02]05|0,3

Para executar esta tarefa é preciso construir um experimento aleatoério, construir neste uma
variavel aleatoria que tenha a mesma distribuicao que Y acima, e simular um valor da variavel
construida. Este valor sera a resposta a tarefa original.

Vocé nao precisa da justificativa para o programa bolado acima.

Vamos ao passo (a) do programa. Tem-se uma liberdade absoluta na escolha de experimento
aleatorio. Porém, deve-se ter em mente que no passo seguinte, este experimento... Por exemplo,
o lancamento de um dado equilibrado nao seria compativel com a distr ibui¢ao de Y pois ¢é
impossivel nele criar eventos com probabilidades 0,2 e 0,3.

Pensando nesta compatibilidade, torna-se atrativa a sugestao para o experimento aleatérioque
daremos a seguir, pois, como veremos, a sugestao funcionara para qualquer distribuicao.

Entao, nossa sugestao é que o experimento aleatorioseja: obtencao de um valor por um
Gerador de Numeros Aleatérias. Neste experimento aleatorio, vamos definir uma varidavel
aleatéria da sorte tal que sua distribuicao seja idéntica a de Y. Vamos chamar a variavel
aleatoria a ser contruida por ), assinalando pela diferenca com simbolo Y o fato que as variaveis
Y e Y podem ser diferentes por terem origem diferentes.

Chamaremos por U o valor a receber do Gerador de Numeros Aleatoérias. Por favor,
certifique-se que voceé entendeu a mensagem por completo; a mensagem é que, sendo visto
da posicao de antes da chamada do Gerador, o valor a receber esta incerto e isto repercurte no
nome e notacao que demos a ele: “variavel aleatoria U”.

Se vocé nao entendeu meu comentario acima, pode entao pular a exposicao a seguir, e ir
diretamente ao texto que mostra a parte técnica do assunto, quer dizer, mostra o que deve ser
feito para chegar ao resultado final.

O ponto levantado dois paragrafos acima nao é que podemos chamar por U o resultado a
receber do Gerador, pois o nome é de menos que importa. O ponto é que sabemos a distribuicao
do valor a receber. Este nosso conhecimento veio da propriedade (777) de geradores de niimeros
aleatorios. Desta propriedade, segue-se que

Propriedade 23 Para qualquer intervalo [a,b] escolhido antem&o no intervalo [0, 1], a pro-
babilidade do valor gerado cair nesse é o seu comprimento; isto, sendo colocado em termos
precisos soa da seguinte maneira:

IP[U € [a,b]] = b— a, para qualquer [a, b] contido por inteiro em [0, 1]. (6.18)
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Esta propriedade ajudar-nos-a quando formos justificar nosso algoritmo de simulacao. No
presente, vamos executar este algoritmo para nosso caso especial. O cerne do algoritmo é a
funcao que recebera o valor do Gerador e entregara o valor simulado da variavel em interesse,
quer dizer, de Y. A funcéo depende da distribuicao de Y. Isto é quase Obvio, mas, para
garantia, estd destacado agra. Sua cara estd na Figura caraFy e ela surge assim: como Y pode
assumir 3 valores, entdo dividimos o intervalo [0, 1] em 3 intervalos, sendo que o comprimento
de cada intervalo é igual a respectiva probabilidade, isto é, o comprimento

6.7 Simulacao de uma variavel aleatéria continua
6.8 Simulacao simultanea de duas ou mais variaveis aleatoérias

6.9 Exercicios

Exercicio 65. Vocé pode lancar duas vézes uma moeda honesta. Explique como usando os
resultados destes langamentos voce vai obter uma realizacao da variavel aleatéria X que assume
valor 1 com probabilidade 1/4 e valor 4 com probabilidade 3/4.

Exercicio 66. Vocé pode lancar uma vez um dado equilibrado e uma vez uma moeda ho-
nesta. Explique como usando os resultados destes lancamentos vocé vai obter uma realizacao
da varidvel aleatéria X que assume valor 1 com probabilidade 1/12, valor 3 com probabilidade
3/12, e valor 5 com probabilidade 8/12.

Exercicio 67. Use os niimeros aleatérios das primeiras duas linhas de seu bloco! para simular
20 valores da varidvel aleatéria Xy 5 com a seguinte distribuigao

P[Xos=1=0,5, P[Xps=0=1-0,5=0,5 (6.19)

(O indice 0,5 da variavel aleatéria X assinala a probabilidade dela assumir valor 1.)
Calcule a média e a variancia amostrais da amostra dos valores simulados. Compare os
valores calculados com a esperanga matematica e com a variancia da varidvel aleatéria X 5.

Exercicio 68. Repita Exercicio 3 usando outras 4 pares de linhas de nimeros aleatérios (de
seu bloco e do bloco que estd debaixo dele na tabela). Para cada 20 valores simulados calcule
a média e a variancia amostrais. Juntando os resultados deste exercicios com o do exercicio
anterior, vocé tem 5 médias amostrais. Quantas delas se distanciam da esperanga matematica
de variavel aleatéria simulada por menos que 0,057

Juntando os resultados deste exercicios com o do exercicio anterior, vocé tem 5 variancias
amostrais. Quantas delas se distanciam da variancia de variavel aleatéria simulada por menos
que 0,257

Exercicio 69. (a) Repita os Exercicios 3 e 4 para varidvel aleatéria Xy g, quer dizer, para a
variavel aleatoria com a seguinte distribuicao:

P [Xo’g = 1] = 0, 9, P [X079 = O] = 1 — 0’ 9 = 0’1 (620)

(b) Repita os Exercicios 3 e 4 para varidvel aleatéria X o, quer dizer, para a variavel aleatéria
com a seguinte distribuicao:

P[Xyo=1]=0,2, P[Xps=0=1-0,2=0,8 (6.21)

!Para as simulacoes use a Tabela de Ntumeros Aleatérios. Esta tabela agrupa niimeros aleatérios em blocos;
sao 24 blocos ao todo. O ntimero de “seu” bloco é igual ao soma dos ultimos dois algoritmos de seu nimero
USP. Vocé vai usar “seu” bloco e o bloco que esta debaixo dele na tabela.
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Exercicio 70. Usando a tabela de nimeros aleatérios, construa trés realizacoes da variavel
aleatoria X que tem a seguinte distribuicao:

@ 1 3 5 7 ] 9
P[X =] || 1/20 | 2/20 | 3/20 | 5/20 | 9/20

Exercicio 71. Usando a tabela de nimeros aleatérios, construa trés realizacoes da variavel
aleatoria X que tem a seguinte distribuigao:

T 1 3 5)
PX =2] | 1/5 | 3/10 | 1/2

Exercicio 72. Usando a tabela de nimeros aleatérios, construa trés realizacoes da variavel
aleatoria normal padrao Z. Use a tabela para gerar variavel aleatéria que tem distribuicao
uniforme nos valores

0; 0,0001; 0,0002;...;0,9999

Exercicio 73. Use os dois blocos de nimeros aleatérios para construir 25 numeros aleatérios
com 4 casas depois de virgula. Use estes nimeros para simular 25 realizacoes da variavel
aleatéria normal com média 3 e variancia 4 (quer dizer, varidvel aleatéria Y ~ N (3;4)). Calcule
a média e a variancia amostrais dos valores simulados. Ache a distancia entre a média amostral
e a esperanca matematica da varidvel aleatoria simulada. Ache a distancia entre a variancia
amostral e a variancia da variavel aleatéria simulada.

Acrescido enquanto trabalhava com outros capitulos: Aqui podemos e devemos falar da funcao
de distribuicao acumulada. Como um dos exercicios sobre este tema, pode ser feito o se-
guinte: considerar as varidveis aleatérias geométricas com parametros diferentes, desenhar as
suas fungoes-probabilidade e mostrar que as fungdes nao carregam muito informagao acerca da
comparagao: a com ¢ mener, comeca com valor menos, mas, em compensacao decai masi deva-
gar que outra; entao parece que nao da comparacao entre as duas. Mas, quando apresentarmos
por funcoes de distribuicao acumulada, veemos que uma fica abaixo da outra, e para sempre.

Funcao de distribuicao acumulada

Os proximos exercicios vieram de uma das listas do curso MAE112. O enfoque daquela
lista eram as funcgoes de distribuigao acumulada. Precisa verificar se a inclusao dos exercicios
no presente capitulo faz sentido.

3. Seja X tal que IP[X = 0] = 1/3 e IP[X = 1] = 2/3. Definimos nova varidvel aleatéria
Y como Y = 2X — 1. Desenhe no mesmo desenho as funcoes de probabilidade de X e de Y.
Desenhe no mesmo desenho as funcoes de distribuicao acumulada de X e de Y.

4. Seja X a variavel aleatéria com a seguinte distribuicao:

x 1135
P[X =x] |[1/6 | 2/6 | 3/6

Faca no mesmo desenho as fungoes de probabilidade de X, de 2X e de X + % Faca no mesmo
desenho as fungoes de distribuicao acumulada de X, de 2X e de X + % Observe que apesar
de que 2X é o dobro de X, a funcao da distribuicao acumulada de 2X nao é o dobro da de X.
Ja sobre as funcao de probabilidade destas variaveis aleatorias, podemos dizer que a segunda
¢ o dobro da primeira, entendendo com isso que a segunda ¢ a primeira esticada duas vezes ao
longo do eixo de z.

5. Sejam X e Y duas varidveis aleatorias independentes e distribuidas da seguinte maneira:
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x 0 1 Y 0 1
PX=x]|1/2]1/2 PlY =vy] | 1/2 ] 1/2

Definimos nova variavel aleatoria Z como a soma das duas: Z = X+Y . Faga no mesmo desenho
as funcoes de probabilidade de X, de Z. Faga no mesmo desenho as funcoes de distribuicao
acumulada de X, de Z. Observe que apesar de que Z é a soma das copias independentes de
X, a funcao da distribuicao acumulada de Z nao é o dobro da de X.

Note que a independéncias das variaveis aleatorias X e Y é essencialmente usada no calculo
da distribuicao de Z. Por exemplo,

PZ=1 = P[X=1leY=0ouX=0eY =1]
— PX=1leY=0+PX=0ecY=1]

11 1 1 1

PIX =1 Ply =04 PIX =0 Py =1]= L. L 1]

6. Repita Ex. 5 substituindo a distribuigao de Y (somente de Y!) por

Y 0 2
PlY =vy] || 1/2 ] 1/2
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6.10 Exercicios sobre populacoes e amostras

Aviso. Na pratica, quando se analisa um conjunto de dados, é importante saber se ele contém
as observacoes duma populagao ou duma amostra. A importanica advém da diferenca entre
os objetivos da andlise. A andlise de uma amostra tem por seu objetivo conseguir diversas
inferéncias sobre aquela populacao de onde a amostra foi retirada. A construcao dos métodos
das inferéncias desejadas devem tomar em conta os fatores aleatorios inevitavelmente presentes
no processo de amostragem. No momento, nao falaremos sobre tais fatores, mas a mencao
deles agora é importante pois sao eles que causam as diferencas nos tratamentos de conjuntos
de dados de amostra e de populacao, ja que na obtencao de dados de populagao qualquer fator
aleatério esta ausente por completo.

No que se tange ao conteido desse capitulo, as diferengas supramencionadas afetam a cons-
trucao de quartis (assim como todos os g-quantis sobre os quais nao foi dito nada nas aulas),
a construcao de box-plot e o cdlculo da variancia de conjunto (e todas as medidas de posigao e
de dispersao que dependem dessa variancia).

As trés diferencas destacadas no paragrafo anterior nao sao importantes para a aprendizagem
das idéias e dos métodos que tenciono ensinar no presente capitulo. Por isso, com o intuito de
assingelar nossas vidas, sugiro que em todas os exercicios do capitulo, os alunos tratem todos
os conjuntos de dados seguindo os seguintes padroes:

(i) Que os quartis (melhor dizer, os valores numéricos dos quartis) @1, Q2,3 sejam calcu-
lados de acordo com a regra abaixo. Na formulacao da regra, eu uso a notacao )
para me referir & k-ésima observacao do conjunto ordenado (da menor para maior) de
observacoes; note a diferenca entre x;, e x(): o primeiro é a k-ésima observacao na ordem
de chegada (que tipicamente nao estd determinada pois—realmente-nao desempeno papel
algum) enquanto que a segunda é a observagao que estd no k-ésimo lugar apds que todas
as observacgoes foram ordenadas.

T((N+1)/4), s€ (N +1)/4 for inteiro
Q=11 x + T se (N + 1)/4 nao for inteiro (6.22)
2 M (@+1)/4) ((N+1)/4) >
0 T((N+1)/2), se (N +1)/2 for inteiro (6.23)
2= - o 6.23
3 {x((NH)/2) + ZL‘<W>} , se (N 4 1)/2 nao for inteiro
Q JZ(3(N+1)/4), Se S(N + 1)/4 for inteiro ( )
3= ~ o 6.24
: {x(3(N+1)/4) + x<m>} , se 3(IN 4 1)/4 nao for inteiro

(Nas férmlas acima r significa o maior dos inteiros que sdo menores que r, enquanto
que 7 significa o menor dos inteiros que sao maiores que r. Por exemplo, 9,25 = 9 e
9,25 = 10.)

(ii) Que os box-plots estejam desenhados com base nos valores dos quartis calculados de
acordo com o item acima, e nos valores do maximo e do minimo (e sem a identificagao de
valores aberrantes). Observo que a diferenga na construcao de box-plot supramencionada
nao ¢ somente a consequencia da diferenca dos céalculos de quartis para populagoes e
para amostras; a diferenca expressa-se também na identificacdo e marcacao de valores
aberrantes do conjunto representado pelo box-plot. Especificamente, nos exercicio do
capitulo, eu nao espero/solicito que os valores aberrantes sejam identificados e marcados.

(iii) Que a variancia seja calculado de acordo com a férmula

1 & .
~ > (i —z) (6.25)

=1
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que foi introduzida para tratar conjuntos de observacoes de populacoes. Recordo para o
titulo de completude de minha apresentacao que a variancia de conjunto de observacgoes
que forma uma amostra calcula-se pela férmula

n

ni1§:@”_@2 (6.26)

Noto ainda que a diferenga principal entre as duas estd no denominador; ela tem sua
razao a ser, e conforme ja mencionado acima, por traz dela ha a aleatoriadade presente
na obtencao das observagoes de amostra que combina-se com o objetivo de usar a amostra
a fim de estimar a variancia da populagao. Quanto ao uso de letra minuscula ou maitscula
para o tamanho do conjunto de observacoes, essa diferenca é o tributo a tradigao: para
uma populacao, a tradigao manda denotar seu tamanho por N, enquanto que para uma
amostra—por n.

(iv) Por tltimo, decidi que vale declarar explicitamente que o método de histogramas é o
mesmo tanto no caso de populacao quanto no de amostra.

Ainda com o intuito de evitar suas surpresas desagradaveis, devo lhe avisar de que alguns
pacotes de programas fazem o calculo dos valores de quantis pelo caminho que é pouco diferente
daquele que expliquei acima. Para entender uma das diferencas, oberva que o valor de a parte
apds a virgula de (N + 1)/4 pode ser 257, ou “, 57, ou “ 75”. Quando essa parte for “ 257,
alguns programas calculam ()1 nao pela formula acima, mas pela seguinte regra:

3 1
QL= 32( i) + 7%(@F07)

Essa férmula atende a concepcao de que a posicao de Q1 no conjunto de dados ordenados esta
mais proxima aos primeiros 25% de dados do que aos 75% de dados maiores, e, de acordo
com essa concepcao, a férmula desloca o valor de Q1 na direcao do conjunto de 25% de dados
menores por intermédio de aumento do peso junto ao T((n1)/4) Para 3/4 em relagao de 1/2,

que era o valor do peso na férmula (1.22). As alteragoes semelhantes ocorrem quando a posi¢ao
acaba em “, 75”7, s6 que nesse caso, o peso diminui-se para 1/4. As mesmas regras aplicam-se ao
calculo do valor de (3. Concluindo: vocé deve fazer os calculos dos valores de quantis usando o
método descrito no item (i) acima, mas se seus resultados forem pouco diferentes dos resultados
fornecidos por aplicativos do tipo EXEL, R, SAS, vocé nao deve ficar surpreso pela diferenca.
Inclusive, alguns gabaritos dos exercicios dessa segao foram feitos com o uso desses aplicativos;
é bom que vocé esteja avisado sobre isso.

Exc. 74. (Esse exercicio trata conjuntos pequenos de dados para proporciona-lhe a possi-
bilidade de acompanhar visualmente o funcionamento da regra que calcula quartis de
conjunto de dados.)

Calcule
(a) Ql, Q2 e Q3 para 1 3 6 13
(b) Q1, Q2 e Q3 para 1 3 5 6 13
(c) QI, Q2 e Q3 para 1 35 5 6 13
(d) QL Q2eQ3para 1 1 3 5 5 6 13
(e) Q1,Q2eQ3para 1 2 3 4 5 6 7
(f) Q1,Q2eQ3para 1 2 3 4 5 6 7 8

Exc. 75. (Fazendo esse exercicio, vocé desenvolve a sensibilidade acerca da mudanga de valores
dos quartis de conjunto em resposta a pequenas mudancas nos valores de algumas poucas
observagoes ou em resposta ao acrescimo de algumas poucas observagoes.)
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(a) Para o conjunto de 20 observagoes dado abaixo, calcule a média, a variancia, os quartis e
construa o box-plot:

10 13 21 28 29 31 39 50 52 54 54 67 75 79 8 83 8 87 88 97

(b) No conjunto de observacoes do item (a) foram feitas as seguintes modificagoes: adicionou-se
3 unidades nas observagoes 1, 19 e 20:

13 13 21 28 29 31 39 50 52 54 54 67 75 79 80 8 8 87 91 100

Calcule a média, a variancia, os quartis e construa o box-plot do conjunto acima. Compare
com os correspondentes resultados obtidos no item (a).

(c) Agora, no conjunto de observagoes do item (a) foram feitas modificagoes diferentes, a saber:
adicionou-se 2 unidades nas observacgoes 5 e 15 e subtraiu-se 2 unidades das observacoes 10 e
11:

10 13 21 28 31 31 39 50 52 52 52 67 75 79 82 83 8 &7 88 97

Calcule a média, a variancia, os quartis e construa o box-plot do conjunto acima. Compare
com os correspondentes resultados obtidos no item (a).

(d) Considere agora as observagoes abaixo que resultaram das modificagdes do conjunto do
item (a) da seguinte natureza: adicionou-se 3 unidades nas observagoes 19 e 20 e subtraiu-se 3
unidades da observacoes 1 e 2:

7 10 21 28 29 31 39 50 52 54 54 67 75 79 80 8 86 87 91 100

Calcule a média, a variancia, os quartis e construa o box-plot do conjunto acima. Compare
com os correspondentes resultados obtidos no item (a).

Exc. 76. (O objetivo desse exercicio é similar ao do Exc. 11, s6 que no presente exercicio foi
colocada uma observacao atipica com o intuito de chamar sua atencao a forma como essa
deve estar apresentada no box-plot do conjunto de todas as observagoes.)

Os dados abaixo representam velocidades do vento (km/h) num determinado aeroporto para

os primeiros 15 dias de dezembro de 2008:

222 61,1 13,7 27,8 22,7 7,4 87 6,3 204 256 23,2 11,1 13,0 7,2 14,8

(a) Calcule a média, a mediana, o desvio padrao e os quartis da velocidade. Faga o box-plot.
(b) Note que o dia 2 de dezembro apresenta um valor atipico devido a uma tempestade forte
com chuva e vento. Remova esse valor e refaca o item anterior. Comente as diferengas encon-
tradas.

(c) Construa os box-plots dos dados originais e dos dados sem a observacao do dia 2 de dezem-
bro.

Exc. 77. (Fazendo esse exercicio, vocé desenvolve a precep¢ao acerca do “mecanismo” de
mudanca de valores dos quartis de conjunto em resposta mudanca que envolve todas as
observagoes do conjunto.)

(a) Considere o conjunto 1, 3, 7, 8, 11. Para este, calcule a média, o minimo, o maximo, os

quartis, a variancia, o desvio padrao, o intervalo interquartil (recordo que este é @3 — Q1 e que

seu valor pode ser usado como a medida de dispersao de dados), e o coeficiente de variacao

(recordo: C'V = (desvio padrao/média)).

(b) Acrescente 2 a cada valor do conjunto e repita os célculos. Analise como o acrescimo afetou

os valores de média, minimo, maximo, quartis, variancia, desvio padrao, intervalo interquartil

e o coeficiente de variacao.

(c) Multiplique por 3 cada valor do conjunto e repita os célculos. Analise como o multiplica-

dor afetou os valores de média, minimo, maximo, quartis, variancia, desvio padrao, intervalo

interquartil e o coeficiente de variacao.



CAPITULO 6. POPULACAO E AMOSTRA 268

Exc. 78. (Esse exercicio é o ultimo do ciclo de exercicios que trabalham com a mudanga dos
valores de quartis de um conjunto em resposta a mudanca dos valores de observacoes
deste conjunto. Diferentemente dos exercicios anteriores, no presente, é vocé quem pre-
cisa alterar os valores de observacoes com o objetivo de alcangar a mudanca de quartis
solicitada pelo enunciado.)

Considere o seguinte conjunto de observagoes:
14 6 7 9 10 12 15

(a) Acrescente 4 observagoes da maneira tal que os valores dos @1, Q2 e Q3 ndo se alterem, e
o valor da média seja o mesmo que o do conjunto original.

(b) Acrescente 4 observagoes da maneira tal que os valores dos Q1,Q2 e Q3 nao se alterem,
mas o valor da média seja maior que o do conjunto original.

(c) Modifique o valor de uma das observagoes da maneira tal que os valores dos @1, Q2 e )3
nao se alterem, mas o valor da média seja maior que o do conjunto original.

(d) Modifique os valores das observagoes ou acrescente novas observagoes da maneira tal que
os valores dos @1, Q2,3 e a média nao se alterem, mas a variancia aumente.

Exc. 79. FEm cada um dos quatro desenhos abaixo, vocé vé o histograma feito para um
conjunto de dados. Com base na informagao apresentada pelo histograma, o que vocé pode
afirmar sobre os valores dos quartis do conjunto em cada desenho?

N
L4
L
L4

—
o
—
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~

o FPFNWERIIDTOOOHRNWERUTO~J00 OO DN Wk

o FPNWHRIIODT0OOODHNWHERUIOIN00 OO DN Wk

OO ODO OO OO FRFRRFRFERFERFERFERFERFEDNDNDNDNDN
OO OO OO OO R FRFRFRFERFERFENDNDNDDNDDND

00.10.20.30.40.50.60.70.80.91.0 ~ .00.10.20.30.40.50.60.70.80.91.0



CAPITULO 6. POPULACAO E AMOSTRA 269
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00.10.20.30.40.50.60.70.80.91.0 ~ 00.10.20.30.40.50.60.70.80.91.0 ~

Exc. 80. Valores de porosidade (em %) de 57 arenitos encontrados a uma profundidade de
1100 a 1105 metros sao mostrados a seguir:

19,8 20,0 21,0 21,1 212 215 21,6 21,7 218 218 21,9
220 22,1 22,1 22,1 222 223 223 223 223 224 224
224 225 22,6 22,6 228 230 230 231 232 233 235
23,7 23,7 23,7 238 23,9 239 239 240 241 242 242
244 249 250 252 253 253 256 26,0 26,6 27,3 27.6
279 28,6

(a) Construa o histograma correspondente ao seguinte conjunto de amplitudes:
[19,20),[20,21),[21,22),[22,23),[23,24), [24, 25), [25, 26), [26, 27), [27, 28), [28, 29]

Quais carateristicas da distribuicao populacional sao sugeridas por esse histograma?
(b) Construa o histograma correspondente ao seguinte conjunto de amplitudes:

[19,21),[21,22), [22, 23), [23, 24), [24, 25), [25, 26), [26, 29]

Quais carateristicas da distribuicao populacional sao sugeridas por esse histograma?

(c) Construa o box-plot da amostra. Quais carateristicas da distribui¢ao populacional sao
sugeridas por esse histograma?

Observacao: Certifique-se que vocé entende plenamente ao que refere-se o termo “a distribuicao
populacional” que apareceu nas questoes do exercicio.

Exc. 81. (da apostila do MAE0116) Os dados a seguir referem-se a medidas de prostaglan-
dina (pg/ml) e calcio (ml/dl) em pacientes com céancer apresentando ou nao hipercalcemia (os
pacientes do 1-0 a 11-o0 sao os que apresentam a hipercalcemia, o os do 12-0 ao 22-0 sao os
que nao). Desenhe o boxplot para as variaveis prostaglandina e célcio, separando por grupos
com e sem hipercalcemia, e use-los para concluir sobre o efeito da hipercalcemia nas medidas
de prostaglandina e célcio.
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Com hipercalcemia

Sem hipercalcemia

Paciente prostag- calcio paciente
landina
1 500 13.3 12
2 500 11.2 13
3 301 13.4 14
4 272 11.5 15
5 226 11.4 16
6 183 11.6 17
7 183 11.7 18
8 177 12.1 19
9 136 12.5 20
10 118 12.2 21
11 60 18 22

Exc. 82. Considere o seguinte conjunto de dados:

3.1, 3.1, 3.5, 4.3,
53, 5.3, 54, 5.6,
6.1, 62, 6.2, 6.2,
6.6, 6.7, 6.7, 6.8,
70, 7.1, 7.1, 7.1,
7.3, 7.3, 1.3, T4,
7.9, 7.9, 8.0, 8.0,
8.2, 82, 83, 83,
8.5, 8.6, 8.6, 8.6,
9.0, 9.0, 9.1, 9.1,

4.4, 45, 4.7, 4.9,
57, 5.8, 58, 5.8,
6.2, 6.4, 6.5, 6.5,
6.8, 6.8, 6.8, 6.8,
71, 7.2, 7.2, 7.3,
75, 7.6, 7.7, 7.8,
8.0, 8.0, 8.0, 8.0,
8.3, 8.3, 84, 85,
8.6, 8.7, 8.7, 8.8,
9.1, 9.2, 9.3, 9.3,

4.9,
5.9,
6.6,
6.9,
7.3,
7.8,
8.1,
8.5,
8.9,

0.4,

5.0,
5.9,
6.6,
6.9,
7.3,
7.8,
8.1,
8.5,
8.9,
9.6,

prostag-
landina

254
172
168
150
148
144
130
121
100
88

60

5.1,
6.0,
6.6,
6.9,
7.3,
7.9,
8.2,
8.5,
8.9,
9.8,

5.2,
6.1,
6.6,
7.0,
7.3,
7.9,
8.2,
8.5,
8.9,
9.8

calcio

10.1
9.4
9.3
8.6

10.5

10.3

10.5

10.2
9.7
9.2

11.2

270

(a) Construa o histograma (para a frequencia relativa) correspondente as seguintes classes:

13,5),[5,8),[8,10]

(b) Construa o histograma (para a frequencia relativa) correspondente as seguintes classes:

3,4),[4,5),[5,6),[6,7),[7,8),[8,9), 9, 10]

Quais carateristicas da distribuigdo populacional sao sugeridas por esse histograma? (Esta
pergunta é opcional; nada parecido estara na prova.)
(d) Construa o box-plot desse conjunto de dados.
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6.11 Solucoes dos exercicios sobre populacao e amostra

Solucao do Exc. 11

Min. ‘ Q.1 ‘ Mediana ‘ Média ‘ Q.3 ‘ Max. ‘ Var.

(a) 10.00 | 30.50 | 54.00 | 56.15 | 80.75 | 97.00 | 766.23

(b) Min. | Q. 1 | Mediana | Média | Q.3 | Méx. | Var.
13.00 [ 30.50 | 54.00 | 56.60 | 80.75 | 100.00 | 775.83
Min. ‘ Q.1 ‘ Mediana ‘ Média ‘ Q. 3 ‘ Max. ‘ Var.

(c) 10.00 | 31.00 | 52.00 | 56.15 | 82.25 [ 97.00 | 767.29

d Min. ‘ Q.1 ‘Mediana ‘ Média‘ Q.3 ‘ Max. ‘ Var.
(d) 7.00 [ 30.50 | 54.00 | 56.15 | 80.75 | 100.00 | 819.29

Desenhos do exercicios que devem ser colocados como figura nessa solucao:
V-EstatisticaDescritivaExercicios—-boxplotl.pdf,
V-EstatisticaDescritivaExercicios-boxplot2.pdf,
V-EstatisticaDescritivaExercicios-boxplot3.pdf,
V-EstatisticaDescritivaExercicios-boxplot4.pdf

Solucao do Exc. 14. Precisaremos saber que Q1 = 5,2 = 8, Q3 = 11, media = 8. Tais
valores calculam-se diretamente do conjunto de dados.

(a) Basta adicional 1 observagao a cada 25% das observagoes e coloca-las simetricamente em
torno da média do conjunto original (que era 8): 2 e 14, e 6,5 ¢ 9,5. Aqui por “cada 25% das
observagoes” me referi aos quatro subconjuntos de observagoes que encopntram-se entre min e
@1, entre Q1 e Q2, entre 2 e (Y3, e entre )3 e max.

(b) Basta adicional 1 observagao a cada 25% das observagoes e coloca-las assimetricamente
em torno da média do conjunto original, dando assim um deslocamento da mesma a direita.
Uma das possibilidades é: 2, 14, 6.5 e 9.6. Esta solugao “aproveita” da solugao do item(a), mas
desloca 9.5 para 9.6.

Outra possibilidade é “aproveitar” da mesma solugao do item (a), mas deslocar a observagao
14 acrescida ao bigode direito do box-plot. Ja que nao é precisa preservar o valor do extremo
direito do bigode, deslocamos 14 para 16. Isto d& a seguinte solucao: os valored as quatro
observagoes acrescidas sao 2, 16, 6.5 e 9.5.

E claro que as duas solugoes apresentadas nao sao unicas. Por exemplo, 2, 16, 6.5 ¢ 9.6
também resolvem a tarefa.

(c) Aqui o mais ficil é aumentar o valor da observacao que da o extremo direito do bigode
direito. Esta observacao nao participa diretamente na conta dos valores de Q1,2 e ()3, mas
entra na conta da média com o mesmo peso que todas as outras. Portanto, uma das solugoes
é: 1 4 6 7 9 10 12 17

(d) A maneira mais facil aqui é afastar as observagoes extremais para mais longe da média:
0 4 6 7 9 10 12 16
J& sabemos que estas observacoes nao conseguem afetar os valores dos quantis. Também,
nossa alteragao nao afetou a média pois as duas observagoes se posicionavam da menira simeétrica
em torno da média, e nos mativemos esta simetria ao afastar as duas da média. Mas este
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afastamento aumentou a varianica pois o valor desta é a soma ponderada dos quadrados das
distanicas entre a média e as observacoes.

Solugao Para a construcao dos gréaficos box-plot, calcula-se os valores da mediana, primeiro
quartil, terceiro quartil, LI e LS da mesma forma como feito no exercicio 1 para os conjuntos
de dados A e B. Os valores encontram-se dispostos na tabela 1.1.

Tabela 6.1: Medidas para construgao do box-plot.

Conjunto A | Conjunto B
Mediana 3,66 4,42
Primeiro quartil 2,345 2,845
Terceiro quartil 4,69 5,845
LI -1,1725 -1,655
LS 8,2075 10,345

Dessa forma, observando-se que os conjuntos de dados nao apresentam valores atipicos,
construiu-se o box-plot exposto na Figura 7?7

Verifica-se pela Figura ?7que os dados do conjunto B possuem maior variacao do que os
dados do conjunto A, assim como um maior valor de mediana. O box-plot indica também
que o conjunto B possui distribuicao semelhante a distribuicao do conjunto A deslocada para
valores maiores.

Solugao ao Exc. 12. (a) Célculo da média:

Shiwi Y2 w2852
T=——=—— = — =19,0133
T 15 15 ’
Célculo da mediana: Para calcular a mediana é preciso primeiro calculae sua posicao, consi-
derando que ela é o quartil de ordem 0,5, a posicao segue-se da aplicacao da férmula pos =
0,5(n+1),0queda (15+1)0,5=16*0,5 = 8. Isto quer dizer que o valor da mediana é igual

ao valor da oitava observacao dos dados ordenados. O resultado da ordenacao é assim:

6,37,27,48,711,113 13,7 14,8 20,4 22,2 22,7 23,2 25,6 27,8 61, 1

Portanto, Mediana= 14, 8.
Calculo do primeiro e terceiro quartis segue o mesmo caminho que o do calculo da mediana,
com a tunica diferenga que na férmula para a posigao usa-se o fator 0,25 (para Q1) ou 0,75

(para Q3) no lugar de 0,5. O resultado é: Q1 =9,9 e Q3 = 22,95.

Calculo do desvio padrao: A variancia (que precisa ser calculada para descobrir o desvio
padrao, ja que este é a raiz quadrada da variancia) é calculada pela férmula:

Z?:l (v —T)?

n—1

ja que trata-se da variancia de uma distribui¢do amostral (se fosse a de distribuigdo populaci-
onal, usariamos n no lugar de n — 1 no denuminador da férmula). Temos, entao:

n x; 2 nz? —
. > i ( > \/8044 86 — 15 x 361, 5068 _ 13 6850
n—l n—1 15—-1

E de custume colocar numa tabela os valores calculados até o momento e chamar a tabela
por Tabela de Estatisticas descritivas. No presente caso, esta esta abaixo:
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Valor
Média 19,0133
Mediana 14,8
Desvio Padrao | 13,6859
Primeiro quartil 9,9
Terceiro quartil | 22,95

Para a construcao do box-plot sao necessarios os valores de mediana, primeiro e terceiro
quartis, e além destes, é necessario verificar a presenca de pontos atipicos nos dados. Executa-
remos primeiramente a ultima tarefa. Calculamos LS, o limiar tal que qualquer observagao a
sua direita declarar-se-a4 “atipica”. Temos: LS = Q3+ 1,5(Q3 — Q1) = 42,525. E verificamos
em seguida que a observagao 2 de valor 61,1 é a tnica que é maior que LS; ela serd marcada
na desenho por o, assinalando com isto a “atipicidade” dela (h& pacotes computacionais de
Estatistica que produzem desenhos nos quais os valores atipicos sdo marcados por ). E im-
portante observar que o bigode superior do box-plot nao chega obrigatoriamente a altura LS/
o bigode acaba na maior observagao do conjunto entre as que nao ultrapassam LS (reforco: as
que ultrapassam sado “atipicas” e sd@o marcadas como tal). De acordo com esta regra, bigode
superior estica-se do Q3 = 22,95 a 27, 8.

Vamos agora ao bigode inferior e as valores atipicos pequenos da amostra tartada. Assim
como acima, calcula-se preimeiramente o limiar tal que os valores abaixo dele serao considerados
como atiticos: LI = Q1—1,5(Q3—Q1) = —9,675. No caso da amostra tratada, ndo ha valores
inforeir a L1, logo nao hé valores atipicos pequenos. E importante observar que o bigode inferior
do box-plot nao desce obrigatoriamente ao nivel LI; o bigode acaba na menor observacao do
conjunto entre as que nao caem abaixo de LI. Esta observacao ¢é 6, 3.

Dessa forma, a Figura ??apresenta o box-plot dos dados originais.

(b) Da mesma forma como calculado no item A, as medidas para o conjunto de dados sem
a observagao 2 se encontram na tabela abaixo:

Valor
Média 16,0071
Mediana 14,25
Desvio Padrao 7,465
Primeiro quartil 9,3
Terceiro quartil | 22,575

Pode-se verificar que, ao retirar a segunda observagao, os 3 quartis nao obtiveram seu valor
muito alterado; porém, a média e o desvio padrao reduziram significantemente, sendo que o
desvio padrao reduziu quase que pela metade.

Solucao ao Exc. 16. A Tabela de Esatatisticas descritivas encontra-se abaixo. Esta foi
calculada com uso do pacote computacional R; é possivel que R calcula @1, )2, 3 sa maneira
pouco diferente daquela que foi explicada na aula e realizada na solucao do Exc. 12.

Min. ‘ 1st Qu. ‘ Median ‘ Mean ‘ 3rd Qu. ‘ Max.
19.80 | 22.10 | 23.00 | 23.38 | 24.20 | 28.60

Solucao (a) Obs.: o texto foi elborado pelo monitor. O box-plot mostra que os dados estao
concentrados na “extremidade direita”: os 50% das maiores observacoes sao mais concentrados
que os 50% dos menores. Ainda mais: ja que as amplitudes dos 3-0 e 4-0 subconjuntos sao
relativamente iguais, podemos acreditar que as observagoes a direita da mediana ((Q2) sao
distribuidas mias ou menos uniforme. Podemos também acreditar que a causa esquerda da
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conjunto de dados é muito fina, quer dizer, ha poucas observagoes espalhadas num intervalo
relativamente extenso; a indicacao para isto é a extencao do bigode esquerda do box-plot.

Solucao (b) Obs.: o texto foi elborado pelo monitor. Neste caso, o box-plot indica que as
menores e as maiores observagoes sao as mais concentradas. Como as aplitudes do primeiro e do
querto subconjuntos sao quase iguais, podemos sugerir que a distribuicao possui duas modas:
uma delas fica entre os 25% das menores observacgoes, e a outra entre os 25% das maiores. J4
os 50% das observacoes centrais sao mais dispersas. O box-plot nao permite deduzir se estas
sao distribuidas uniformamente entre Q1 e )3 ou nao. O histograma mostra que nao: ha uma
significativa diminuicao da densidade logo a direita da médiana. O box-plot foi incapdz de
sentir isto.

Solugao (c) Obs.: o texto foi elborado pelo monitor. O formato do box-plot indica que ha
ima unica moda da distribuicao e que essa econtra-se entre ()1 e a mediana. A densidade das
observagoes diminui conforme das observacoes afastam-se da moda, sendo que a cauda direita
¢ mais longa que a cauda esquerda.

Obs. do professor: Observaria que o conjunto de dados foi criado por nés da maneira tal
que sua histograma apresentasse duas cumes: uma — a mais alta — com a coordenada 0.15 e a
outra — mais baixinha — com a coordenada 0.55. Podemos agora ver que o box-plot nao sentiu
esta particularidada de distribuicao.

Solugao (d) Obs.: o texto foi elborado pelo monitor. Neste conjunto de dados, as observagoes
encontram-se concentrados na extremidade superior, e a concentracao diminui com a diminuicao
de seus valores. E provavel — conforme o box-plot segere — que a moda esteja a direita de ()3.

Solugao (e) Obs.: o texto foi elborado pelo monitor. O box-plot deste conjunto de dados sugere
que a concentragao de observagoes diminui com o aumento de seus valores, que a moda fica perto
de 0 e que a distribui¢ao nao possui cauda esquerda. A igualdade (aproximada) das extengoes
do terceiro e quarto subconjuntos pode indicar a distribuicao uniforme das observacoes a direita
da mediana. Porem, os subconjuntos sao muito extensos, e isto permite que a densidade das
observacoes flutue dentro de cada um sem que o box-plot consegue sentir estas flutuacoes. Na
verdade, é bem isto que aconteceu: ha uma concentracao relativa de observagoes em torno de
0.6 (expressada no histograma por uma elevagao acima de 0.6), cuja existéncia nao foi indicada
pelo box-plot.



CAPITULO 6. POPULACAO E AMOSTRA 275

6.12 Porque a férmula para a variancia amostral tem
n — 1 no seu denominador

6.12.1 Formulando a pergunta

Suponhamos que alguém colocou bolas idénticas numa urna, sendo que cada bola carrega um

dos numeros ki, ko, ..., ky. Denotaremos por p; a proporgao das bolas da urna que carregam
o nimero k;. Com isso, a seguinte tabela

ky T ko | oo im kvt | ky

b1 | P2 | Pm-1 | PMm

¢ exatamente aquilo ao que chamamos por “distribuicao de frequencia relativa por atributo
“numero carregado” da populacao de bolas na urna”. Esse distribuicao serda chamada no que
se segue por “distribuicao populacional”.

Recordo, para as necessidades dos argumentos a vir, que a quantia

kipy + kopa + -+ - + ky—1pav—1 + kvpm (6.27)
calculada com valores da distribuicao populacional, chama-se média populacional; denotaremos
essa por [i.

Outrossim recordo, também para as necessidades futuras, que a quantia

(ky — M)2P1 + (k2 — M)2p2 + o+ (kyor — M)QPM—1 + (ky — ,U)ZPM (6.28)

chama-se varidncia populacional; denotaremos essa por 2.

Imagine agora que nao sabemos nada sobre a distribuicao populacional: nao sabemos nem
M, nenhum dos k; e nenhum dos p;.

Imagine que desejamos estimar o valor de o2, quer dizer, desejamos estimar a varianica
populacional, e para o fim dessa estimacao, somos autorizados fazer amostra simples com re-
posicao. Isso quer dizer, que podemos retirar ao acaso uma bola da urna e observar o ntiimero
carregada pela bola retirada, e podemos repetir esse procedimento tantas vezes quantas dese-
jamos, desde que apds cada ratirada, a bola seja devolvida a urna, e todas as bolas sejam bem
misturadas.

Entao, ao fixar o nimero de retiradas a serem feitas e ao denotar esse por n (esse n é o que
chama-se o tamanho da amostra a ser feita), sugerimos o seguinte procedimento: apds fazer n
retiradas e ver os nimeros

T1, T, ..., Ty (6.29)
fazer a média delas, isso é,
1
SR CTRE R (6.30)
e usar esse para calcular o valor da expressao
1
n_l{(xl—f)2+(:1c2—E)2+---+(:Un—f)2} (6.31)

onde T é a notacao para a média. O valor da expressdao (1.31) é a nossa estimativa para a
variancia populacional. Na verdade, ela é nossa pois aceitamos a imposicao de Estatistica
Teorica que ela é boa por um motivo sensato e cémodo. De acordo com meu plano didatico,
nao preciso discutir esse motivo, embora na Sec¢ao 1.12.2, em sua Equagao (1.35), aparecera a
propriedade que da liz ao motivo, e esse serd comentado em (1.12). Mas para vocé, mau leitor,
isso tudo deve estar no segundo plano. O que voceé deve perguntar é: Por que o denominador da
expressao (1.31) é n—1 e nao n, como seria de se esperar com base em consideragoes intuitivas
e genéricas? O presente texto é sobre isso e aresposta vird na prossima secao.
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6.12.2 Respondendo a pergunta

Para que possamos dar a a explicacao ao n—1, precisamos olhar na amostra antes dela acontecer.
Desse ponto de vista,

o numero a ser visto na 1-a retirada é uma variavel aleatodria, a qual denotamos por X1,
o numero a ser visto na 2-a retirada é uma varidvel aleatéria, a qual denotamos por Xo,
o numero a ser visto na n-ésima retirada é uma variavel aleatoria, a qual denotamos por X,

E entdo, a média (1.30) adquira a expressao

1

—{Xi+ X+ + X0} (6.32)
Fica claro que isso é uma varidvela aleatéria; denotamos ela por X. Ainda mais, do nosso ponto
de vista de antes, a expressao (1.31) adquira a expressao

1
n—1

(X - X))+ (X — X))+ + (X, — X)*} (6.33)

Para justificar que a férmula sugerida para estimar o2 ¢ boa, vou mostrar que

1

n —

y/)

AKX (X X (X - X} =0 (6.34)

o que interpreta-se dizendo que
o estimador acerta em média no valor estimado (6.35)

que, de acordo com consideracoes cujas elucidagoes nao estd na nossa programacao, significa
que (1.33) é um bom estimador.

Para completarmos o objetivo de mostrar a igualdade (1.34), precisamos dos seguintes fatos:

Fato 1: A distribuicao de cada variavel aleatéria X; é exatamente a distribuicao populacional,
quer dizer,

T by |y | -eee ki1 | kar
PX;,=z|||p1|p2| -+ PM-1 | Pu

e, como consequencia disso,

Fato 2:
FE[X;] = u, Var[X;] = 0%, para cada X; (6.36)

Fato 3: As variavei aleatérias X7, Xo, ..., X,, sdo independentes em conjunto.

Confere que vocé entende bem os Fatos 1-3: O primeiro deles segue-se da definicao de expe-
rimento aleatério, da construcao de modelo probabilistico e da definicao de variavel aleatoria
como a expressao do resultado a vir num experimento aleatorio. E importante entender que a
suposicao, segundo a qual nao conhecemos nada sobre a distribuicao populacional, nao impede
da mesma ser a distribuicao de cada variavel aleatoria que definimos; é s6 nao conhecemos a
distribuigao. O comentério do Fato 2 vem no mesmo sentido: apesar de nao conhecer os valores
da média populacional e da variancia populacional, sabemos que esses valores coincidem com,
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respectivamente, a esperanca e a variancia de cada uma das varidveis aleatorias que definimos.
O Fato 3 segue-se de um comentario que fiz quando expliquei o conceito de independencia entre
varidveis aleatérias. E suficiente que vocé acredite na independéncia. Creio que isso nao é
dificil a ser concebido pois as bolas retiradas sao devolvidas na urna, e, portanto, o resultado
de 7-ésima retirada nao pode dependenr dos resultados das retiradas anteriores.

Vamos agora introduzir notagoes que ajudarao a simplificar a escrita da demostracao que
pretendemos fazer. Em primeiro lugar, observe que

(X0 =)+ (Xo = )+ oot (X — 1)

Xi=X=Xi—p) = (X —p)=(Xi —p) -

n
Por isso, ao introduzir
Y; = X, — u, para cada ¢
podemos reescrever nosso objetivo da seguinte maneira:
1 _ _
provar que I —1 {(Vi=Y) + 4+ (Y, - V)?}| =0 (6.37)
n _
onde
Y1, Ys, ..., Y, sao variaveis aleatérias independentes em conjunto, (6.38)
E]Y;] =0 e Var[Yj] = ¢° para cada i, (6.39)
— 1
Y é a notagdo para —{Y1 + Yo +--- + Y, } (6.40)
n

sendo que (1.38) é a consequencia do Fato 3, e (1.39) é a consequencia do Fato 2; ébvio, que

poderiamos desenhar a distribuicao de cada Y; a partir da distribuicao das X’s, mas nao fizeram
isso pois estas nao serao importantes para as contas a seguir.

O segundo passo na nossa presente derivacao de fatos e notacoes auxiliares é o fato de que

EY?] =o? (6.41)

Esse segue-se da expancao Var[Y;] = IE[Y?] — ([E[Y;])? junto com as duas relagoes da Eq. (1.39).

Ja no terceiro passo deduzimos que
EYY;] = EY;| E[Y;] =0 x 0=0, para todos ¢ e j diferentes entre si (6.42)

Observe que a primeira igualdade da sequencia (1.42) sustenta-se pela independéncia entre Y;
e Y}, a qual, por sua vez, segue-se da independéncia das Y’s em conjunto. Essa conta é o tinico
lugar onde usamos a independéncia, mas o resultado da conta é a chave principal para tudo, de
modo que a ausencia da independéncia quebraria a conta e, em sequencia, toda a demonstracao.
Agora, juntamos (1.41) e (1.42) para derivar que

E[Yi+Ys+.. . +Y) | =E[Y?+Y7+.. . + Y2 +2V Yo +... +2Y, 1Y, =

= (B +...+ E[Y}) + QEY\Ys] + ...+ E[Y,1Y,]) =

=@ +...40%) + (0+...+0) = no?
Esse resultado serd usado para fechar a demonstracao em conjunto com o resultado da seguinte
conta, puramente algébrica:

= (- Ve (1)) o (V-2 x V(7)) =

= =\ 2

(YP+...4Y}) —2nY xY + n(Y) =

2

OF+- 472 = n(¥) = (B YD) = (it 4V,
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Portanto,
- R va Y 2 2 _l 27
E;(YZ V)| =E[Y+.. . +Y7 nZE[(Y1+ +Y,)?] =
= B[]+ + B[] - (no?) =

Agora ficou claro que (ja passando de volta para as variaveis aleatérias X's)

: 1{(Xl—X)2+(X2—X)2+~~~+(Xn—X)2}] = o? (6.43)

2L

enquanto que, se tomassemos n e vez de n — 1 no denominador, teriamos

—1
s (6.44)

JEE{(Xl—X)2+(XZ—X)2+~--+(Xn—X)2}] - —



