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Capitulo 7 - Analise de Sistemas de Controle
Digitais

Do plano-s para o. ..

Analse de Estabilidade Sistemas de controle digitais serao analisados neste capitulo.

Tal analise servird como base para o projeto de controladores
Lugar das Raizes diretamente no plnao-z.

Resposta em . . .

Anélise de Erro em. ..
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1. Do plano-s para o plano-z

. No Capitulo 3 as seguintes relagoes entre o plano-s e o plano-z

» » foram demonstradas:
Anélise de Estabilidade

Analise de Erro em. . e 0 semiplano da esquerda do plano-s é mapeado no interior do
Lugar das Raizes circulo unitario no plano-z;

Resposta em . . .

e linhas verticais no plano-s com (w,, constante, que estao rela-
cionadas com o tempo de assentamento da resposta tran-
sitoria, sao mapeadas em circunferéncias concéntricas a origem
no plano-z;

e linhas horizontais no plano-s com wy constante, que estao
relacionadas com o tempo de pico da resposta transitoria,
sao mapeadas em linhas radias no plano-z;

e linhas radias no plano-s com ( constante, que estao rela-
cionadas com o sobresinal da resposta transitéria, sao ma-
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peadas em espirais no plano-z.

O comando zgrid do MATLAB.

Do plano-s para o. ..

Anélise de Estabilidade
Anélise de Erro em . ..
Lugar das Raizes

w
Resposta em . . . w, = 078[7]

=l -08 -06 -04 -02 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 Re

Figure 1: Linhas no plano-z com com ( constante e w, constante.

A relacao entre a posicao de polos dominantes de malha fechada
de um sistema no dominio-z e a resposta transitoria esta esquema-
tizada na Figura 2.
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Do plano-s para o. ..

Anélise de Estabilidade

Anélise de Erro em. ..

Lugar das Raizes

Resposta em . . .

P \\d_

Figure 2: Linhas no plano-z com com ( constante e w, constante.
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Resposta em . . .
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# Exemplo 1: Indique no plano-s e no plano-z a regiao aceitavel
para localizacao dos polos de malha fechada de um sistema com
¢ >0,5 w, >1e(w, > 0,5 Considere periodo de amostragem
T, =0,2.
Solucao: como
sTs — o= CwnTs gjwaly

tem-se que
— e_CWnTs

Cwp > 0,5 = |z| < e %902 =0, 90484

ou seja, Cw, > 0,5 corresponde no plano-z ao interior do circulo
de raio =~ 0, 9.
A linha ¢ = 0,5 é mapeada em um espiral no plano-z. Tal
espiral pode ser visualizada com o comando zgrid do MATLAB.
zgrid: Note, no entanto, a faixa 0 a w,/2 é normalizada entre 0
e m, Para w,, deve-se entrar, com o argumento 2mw, /ws = wy, - T}
6
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em zgrid. A Figura 3 ilustra o mapeamento. O seguinte script

foi utilizado para definir a regiao no plano-z.

clear all; close all; clc;
Anélise de Estabilidade zeta = 0.5; w.n = 1; T_s =0.2;
x = linspace(—exp(—.1),exp(—.1),1eb5);
Anélise de Erro em. .. plot (x, sqrt (exp(—.1) "2 — x.72),'k—");
hold on;
Lugar das Raizes plot (x,—sqgrt (exp(—.1)"2 — x.72),'k—");
zgrid(zeta,w_nxT_s);
Resposta em . .. . , ,
axis ('square');
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b 15

1 08060402 0 02 04 06 08 1

(a) (b)

Figure 3: Mapeamento s — z do Exemplo ?7.
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2. Analise de Estabilidade

Considere o sistema em malha fechada representado na Figura 4.

Do plano-s parao...

Anélise de Estabilidade

R(2) + —~ E(2) o) Y(z)
Analise de Erro em. .. B "
Lugar das Raizes H (Z)

Resposta em . . .

A

Figure 4: Sistema em tempo discreto em malha fechada.
A funcao de transferéncia de malha aberta é dada por

F(z) = G(2)H(z) (1)

Yo GE G o
R(z) 1+ F(2) 1+G(2)H(z)

A estabilidade deste sistema é determinada pela localizacao dos
9
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s A funcao de transferéncia de malha fechada é escrita como
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polos de malha fechada, obtidos pela solucao da equacao carac-
teristica:

P(z)=1+F(z) =0. (3)

O sistema é absolutamente estavel se os polos de malha fechada
possuirem raio menor do que a unidade.

2.1. Critério de Jury

Vide Material.
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Anélise de Estabilidade

Anélise de Erro em . ..
Lugar das Raizes

Resposta em . . .
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3. Analise de Erro em Regime Estacionario

Sistemas de controle em tempo discreto podem ser classificados
de acordo com o numero de polos de malha aberta em z = 1.
Suponha que um sistema possua a seguinte funcao de transferén-
cia em malha aberta

1 Bz
G- DN A(z) @
B(z)

onde ) nao possui nem polo nem zero em z = 1. Tal sistema

F(z) =

¢ classificado como tipo 0 se N = 0, tipo 1 se N = 1, tipo 2 se
N = 2, e assim por diante. O tipo de sistema esta relacionado
com o erro em regime estacionario para uma dada entrada.

Considere novamente o sisteme em tempo discreto da Figura 4.
O sinal de erro ¢ dado por

E(z) = R(z) = F(2)E(2). (5)

11
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Logo,
1
E(z) = —R(z). 6
Do plano-s para o. .. ( ) 1+F(Z> ( ) ( )
Anslise de Estabilidade Aplicando o teorema do valor final, tem-se
_ - . 1
Lugar das Raizes €ss = nll_?goe(nTS) — ll_)H% [(]‘ — < >mR<Z>] : (7)

Resposta em . . .

O erro estatico de posicao é definido em relacao a entrada de-
grau unitario R(z) = =, ou seja

1 1 1
55:1. 1 — - = lim ———. 8
€s = lim |(1 =2 >1+F(z)1—z—1] T Fm ©

2—1 (=Y A(z)
erro estatico de posicao. Logo

_ Homersee |
_Pagia de oo |
< |
B(z)
T T 1 z
pagina 12.de 34 | Define-se K, = ,ll—% F(z) = lim —=x—;= como a constante de
EEE
=N e.. — . (9)
=
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Lugar das Raizes

Resposta em . . .

Bruno A. Anggélico PTC5611

Note que erro estatico de posicao se torna zero se K, — 0o, 0
que requer que F(z) possua um polo (ou mais) em z = 1 (seja
pelo menos tipo 1).

Para entrada rampa unitaria, R(z) = (ETZI)Z, o erro estatico
de velocidade é definido tal que

€ss = lim —z = lim :
z—1 14+ F(2)(1 —z71)2 =1 (1 —271)F(2)
(10)
(= YRe) _ o e A
Define-se K, = lim ~——~ = lim COMo a Con-
z—1 T z—1 T
stante de erro estatico de velocidade. Logo
1
ss — - - 11
o =1 (1)

Note que erro estatico de velocidade se torna zero se K, — oo,
o que requer que F'(z) possua pelo menos dois polos em z = 1
(seja pelo menos tipo 2).
13
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O erro estatico de aceleracao é definido em funcao da entrada
_ L2427zt

pardbola unitaria R(z) = iy de maneira que
1
638 — ?. (12)
a
—1\2__ 1 B(2)
1 (1—z_1 2F(z 1 (1_Z ) —1N A(z)
com K, = lim % = lim -
z—1 s z—1 )

Note que o erro estatico de aceleragao se torna zero se K, — oo,
o que requer que F'(z) possua pelo menos trés polos em z = 1 (seja
pelo menos tipo 3). A Tabela 1, similar & obtida para sistemas de
tempo continuo, relaciona o tipo de sistema com o erro em regime
estacionario.

Table 1: Sistema de controle com realimentacao unitaria.
ess Posicao ez Velocidade ey Aceleragao

Tipo 0 i +1K,, o0 00

Tipo 1 0 K%, 0’9

Tipo 2 0 0 T
14
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4. Lugar das Raizes

Em sistemas de tempo discreto, a equacao caracteristica pode ser
escrita como:

1+ F(z)=0= F(z) = 1. (13)

Verifica-se que no caso de sistemas de tempo discreto, as condigoes
necessarias para que um dado ponto z esteja sobre o lugar das
raizes (seja um polo de malha fechada) é semelhante ao caso de
um ponto § genérico em sistemas continuos, isto é, as seguintes
condicoes precisam ser satisfeitas:

Condicao de modulo: |F(2)| = 1 (14)

Condicao angular:ZF(z) = £180°(2k+1), k=0, 1,2, ... (15)

Para construcao do lugas das raizes de sistemas discreto utilizando
15
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o MATLAB, o comando rlocus é utilizado da mesma forma que
em sistemas de tempo continuo.

# Exemplo 2: (Ogata DCS) Determine a fungao de transfer-
éncia de malha aberta (F(z)) para o sistema da Figura 5, com
G(s) =1/(s+ 1), e trace o grafico do lugar das raizes utilizando
o MATLAB, considerando 75, =0,5se Ty =1,5 s.

Solucao: Inicialmente, o equivalente discreto de G(s) com o
ZOH é obtido como

Z{ZOH(s)G(s)} = (1-27") 2 {;}

s(s+1)

Efetuando expansao em fragoes parciais e a transformada-z:

Z{ZO0H(s)G(s)} = (1 — =) z{l _ ;} (-2 ( z 2 ) _1-eD

s (s+1) z—1 z—eTs z—eTs

Como hé realimentacao unitaria, a funcao de transferéncia de

16
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malha aberta é dada por

Kz 1—e 5
z—1z—e1s

F(2)=C(2)Z{Z0H(s)G(s)} =

Para T, = 0, 5, tem-se

0,3935K 2
(z—1) (2 —0,6065)

F(z) =

Para T, = 1,5, tem-se

0, TT69K 2

P& = o020

A Figura 6 apresenta os graficos do lugar das raizes para os casos
considerados no exemplo. O codigo MATLAB utilizado para gerar
as figura é o seguinte:

17



Do plano-s para o. ..
Anélise de Estabilidade

Anélise de Erro em. ..

Lugar das Raizes

Resposta em . . .

Bruno A. Angélico PTChH611

clear all; close all; clc;
s = tf('s'"); z = tf('z");
G = 1/(s+l);

C_D = z/(z—-1);

Ts = 0.5;

C_D.Ts = Ts;

G_D = c2d(G,Ts, "zoh');
C_G_D = C_Dx*G_D;
subplot (121) ;

14
axis([—-1.5 1.5 —=1.5 1.5]);
disp('C_G_ D1 = "); zpk(C_G_D)
Ts = 1.5;
C_D.Ts = Ts;

G_D2 = c2d(G,Ts, 'zoh'");

C_G_D2 = C_D+G_D2;

subplot (122) ;

rlocus (C_G_D2) ;

axis([—1.5 1.5 —1.5 1.5]);
disp('C_G_D2 = "); zpk(C_G_D2)

Particularmente no Exemplo 2 verificou-se que o ganho K critico
para levar o sistema ao limiar de estabilidade se torna-se maior
conforme o periodo de amostragem ¢é reduzido.

18
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[ ] [ ] Z0OH Processo ( )
rn en ¢
Z Y
z—1

Do plano-s para o. .. C(Z)
Anélise de Estabilidade A /D -
Andlise de Erro em . . . e 1

| Ts |

|

- p—

Resposta em . . .
Figure 5: Sistema de controle em tempo discreto do Exemplo 2.

O periodo de amostragem tem relacao direta com a resposta
transitoria e a estabilidade do sistema. Além de satisfazer os
critérios apontados por Nyquist no teorema da amostragem, a
escolha de Ty pode ser feita de acordo com as seguintes regras

(Bittar):

e Para sistemas subamortecidos T deve ser escolhido tal que o
sinal seja amostrado pelo menos dez vezes durante um ciclo
da senoide amortecida;

19
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Do plano-s para o. ..

Anélise de Estabilidade

Root Locus Root Locus

1 ; ; T T 1
Anélise de Erro em . .. 0.8t o . 0.8¢
0.6f _ 4 0.6}

Lugar das Raizes 0.4 : |

0.2} : i
Resposta em . . .

\

=

o
!

-0.4} % i
-0.6f 2 1 -06f
-0.8t ’ : . 1 08

Imaginary Axis
=)
| |
()
Imaginary Axis
=
[N}
o
) G)
=)

2 -15 -1 -05 0 0.5 1 1.5 2 -2 -15 -1 -0. 85
Real Axis Real Axis
(a) (b)

Figure 6: LR do Exemplo 2 para (a) 75 = 0,5 e (b) Ty = 1, 5.
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e Para sistemas amortecidos T deve ser escolhido tal que o
sinal seja amostrado pelo menos dez vezes durante o tempo
de subida da resposta ao degrau;

O Exemplo 3 mostra um particular caso da influéncia de T na
estabilidade.

# Exemplo 3:

Determine a faixa de valores de T para que o sistema da Figura
7 seja estavel.

Solugao: Inicialmente, o equivalente discreto de G(s) com o

ZOH. A partir do Exemplo 2, pode-se concluir que
1 —e T
z—e T

G(z) = Z{ZOH(s)G(s)} = 10

A funcao de transferéncia de malha fechada é portanto dada por

Gz 10(1-eT
) =1T6m ~ 7o 1= - )
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Para o sistema ser estavel, ‘116_TS — 10| < 1. Resolvendo a in-
equacao, verifica-se que 0 < T, < 0, 2.

Do plano-s para o. ..

Anélise de Estabilidade 10 y(t) -

s+1

A4

Anélise de Erro em. ..

Lugar das Raizes

Resposta em . . .

Figure 7: Sistema de controle em tempo discreto do Exemplo 3.
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5. Resposta em Frequéncia

Depois de esperar até que as condicoes de regime perma-
nente tenham sido alcancgadas, a resposta em frequéncia de
G(z) pode ser calculada substituindo-se z = e/*’s. Da mesma
forma que em sistemas de tempo continuo, pode-se mostrar que a
resposta em regime estacionario de um sistema LIT discreto para
uma entrada r(nTy) = Asin(nwTy) é dada por

yss(nTy) = A ‘G(ej”TS) sin (ans + ZG(ej“TS))
= A M sin(nwTs + ¢) (16)

# Exemplo 4:
Encontre a resposta em frequéncia do sistema definido pela
seguinte equagao de diferencas

zn] =rnl+axn—1], 0<a<1
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assumindo que o periodo de amostragem ¢ igual a T;. Deter-
mine a saida em regime estacionério para uma entrada r(nTs) =
Asin(nwTy)

Solugao: aplicando a transformada-z, tem-se

X(2) = R(2) + az7' X (2).

Assim,
X(2) 1
G(z) = = :
(<) R(z) 1—az1
Substituindo z = e/“Ts, tem-se
. 1 1
G(e/ls) = =
(™) 1 —ae %l 1 —qacos(wTy) + jasin(wTy)’
ou seja,
: 1
G| = M = |
v/ 1+ a? — 2acos(wTy)
24
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e7

. inwT,
LG(e2) = ¢ = —tan™! ( e ) :

1 —acoswT
Portanto,

A inwTy
= sin szTs —tan ! ( e ) )
V1 + a? — 2acos(wTy) l—acoswi

O diagrama de Bode de uma funcao de transferéncia discreta
pode ser obtido no MATLAB utilizando-se o comando bode.

Tss(t)

# Exemplo 5:
Utilizando o MATLAB, plote a resposta em frequéncia da planta,

1
s(s+1)
continua e discreta com ZOH e periodo de amostragem 75 = 0, 2,
Ty =1¢e T, =2 segundos.
25

G(s) =



Do plano-s parao...
Anélise de Estabilidade
Analise de Erro em ...
Lugar das Raizes

Resposta em

Bruno A. Angélico PTC5611
Solugao: A Figura 8 apresenta as curvas. O seguinte script foi

utilizado para gerar a solugao.

clear all; close all; clc;
G =tf(1,[1 1 0]);

G_dl = ¢2d(G,0.2,"'zoh");
G_d2 = c2d(G,1, 'zoh');
G_d3 = c2d(G,2, "zoh'");

bode (G, 'k',G_d1, 'b',G_d2,'r',G_d3,'g");

5.1. O Plano-w

e Métodos convencionais de resposta em frequéncia, que in-
cluem todo o semiplano esquerdo do plano-s, nao se aplicam
no plano-z;

e Frequéncias no plano-z aparecem como z = e/’ a simplici-
dade dos graficos em escala logaritmica seria perdida;

e Solugdo (+/-): plano-z para plano-w. (ex: diagrama de

26
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Magnitude (dB)

Phase (deg)

PTC5611
50 T T T
0 -
— G(s) ~
WL [— 6.k, T=02 |
— G(e), T=1 \
— G, (2), T=2
-100 == = . . .
-90 T T T
-1351 4
\
\\K_
-180 \)
=225 b
_270—2 “I—l * * ..““Iu * * ......|1 2
10 10 10 10 10

Frequency (rad/sec)

Figure 8: Diagramas de Bode do Exemplo 4.
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Bode).

Transformada-w, que também é bilinear, sendo definida como

T "
A relacao inversa é dada por
2z—1
A iz +1 18)
A Figura 9 ilustra estes mapeamentos.
e 1 ¢ uma frequéncia ficticia no plano-w.
e faixa de frequéncias no plano-s de w = —w;/2 a w = w,/2 é

estendida de v = —o0 a ¥ = 00 no plano-w;

e A freq. de Nyquist w = wy/2 é mapeada em v = co = nao
pode haver qualquer dinamica significativa proxima ou acima
da freq. de Nyquist.
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Do plano-s para o. ..

Anélise de Estabilidade

plano-s

Anélise de Erro em. ..
Lugar das Raizes

Resposta em

plano-z

Figure 9:

(b)

Mapeamentos s — z e 2 — W.

29
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As frequéncias v e w se relacionam da seguinte forma

Do plano-s para o... 2 7 — 1 2 erJTs _ 1

Anélise de Estabilidad =

nalise de Estabilidade W=JvV TS z _|_ 1 Zzeijs Ts eijs _|_ 1

Anélise de Erro em . .. 2 eijS/Q . 6_ij8/2 2

Lugar das Raizes = == = _] tan(WTS/2) (19)

T, ewls/2 4 o—jwT,/2 T,

Resposta em

Com isso, G(jw) pode ser convertida em G(jv) fazendo-se w =
2 tan~ ' (vT,/2). Para wT, pequeno, G(s) e G(w) se aproximam.

30
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# Exemplo 6: Considere o sistema da Figura 10. Obtenha G(w)
sy e plote o diagrama de Bode em funcao de v. Assuma Ty =0, 2 s.
Do plano-s para o. .. SOIUQ&OZ

Anélise de Estabilidade

Anélise de Erro em. .. G(Z) - (1 - Z_l)Z {S(S——i—l)
Utilizando a transformacao bilinear de z para w dada por
L 14 (Ts/2)w 140,12
1—(Ts/2)w 140,12

2 —0,8187

1 } 0, 1813

Lugar das Raizes

Resposta em

tem-se que
0, 1813 1 —0,1w
G(w) = ’ =0 -
() S 0,8187 T w+0,9967

Observe que os polos e o ganho de malha aberta nos planos s e w

sdo bem parecidos. No entanto, G(w) possui zero em w = 2 /T, =

10, embora o sistema continuo nao possua zeros. Com T, — 0, o
31
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zero do plano-w tende a infinito. Outro ponto a observar é que

Vlv1£1r1>0 G(w) = ll_f)f(l) G(s)
O diagrama de Bode de G(jv) em fungdo de v é ilustrado na
Figura 11, em comparagao com G(jw). O seguinte script em

MATLARB foi criado:

clear all; close all; clc;

s = tf('s'"); z = tf('z");

Gs = 1/ (s+1);

Ts = 0.2;

Gz = c2d(Gs,Ts, '"zoh');

Gw = d2c(Gz, "tustin') ;

[MGs,PGs,w] = bode (Gs) ;

[MGw, PGw] = bode (Gw,w); PGw = PGw—360;
figure (1l); title('Diagrama de Bode');
subplot (211)
semilogx (w, 20x10ogl0 (MGs (:))); hold on
semilogx (w, 20x1ogl0 (MGw (:)), 'v—");
ylabel ('Amplitude (dB)'); xlabel ('Frequéncia (rad/s)');
legend ('$G(s)$', '"SG({\rmw})$");
subplot (212)

semilogx (w,PGs (:)); hold on
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semilogx (w,PGw (:), 'r—");
ylabel ('Fase (graus)'); xlabel ('Frequéncia (rad/s)');
axis([w(l) w(end) —270 —901])
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Figure 10: Sistema do Exemplo 6.
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Figure 11: Diagrama de Bode de G(jv) e G(jw) do Exemplo 6.
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