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Capitulo 5 - Discretizacao de Sistemas Contin-
uos

O objetivo deste capitulo é definir uma funcao de transferéncia
discreta, Cp(z), que seja aproximadamente igual a uma fungao
de transferéncia de sistemas continuos C(s), na faixa de frequén-
cias de interesse. Pode-se com isto, por exemplo, projetar um
controlador no dominio s e converter para o dominio z para ser
implementado digitalmente em hardware. Alguns métodos serao
discutidos, tendo como base a referéncia |Franklin].
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1. Mapeamento Casado de Polos e Zeros

Pode-se, inicialmente, considerar z = e*’* e sua inversa s =

(1/T,)In(z) como a transformagao exata entre z e s. Tal transfor-
macao ¢ conhecida como zero-pole matching, traduzido aqui para
mapeamento casado de polos e zeros.

e Todos os polos e zeros no plano-s sao mapeados no plano-z

como z = e,
e Zeros de C(s) no infinito sdo mapeados em z = —1. O ponto
z = —1 representa a maior frequéncia possivel na funcao de

transferéncia discreta.

* Para obter um sistema bi-préprio, todos os zeros em s =
oo sao mapeados em z = —1 (termo (z + 1));

* Para obter sistema estritamente préprio, um dos zeros no
infinito no plano-s também ¢ mapeado em um zero no
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infinito no plano-z, enquanto que os outros sao mapeados
em z = —1. Com isto, ha um zero finito a menos do que
polos finitos em Cp(z).

e O ganho de um sistema discreto deve ser ajustado tal que

C(8)]s=0 = Cn(2)].=1-

O comando em MATLAB para transformar uma funcao de
transferéncia continua C'(s) em uma discreta Cp(s) com perfodo
de amostragem T, através de mapeamento casado de polos e ze-
ros, é: C_D = c2d(C,T_s, ’matched’).

# Exemplo 1: Zero-Pole Matching: Encontre o equivalente
discreto de

a
O(S):s+a

utilizando mapeamento casado de polos e zeros.
Solugao: note que C'(s) possui um polo finito em s = —a, que é

4



Bruno A. Anggélico PTC5611

mapeado em z = e~%%s, e um zero infinito, que, primeiramente, é
= mapeado em um zero em z = —1. Logo,
Diferenciag3o. . . CD (z) _ K Z +_1aT
= - Z — € S
Integracdo Numérica
Aproximagdo por. .. COHIO, 2
Controle PID C(S)‘SZO — 1 — CD<Z)‘Z:1 = Km’
Discretizacdo de. . .
1 — e—aTS
tem-se que K = — Portanto,

(z+1) (1 —e )
2(z — eoly)
Mapeando, por outro lado, s = oo em 2z = 00, pois assim ha um

polo finito e nenhum (um a menos) zero finito, tem-se

1
z — e~ T

Cp(z) =

CD(Z) - K
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Como,
1

1 — e—als’

C(s)lszg=1=Cp(2)|,o; = K

tem-se que K =1 — e 9L, Portanto,

1 — e %

z — e~ T

CD(Z)

Apesar de o mapeamento casado de polos e zeros mapear per-
feitamente um ponto no plano-s em um ponto no plano-z, e vice-
versa, as funcoes el) e In(-) sao transcendentais. A seguir serao
apresentadas algumas transformacoes aproximadas, porém mais
simples, do plano-s para o plano-z.
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2. Diferenciacao Numérica

O método da diferenca em avanco (forward rectangular) é uma
técnica simples que substitui a derivada de uma funcao por
de(t) e W) — elE)
dt s, T,

(1)

A derivada no plano-s correponde a multiplicacao por s. Por
outro lado, um deslocamento em avanco de uma amostra corre-
sponde na multiplicacao por z no plano-z. Assim,

z—1

- @)

Para transformar uma funcao do plano-s para o plano-z pelo
método da diferenca em avanco deve-se fazer

Co(2) = C(6) s )

S =

S
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Utilizando por outro lado a diferenga em atraso (backward rect-

angular)
de(t) e(t) —e(t — Tj)

/ — 4
dt t:TLTS TS ( )

Um deslocamento em atraso de uma amostra corresponde na
multiplicacao por z~! no plano-z. Com isso,

i —a 2l
= (5)
T, 1.z
Portanto, para transformar uma fun¢ao do plano-s para o plano-
z pelo método da diferenca em atraso basta fazer

Col2) = C(9)]5 )

A Figura 1 apresenta graficamente as duas aproximagoes para,
derivada consideradas.

S =
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Mapeamento.. . .

Diferenciagcdo. . .

Integracdo Numérica

Aproximagdo por-. .. e(t)h /—\ e(t)h

Controle PID

>

SN

Discretizagdo de. . . de_(t) ~ M de(t) ~ e(t) — e(t — /‘E)
dt t=nTs T; dt t=nTg T«;

_ (n—1D)LnT (n+ 1)1 t (n — DT nT; (n + 1)1, t

(a) (b)
- - Figure 1: Aproximagoes para derivada. (a) forward rectangular; (b) backward rectangular.
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3. Integracao Numérica

Considere um sistema dado por

U(s) a

E(s) T s+a

A equacao diferencial equivalente é dada por

u(t) + au(t) = ae(t).

C(s) =

Logo,

Para t = nl, tem-se
nTy
u(nTs) = /0 [—au(T) + ae(T)] dr

nTs—Ts nTs
_ / (—au(r) + ae()] dr + / () 4 el
0 nTs—Ts
- area de — au(7) + ae(T)
= u(nl; —To) + { para nTs — T, < 7 < nTj

10
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A érea de —au(7) 4 ae(7) no intervalo nTs, — Ty < 7 < nTy
pode ser aproximada conforme ilustrado na Figura 2.

— au(T) + ae(T —au(T) + ae(T —au(T) + ae(T
L~

| | | |

N o L 7 C  nl
% % e

area: u(nls—T) area: u(nTs— Ts) drea: u(nTly— T5)
(a) (b) ()

Figure 2: Aproximagoes para integral. (a) forward rectangular; (b) backward rectangular;
(c) trapezoidal.

=Y
-
-
3
&

Utilizando a aproximagao forward rectangular (Figura 2 (a)),
pode-se verificar que

u(nTy) = u(nTy —Ty) + Ts[—au(nTs — Ty) + ae(nTs — Ty)]
= u([n — 1Ts) + Ts [—au([n — 1Ts) + ae([n — 1]T5)]
(11)

11
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A sequéncia obtida é dada por

uln] = uln — 1] + Ts (—auln — 1] + aeln — 1)). (12)
Aplicando a transformada-z em (12), obtém-se
U(z) = 27'U(2) — aTy2 U (2) + aT,2z ' E(2), (13)

ou seja,
U(z) al,z! B aTy B a
E() 1-(1-aly)z! z—1+al, (-1 /T;+a

(14)
Utilizando agora a aproximacao backward rectangular (Figura
2 (b)), pode-se verificar que
u(nTy) = u(nTy —Ty) + Ts [—au(nTy) + ae(nTy)]
= u([n — 1T%) + Ts [—au(nTy) + ae(nTy)]  (15)

A sequeéncia obtida é dada por

uln] = uln — 1] + Ts (—auln| + aeln]) (16)
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Aplicando a transformada-z em (16), obtém-se

. U(z) = 27U (2) — aTU(2) + aT.E(2) (17)
Diferenciacio.... ou seja,

e U)o, aTe a

Controle PID E(Z) 1+ ali - z7 ! z+alsz —1 (Z - 1) / (TSZ) +(618)

Discretizacdo de. . .

Uma outra regra que pode ser utilizada é a trapezoidal, como
mostrado na Figura 2 (¢)). Com isso,

w(nTy) = u(nT, —Ts) + T, [—au(nTy) + ae(nTy)] +
% {[=au(nTs — T5) + ae(nTs — T5)] — [—au(nTs) + ae(nT})]}

= u(nTs —Ts) + % [—au(nTs — T,) 4+ ae(nTs — Ts) — au(nTy) + ae(nTy)]
(19)

13
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A sequéncia obtida é dada por

uln] = uln — 1] + % (—au[n — 1] 4+ aeln — 1] — auln] + ae[n))
(20)

Aplicando a transformada-z e separando os termos em U(z) e
E(z), obtém-se

T, T _ T, _ 1
U(z) [1 + ey — 27+ a % 1] = F(z2) [a?z L4 a?] , (21)
ou seja,
U(z) _  agztay  aTy(z+1)
E(z) 1+ a% —z 14 a%z—l 2(2 — 1) + al (Z + 1)
a

T QT e-D/r+a (22)

A tabela seguinte resume as trés abordagens vistas.

14
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C(s) Método Cp(z)

S i a Forward (z — I)C;TS +a

s i a Backaward (z — 1)/C(LTSz) +a

5 i a Hrapezoidal 2/T)[(z-D/(z+1)] +a

Note que Cp(z) € obtido de C(s) fazendo as substituigoes ap-
resentada na tabela seguinte:

15
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Método Aproximacao

Mapeamento. . . FOI"W&l”d S <_ T
Diferenciag3o. . . s

z—1
Backward S
D Wz

proximag&o por. ..

2z =1
ConrielEiD Trapezoidal S 4— —
Discretizagdo de. . . TS z + 1

. As transformacoes dos métodos Forward e Backward de inte-
[ gracao sao equivalentes aos respectivos métodos de derivacao.

L] » | O método trapezoidal é também conhecido como método de
P B Tustin, ou transformacao bilinear. Uma outra forma de se obter
a transformacdo bilinear é observando que z = els = s =

16
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(1/T5)In(z). A fungao In(z) pode ser expandida como

”“'y'”“/ 5
z — 1 1/z—1 1/z—1
Mapeamento. . . 1 — 2 — — ° 0o . 23
Diferenciag3o. . . n(z> (’Z 1 3 ( 1) —|_ 5 (Z + 1> —|_ ) ( )

Aproximagdo por. ..

Controle PID 1 2 Z — 1 1 Z = 1 3 1 Z = 1 2
= —] — 4 - + — + .-
Discretizacdo de. . . ° TS n(z) + 1 3 Z + 1 5 % + 1
—1

T
2 2
T,z

—, (24)

l

B ou scja,
e Cp(2) m CO(8)] =gz (25)

z+1
_Pagina 17 de 4 | Para a regra forward rectangular, z = 1 + Tgs. Substituindo
EE s = jw, tem-se que z = 1+ jTw. Vide Figura 3 (a). Um sistema
 ruseen | estavel em s pode entao ser mapeado em um sistema instavel em
z.
= -
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Para um polo real estavel no plano s ser mapeado em um polo
estavel no plano z pela aproximacao retangular para frente, deve-
se garantir que |1 + Tss| < 1. Suponha, por exemplo, que s seja
real. Assim,

—1<1l+4+Ts<1l=-2<T,s<0

Com isso, conclui-se que: (i) s < 0, o que é trivial; (ii) supondo
s = —5p, So > 0, tem-se que Tis) < 2 = T < S%

Para a regra backward rectangular, z = T Adicionando
e subtraindo 1/2, obtém-se
1 ] 1\ 1 11+Ts

= — ——==4+= 26
y 2+(1—Tss 2) 2 T —Tus (26)

Substituindo s = jw,

1 11+ juwT

=4+ -—— 27
=Tl (27)

18
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11+ jwTs 1

——————| = —, pode-se observar que o mapeamento
21 — juwTy

de jw no plano-z serd um circunferéncia, como ilustrado na Figura
3 (b). O semiplano da esquerda do plano-s é mapeado para dentro
da circunferéncia da Figura 2 b.

Por fim, para a transformacao bilinear, com s = jw, tem-se

Como

24 guwT

— 28
2 — JwT (28)

z

Como |z| = 1, a reta jw do plano-s é mapeado na circunfer-
éncia unitaria no plano-z. O semiplano da esquerda do plano-s é
mapeado no circulo unitario no plano-z, como ilustrado na Figura
3 (c).

O comando em MATLAB para transformar uma funcao de
transferéncia continua C(s) em uma discreta Cp(z) com perfodo
de amostragem T, através da transformada bilinear, é:

C_D = c2d(C,T_s,’tustin’).
19
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A Im Alm Alm

Mapeamento. . . 1 1 1

Diferenciacgo . . . - =

Integracdo Numérica

Aproximagdo por. ..

Controle PID

Discretizacdo de. .. (a) (b) (c)
Figure 3: Mapeamento do semiplano da esquerda plano-s no plano-z para (a) forward

_ rectangular; (b) backward rectangular; (c) bilinear.

# Exemplo 2: Transformacao Bilinear: Projete um filtro
digital utilizando transformagao bilinear no seguinte filtro anal6gico

I 1

C(s) = ——
) = 51571

Solucao:

20

_pagie 20302 |

I 5

_ utilizando Ts — O, 1s.
.

s
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1 z+1
Cola)=cTzea1. 73, =
0,155 +1 3z2-1

Utilizando o MATLAB, o exemplo pode ser resolvido como

clear all; clc;

num_C = 1; den_C = [0.1 17;
T s = 0.1;

C = tf(num_C, den_C);
disp('C_D(z) = ");

C_D = c2d(C,T_s, "tustin'")

Apesar de toda a regiao estavel do plano-s (semiplano da es-
querda) ser mapeada dentro de toda a regiao estavel do plano-z
(circulo unitario), ha distorgoes (warping). Seja wy um ponto
no eixo imaginario do plano-s. Como visto, pontos sobre o eixo
imaginario do plano-s sao mapeados em pontos sobre a circunfer-
éncia unitaria no plano-z e vice-versa. Utilizando a transformacao

21
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bilinear de s = 0+ jw4 para z, tem-se

. 2z—1 (29)
Mapeamento. .. ]w A= —
Toz+1
Diferenciag3o. . .
Considere wp, tal que,
Aproximagdo por-. . . P eSTS — erJDTS (30)

Controle PID
Ao substituir (30) em (29) pode-se medir a distor¢ao de fre-
quéncia que ocorre quanto o método de Tustin é utilizado para

BN (iscretizar uma funcao de transferéncia, pois

Discretizacdo de. . .

o _ 2 eijTs —1 . 2 eijTS/2 (eijTs/2 - e_jWDTS/2) — 2 2‘7 2 (WDTS/2> (31)
- - JOA = T GienTs 11~ T, edwnTe/? (eswpTe/2 4 e=dwpTe/2) — T, 2cos (wpTs/2)’

I ou seja,

wa = than (wpTs/2) (32)

S

frequéncias de amostragem), wa & wp e, portanto, a distor¢ao é
22
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e | Se tan (wpTs/2) ~ wpTs/2, ou seja, quando T é pequeno (altas
=N
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minimizada. Uma forma de compensar as distorcoes em uma dada
frequéncia w,., geralmente a frequéncia de canto do filtro, é utilizar
o procedimento de pré-distor¢ao (pre-warping) na frequéncia w.
A ideia é garantir que em w,, a funcao de transferéncia discreta

tenha as mesmas caracteristicas da funcao em tempo continuo

Aproximagdo por. ..
Controle PID

Discretizacdo de. . .

correspondente. Note que isso pode ser feito se

We z—1
= 33
i tan(w.1s/2) z + 1 (33)
Portanto, com pre-warping, tem-se a seguinte equivaléncia
Cplz) = C(5)],__w o (34)

= tan(weTs/2) 241

O comando em MATLAB para transformar uma funcao de
transferéncia continua C(s) em uma discreta Cp(s) com periodo
de amostragem T, através da transformada bilinear e pre-warping
em w. é&: C_D = c2d(C,T_s, ’prewarp’,wc).

23
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4. Aproximacao por Segurador de Ordem Zero

Esta aproximacao ¢ utilizada quando se deseja obter uma repre-
sentacao discreta de um sistema incluindo o efeito do segurador
de ordem zero, conforme apresentado na Figura 4.

7Z0H Processo

W), 10 T

y(t) y(nT)

AD —»

G,(2)
Figure 4: Equivaléncia do subsistema ZOH + processo + A/D.

O equivalente discreto de G(s) com ZOH pode ser obtido como:

Gp(z) = Z {ﬂ%} . {G<s>} . {GTSS@}

S S S (35)

24
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Como e~ 7+ é o0 atraso de um periodo de amostragem, verifica-
se que
G G
z {6T58 (S)} _ Z—lz { (S)} . (36)
S S
Portanto,

G(s
Gp(z)=(1—271) Z{ ( >} (37)
S
MATLAB: G_.D = ¢c2d(G,T_s,’zoh’).
Considere que a resposta ao degrau do sistema em tempo dis-
creto seja coincidente com a do sistema em tempo continuo nos
instantes de amostragem, ou seja,

z-1 [GD(Z)%] _ ! [G(sﬁ]

1 — 2z~

25
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Assim,
Mapeamento. . . 1 4 1 G ( S)
Diferenciag3o. . . GD(Z>1 L Z_l — Z {L [G(S)g] } — Z [ s ] Y (39)
Integracdo Numérica
ou ainda,

G
Controle PID GD(Z) = (1 — 2_1)2 [ <S)] . (40)
S

Discretizacdo de. . .

Por essa razao, a aproximacao por ZOH também ¢é conhecida

— com invariancia ao degrau.

26
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5. Controle PID

Mapeaento__ E de longe o tipo de controle mais utilizado na indastria. O
controle PID na forma paralela é apresentado na Figura 5.

Diferenciag3o. . .

Integracdo Numérica
— K,
Aproximagdo por. ..
SO BN v . UON pwwy LOR
Discretizacdo de. . . B S 4‘
I K DS

Figure 5: Controlador PID na forma paralela.

27



Bruno A. Anggélico PTC5611
Acao de controle é dada por:
t

de(t
Mapeamento. .. U(t) — KPG(t) _|_ K] / €<7_) d’T _|_ KD 6( )
Diferenciag3o. . . dt
0
Integracdo Numérica U S K
Aproximagao por. .. ( ) — KP + _I _|_ KDS (41)
E(s) s

Outra estrutura de controle PID é apresentada na Figura 6.

Discretizacdo de. . .

\E(S‘) . K 1
< r sl

TN =
I =

U Y
(Sl Planta (

ve

\

_ Homepage | R(s)
_Pagina de Fosto |

s
N %

\

Figure 6: outra forma de controlador PID.

usual. Note que:
28

s | Tal esquema é um caso particular da forma ISA, sendo mais
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u(t) = Kp (e(t) +Ti1/o e(T)dr + Tpdz(tt))
- 28 - KP(“%JFTDS) (42)

Problema da acao integrativa — windup.

O problema maior é a volta do sistema a uma condi¢ao normal
apos algum tempo em saturacao.

Solucao: anti-windup — limitar ou “congelar” a acao integrativa
quando o sistema entre em saturacao, evitando o acimulo de erro
indesejavel no integrador.

Uma forma muito utilizada de PID com anti-windup é repre-
sentada na Figura 7:

29
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> sT,
Y ¢ ,
r(t e(t) 1 Y ult sat T uSAT( ) y(t)
(%C .- Ky \-4—~ - 1 :() ( > C, » Planta >
_A I + S A j- —sat
Ty &
L/ Tj——D~

Figure 7: Controlador PID com anti-windup.

T; ¢ a constante de tempo de atracamento do anti-windup. Uma
regra pratica consiste em assumir Tp < Ty < T7 = /17T (As-
tron).

Para utilizar o anti-windup em um sistema pratico, deve-se
inserir na malha um modelo de saturacao do atuador.

Sobre a acao derivativa...Considere isoladamente agora a

30
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acao derivativa, tal que

Mapeamento.. . . U(S) = KPTDSE(S) (43)

Diferenciag3o. . . » , .
e [T nao propria.

Integracdo Numérica

Aproximagio por... e Ganho aumenta com a frequéncia, e o sistema fica extrema-
mente sensivel a ruidos de alta frequéncia.

Discretizacio de. .. "

=

TDS
U(s) = KP El(s 44
i | &) = K s 1 (44

B com 3 < N < 20. Essa forma acrescenta um polo em —N/Tp, e
B o ganho da parcela derivativa é saturado a partir de w = N/Tp.
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‘ . ‘n
201log, (N)
Mapeamento. . . ijD
Diferenciagdo . .. 14 jw (TD / N)
Integracdo Numérica >
0 w
Aproximagdo por. ..
Controle PID Figure 8: Comparacao da resposta em frequéncia do termo derivativo.

Discretizacdo de. . .

 bomersse | Variacoes abruptas na referéncia — kick derivativo.
e Solucao: a parcela derivativa pode atuar diretamente na reali-
mentacao de saida, com sinal trocado:
TDS
(TD/N>S +1

EERRN U(s) = —Kp Y(s), (45)
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« Me
L/ Ty o=
A+
A
r(t) e 1|47 u(t sat T y(t)
(%CD :jK}, - ? - l :f) () - C» - P]anta -
_A I S A :--fsat
. K, T s
(T, ] N)s +1

Figure 9: Controlador PID realista com anti-windup.

Os efeitos independentes dos ganhos Kp, K7 e Kp na resposta
de malha fechada do sistema sao resumidos na Tabela 1:

Table 1: Efeitos dos parametros Kp, K; e Kp em um controle PID.

t, U.P. t, €ss Estabilidade
T Kp Decresce Aumenta Aumenta pouco Decresce Degrada
T K; Decr. Pouco Aumenta Aumenta Decr. Muito Degrada
T Kp Decr. Pouco Decresce Decresce Influi Pouco  Melhora*

* Desde que o sistema seja livre de ruidos de altas frequéncias.
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6. Discretizacao de Controladores PID

Mapeamento. . O PID basico é dado por

Diferenciag3o. . .

t) = K (e + 2 [ etr)ar 4 7,20)

Integracdo Numérica

s i Plpelah Pode ser dividido como:
Controle PID
Discretizacdo de. . . up (t) — KP 6(t),
K t
wlt) =7 [ ey,
e?
de(t
uD(t) = KPTD dff )

Discretizagao da parte proporcional:

up[n] = Kpe[n]

(46)

(47)

(48)

(49)

(50)
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Discretizacao da parte integrativa:

e Retangular para tréas:

KP Ts & KP Ts
il = =1 3 el = ] = wo — 1)+ 7elal, (6
e Tustin:
KpT,
wrln] = wrln — 1]+ =—(e[n] + e[n — 1)), (52)
217
Discretizagao da parte derivativa:
e Retangular para tréas:
KpT
upln] = ; = (e[n] — e[n — 1)) (53)
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e Retangular para tras com filtro:

Uls) 1 Tps
= Kp (1 TTs T (Tp/N)s + 1) ’ (54)

UD(Z) KpNTp z—1
= = (55)
E(Z) (TD‘FNTs)Z—m

Tp
Tp + NTS>

KpNTp
(TD + NTS)

up[n—1]+

upln| = ( (e[n]—eln—1]) (56)

e Retangular para tras com filtro e derivada da saida:

T 1] KpNTp
Uup|m—1Lii—
Tp+ NT,) > (Tp + NT,)

up|n] = ( (y[n]—yln—1]) (57)
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Asim, a acao de controle corresponde a soma das trés parcelas,

ou seja:

u[n] = up[n| + urn] + upn| (58)

Esta formulagao é conhecida na literatura como PID posicional,
tendo como vantagem o fato das parcelas proporcional, integrativa
e derivativa serem obtidas separadamente.

Com controlador é digital, um ant: windup consiste em “conge-
lar” a acao integrativa quando ha saturacao:

% PID posicional com anti—windup (v.1)

if (u[n—1] > sat || u[n—1] < —sat)

e_1i[n]=0;

else

e_i[n]=r[n]—y[n];

end

e[n] =

u_P[n] K_Pxe[n];

u In] = u I[n—-1] + (K PxT_s/T_I)xe_i[n]; % Ex: backward

u_D[n] = T_D/(T_D+N«+T_s)*u_D[n—1]—(K_P*N*+T_D) / (T_D+N=*T_s) % (y[n]—y[n—11]);
uln]=u [n]+u_I[n]+u_DI[n];
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Assume-se que a saturacao do atuador é conhecida e igual a
+sat.

Outra forma de anti-windup consiste no equivalente discreto do
sistema da Figura 9, que pode ser realizada pela seguinte logica
(e_u representa a diferenca do sinal de controle antes e depois da
saturagao):

% PID posicional com anti—windup (v.2)

e_u = ul[n—-1] — sat;

if (e_u > 0 || e_u < 0)

a = (T_s/T_t)xe_u; % Correcdo do anti—windup

else

a = 0;

e[n] = rinl—ylnl;

u_P[n] = K Pxe[n];

u_I[n] = u I[n—1] + (K_P+T_s/T_I)xe[n] — axe_u; % Ex: backward

u_D[n] = T_D/(T_D+N+T_s)*u_D[n—1]— (K_P*N+T_D) / (T_D+N*T_s) % (y[n]—y[n—11]);
uln]=u_P[n]+u_TI[n]+u_D[n];

Outra forma de PID digital é denominada PID incremental ou
PID de velocidade. Tal forma é obtida tomando-se a diferenca do
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PID de posigao no instante n e no instante (n — 1), ou seja;

Mapeamento. . .

Auln] = uln| — u[n — 1] = Aup[n] + Ausn| + Aupln]  (59)

Diferenciag3o. . .

Integracio Numérica Assim,

Aproximagdo por. ..

et (=) u[n] = u[n — 1] + Aup [n] + Auyg [n] + Aup [n] <6O>
Assumindo a aproximacao retangular para tras nas parcelas

_ Homepage | integrativa e derivativa, os termos incrementais sao dados por:

I Aupln| = up|n| —upn — 1| = Kp(eln| — ejn — 1}), 61
—— ] n] [n —1] (eln] —e[n —1]),  (61)

Aurln] = usln] —ugn — 1] = 1

_Pagina 20 ce 22 |
I KPTSX”: [k]_KpTS”Z e T
_FulSereen_| T, € T, eir] = T
_ Feahar |
_ pessr |

“e[n] (62)

k=0 k=0 I
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e, para a derivada ideal,

Aupln] = 7:;?[%] —upln — 1] =
22 {(efr] —eln — 1)) — (el — 1] = eln — 2)] =
K;STD (e[n] = 2eln — 1] +eln - 2)). (63)

Se o método de Tustin for utilizado para a parcela integrativa,
chega-se em:

K P Ts
207

Augln] = (e[n] + e[n — 1]), (64)

Se a derivada da saida (com sinal trocado) for considerada ao
invés da derivada do erro, tem-se:

KpTp
1

Aupln] = — (yln] = 2y[n = 1] +y[n - 2)) (65)
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Ainda, se for considerada a forma realista com filtro na parcela,
derivativa e aproximacao retangular para tras, tem-se que:

Tp

—(TD T NT) Aup[n —1] —

Aup|n] = KpNTp S -2 = U+yin=2). (69

(Tp + NT,

Esta forma nao é diretamente valida para P e PD.

Vantagens: pode reduzir problemas com precisao numérica no
calculo dos termos incrementais. Se houver algum erro em um
passo do algoritmo, o sinal de controle ficard com o tltimo valor
valido.

O anti-windup na forma incremental pode ser incrementado
COmo:
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% PID incremental com anti—windup

e[n] = rinl—ylnl;

Du_P = K_Px(e[n]—e[n—-1]);
Du_I=(K_P*T_s/ (2+xT_I))*(e[n] + e[n—171);
u[ln] = u[n—1] + Du_P + Du_1I;

if (u[n] > sat)

ul[n] = sat;

elseif (u[n] < — sat)

uln] = —sat;

end
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