Simulado 1 SMA304 - Gabarito

Questao 1. Considere os polindmios:

pi(z) =142+ 32% + 23,
pa(r) = 1+ 227 + 23,
p3(x) =4+ x + 922 4 423,
pa(x) = 2+ 22 + 822 + 22°

e seja S o subespaco vetorial de P3(RR) gerado por {p1, p2, p3, pa}. Pode-se afirmar que:

() Existem dois vetores de .S linearmente independentes que geram S.
(x) Existeum ¢ € P3(R) tal que {q, p2, p3,psa} é LL

() S ="7PsR).

() Existeum ¢ € P3(R) tal que {p1, p2,p3,q} éLL

() O conjunto {p1,p2, p3} gera S.

( ) Nenhuma das alternativas anteriores.
Solucio: Analisemos a depedéncia linear dos vetores: p1, p2, p3, p4- Sejam «, 3, v, € R tais que
a(l+z+32% +23) + (1 + 222 + 23) + y(4 + o+ 92% +423) + (2 + 22 + 822 +223) =0, Vo € R.
Portanto,

(+ B+4y+26) + (a+7+20)x + (3o + 28 + 97 + 85)z? + (a + B+ 4y + 28)2® =0, Vx € R.

a+B+4y+2=0 a+fB+4y+2=0 a=—y

e isso implica que aty+ — p=3y <~ b 7
3a+28+9y+8 =0 —B—=3y+20=0 0 =0,
a+ B +4v+25=0. 0=0. com~y € R.

Logo, p1, p2, 3, p4 sdo vetores LD.

Notemos que
ps(z) =4+2+927 +42° = 1(1 + 2+ 32% +2%) + 3(1 + 22° + 2%) = 1 - p1(2) + 3 - pa(2).

LOgO, (o) conjunto {p17p27p3} nao gera S € S - [{p17p2ap37p4}] = [{p17p27p4}]'

Analisemos a depedéncia linear dos vetores: p1, p2, p4. Sejam ¢, 3, § € R tais que
a(l4+ 24322+ 23 + 1+ 222 +23) +6(24 20 +82° +22%) =0, Vz € R.
Portanto,

(4 B+20) + (a+ 28z + (3o + 28 +88)a? + (a+ B +20)x3 =0, YV € R.



a+pB+20=0 a+5+20=0

=0

o a+26=0 —B=0 “
e isso implica que = 4 =0
3a+25+85=0 —B8+4+25=0 5=0
a+pB+26=0. 0=0. o

Logo, p1, P2, p4 sdo vetores LI e isso implica que néo existem dois vetores de S linearmente independentes que

geram S.

Defina ¢(z) = 3. Analisemos a depedéncia linear dos vetores ¢, pa, p3, Pa. Sejam «, 3,7, 9 € R tais que
a(x®) + (1 + 222 + 23) + y(4 4 = + 922 + 423) + §(2 + 22 + 822 + 223) = 0, paratodo z € R.
Portanto,

(B+4y420) + (v +28)x + (28 + 9y + 88)z? + (a + B + 4y + 20)x> = 0, paratodo z € R

B+4vy+2=0 B+4v+2=0 a=0
e isso implica que N = T — p

264+97y+8=0 y+46=0 v=0

a+ 8+4v+20 =0. a = 0. 0 =0.

Assim, ¢, p2, p3, p4 sdo vetores LI. Em particular ¢ ¢ [{p2, p3, pa}] = [{p1, 02, p4}], ouseja S # P3(R).

Questio 2. Considerando o espaco vetorial R X R* munido com as operagdes

(1,y1) © (22,92) = (21 + T2,y192)

em que (21,y1), (72,y2), (z,y) € R x R* e a € R, fazemos as seguintes afirmacdes:

@ (1,4),(1,2),(3,16) sao vetores linearmente dependentes.

() {(0,1)} é um conjunto linearmente independente.
Podemos afirmar que:

() As afirmacoes (a) e (b) sao verdadeiras.
(x) Somente a afirmacio (a) é verdadeira.
() Somente a afirmacio (b) é verdadeira.

() Nenhuma das afirmacdes é verdadeira.

Solucao: Com relagdo ao item (a), vejamos por exemplo que

(1,4 @20 (1,2)] = (1,4) ®[(2-1,2%)] = (1,4) @ (2,4)]
=(1+2,4-4) = (3,16),

o que mostra que (1,4), (1,2), (3, 16) sdo vetores linearmente dependentes.



Com relacio ao item (b), vejamos que
a®(0,1) = (a-0,1%) = (0,1)

paratodo a € R\ {0}. Portanto, {(0, 1)} é um conjunto linearmente dependente.

Questao 3. Considerando v; = (1,3,5),v2 = (2, m,n) e vg = (m + n, 2, m — 2) vetores do espaco vetorial

R? (munido com as operacdes usuais de soma e produto por escalar), fazemos as seguintes afirmacdes:

(@) w1 e vg sdo vetores linearmente independentes se, e somente se, m # 6 oun # 10.

(b) w2 e v3 sdo vetores linearmente dependentes se, e somente se, m = 2en = (.
Podemos afirmar que:

(x) As afirmacoes (a) e (b) sio verdadeiras.
() Somente a afirmacio (a) é verdadeira.
() Somente a afirmacao (b) é verdadeira.

() Nenhuma das afirmacdes é verdadeira.

Solucdo: Vejamos que v; e vg serdo linearmente dependentes se, e somente se, existira € R\ {0} tal que
V] = @ - V2. Assim,
(1,3,5) = a- (2,m,n) = (2a, ma, na)

de modo quea = 1/2 e comissom = 6en = 10.

Ainda, vejamos que vo e v3 serdo linearmente dependentes se, e somente se, existir b € R\ {0} tal que

v3 = b - v9. Assim, v9 e v3 sdo linearmente dependentes se, e somente se,

3beR\ {0} talque (m +n,2,m—2) =b-(2,m,n)

3beR\ {0} tal que (m + n,2,m — 2) = (2b, mb, nb)

JdbeR\ {0} talquem +n=2b2=mbem —2=mnb

b€ R\ {0} tal que mb +nb = 2b*,2 = mbem — 2 =nb
JbeR\ {0} talquem = mb +nb=2b>m =2/ben=(m—2)/b
Jbe R\ {0} tal que 26> = 2/b,m = 2b%,m = 2/ben = (m —2)/b
b=1,m=2en=0.

S O O

Questao 4. Consideremos as seguintes afirmacdes:
(@ R? = {(z,y)|z,y € R} munido com as operagoes

(1,91) © (v2,92) = (1 + 22,91 + 292)
a®(r,y) = (az,ay)

¢ um espaco vetorial sobre R.



(b) W = {(x,2y,32) | z,y, 2 € R} éum subespaco vetorial de R? quando consideramos este dltimo munido

com as operacdes usuais de soma e multiplicacdo por escalar.
Podemos afirmar que:

() As afirmacoes (a) e (b) sao verdadeiras.
() Somente a afirmacdo (a) é verdadeira.
(x) Somente a afirmacao (b) é verdadeira.

() Nenhuma das afirmacdes é verdadeira.

Solucdo: Com relacdo ao item (a), vejamos que, por exemplo, a operacdo de soma apresentada ndo satisfaz a

propriedade comutativa para todos os elementos de R?. Com efeito,
(0,1)®(0,2) =(0+4+0,14+2-2)=(0,5) # (0,4) = (04+0,2+2-1) =(0,2) ® (0,1).

Portanto, R? munido com as operac¢des dadas ndo é um espaco vetorial.

J& com relagdo ao item (b), vejamos que

.+ (0,0,0) =(0,2-0,3-0) € W;
« Dados (x1,2y1,321), (x2,2y2,322) € W ea € R, temos que

a-(x1,2y1,321) + (22,2y2,322) = (a-z1,a-2y1,a-321) + (22, 2y2, 322)
(a-x1,2-ay1,3-az1) + (x2,2y2,322)
= (a-x1 + x2,2ay1 + 2y2,3az1 + 322)
(

a- 1+ x2,2(ay1 + y2),3(az1 + 22)) € W.

Dos itens acima, temos que ¥ é um subespaco vetorial de R2.

Questio 5. Considere em R? as seguintes operacoes:

(1,22, 23) + (Y1, Y2, ¥3) = (21 + Y1, 22 + Y2, T3 + ¥3),

- (x1)x27x3) - (Oéx]_,O[fEQ,$3),

onde (1"17 JJQ,.Tg), (y17y27y3) € RS eq € R.

E correto afirmar que:

) (R?,
) (R?,

,-) é um espaco vetorial pois a soma é igual 2 soma usual em R3,

nao é um espaco vetorial pois u + (v + w) # (u + v) + w para algum u, v, w € R3,

)

(R3, nao ¢ um espaco vetorial pois (. + 3) - u # o - u+ - uparaalgumu € R®eq, B € R.

)

+,°)
+°)

) (R3,+, ) nao é um espaco vetorial pois « - (3 - u) # (af3) - u paraalgumu € R3eq, 8 € R.
+,-) na
+)

nao ¢ um espaco vetorial pois o - (u + v) # o - u + a - v paraalgumu, v € R3ea € R.

() Nenhuma das alternativas anteriores.



Solucdo: Como + é a soma usual de R3, entio, para quaisquer u, v, w € R3 e € R, valem

(A0) u+v € R?;

AD) u+v=v+uy

(A2) (u+v)+w=u+ (v+w);

(A3) 0=(0,0,0) € R3tal queu + 0 = u;

(A4) Paratodo u € R3 existe um u € R3 tal que u + @ = 0.

Sejam o, B € Reu = (w1, 72, 23), v = (y1, y2,y3) € R3. Temos

a- (ﬁ ) u) =« (ﬁl’l,ﬁxg,mg) = (a(ﬁfl)’a(ﬁab)’li?))
= ((aB)z1), (af)z2,23) = (af) - u

a-(u+v)=a-(z1+y1,x2+y2, 23+ ys3) = (a(z1 + 1), a(z2 + y2), 3 + y3)

= (ax1 + ayr, arz + ayz, 3 + y3) = (a1, ax9, T3) + (Y1, Y2, y3)a - u+ a - v.
Sejama = 3, 8 = 2ewu = (0,0,1). Temos

(a+ﬁ)u:5(05071>:(07011)
a-ut+p-u=3-u+2-u=(00,1)+(0,0,1) = (0,0,2).

Logo, existem o, 3 € Reu € R3 taisque (a + 3) -u # - u+ 3 - u.

Notemos que isso implica que (R?, +, -) ndo é um espaco vetorial.

Questio 6. Considerando vy = (1,0,0),ve = (1,1,0) evs = (1,1, 1) vetores do espaco vetorial R (munido

com as operag¢des usuais de soma e produto por escalar), fazemos as seguintes afirmacoes:

@ (z,y,0) € [v1,v2] e (x,y, 2) € [v1,v3] paratodos x,y, z € R.

(b) (:Ea Z, y) € [U25 U3] € (I‘, Y, Z) € [vlv V2, 7)3] para todos r,Y,z2 € R.
Podemos afirmar que:

() As afirmacoes (a) e (b) sao verdadeiras.
() Somente a afirmacio (a) é verdadeira.
(x) Somente a afirmacio (b) é verdadeira.

() Nenhuma das afirmacdes é verdadeira.

Solucdo: Comrelacao ao item (a), vejamos por exemplo que (0,0, 1) ¢ [v;, v3]. Com efeito, ndo existema, b € R
tais que
(0,0,1) = a(1,0,0) +b(1,1,1)



pois o sistema

I
o

nao possui solugao.

Ja com relagio ao item (b), vejamos que dado (z,y, z) € R3, existem a, b, ¢ € R tais que
(z,y,2) = a(1,0,0) + b(1,1,0) + ¢(1,1,1) ()

o que mostra que (z,y, z) € [v1, V2, v3]. Com efeito, vejamos que a afirmacdo (*) é equivalente a termos uma
solugdo para o sistema
a + b + ¢ =z
b + c

c = Zz

Ainda, vejamos que dados x,y € R, existem a, b € R tais que
(x,z,y) = a(1,1,0) + b(1,1,1)

pois o sistema

e 2
+ +

S o o
I

possui solugao.

Questao 7. Considere as seguintes afirmacoes:

(I) Sejam S = {(: Z>€M2x2(R)’a+d:b+c}eT - [{((1) _01>7<;> 421)}]

subespacos vetoriais do espaco vetorial May2(R). Entaio T C SeT # S.

(1) Sejam A = {1,sen’t,cos?t,sent cost} e B = {1,sen2t, cos 2t} dois subconjuntos de F (R, R). Entio
[B] C [A], mas [A] # [B].

) (z,y,z,w) € [{(1,-1,-2,1),(—1,0,2,2)}] se, e somente se 2x + z = 0 e 2z + 3y + w = 0.
Entao

() (I) é verdadeira e (II) e (IIT) sdo falsas.
(') (ID) é verdadeira e (I) e (ITI) sdo falsas.
(') (III) é verdadeira e (I) e (II) sdo falsas.
() (D) e (ID) sao verdadeiras e (III) é falsa.
(x) (D e (ITI) sao verdadeiras e (II) é falsa.

(') (II) e (III) sao verdadeiras e (I) é falsa.



() (D, (ID) e (III) sao verdadeiras.
() (D, (ID) e (I1I) sao falsas.

Solu¢ao:

b
(D Sejam S = {(a d)eMQXQ(R)|a+d:b+C eT =
c

(EEVAERY)IE

bespacos vetoriais do espaco vetorial My o(R). Entaio T’ C SeT # S.

1 0 1 2 ,
Defina A = 0 e B = 5 4 ) E facilverque A € Se B € S. Como S é um subespaco
vetorial, segue que A + B € S paratodos o, § € R. Logo, T C S.
0 ,
Por outro lado, defina C' = 0 ) . E claro que C' € S. Determinemos se existe ou ndo «, 5 € R tais

que C' = oA + BB, ou seja, determinemos se existe ou ndo «, 5 € R tais que

(0 1) (1 o) (1 2>
=« + 4 .

10 0 -1 3 4

a+pB=0

28 =1

Isto ocorre se, e somente se, e este sistema linear é impossivel. Logo, C gé T e a afirmativa

30=-1
—a+48 =0.
(I) é verdadeira.

(I) Sejam A = {1,sen’t, cos®t,sent cost} e B = {1, sen2t, cos 2t} dois subconjuntos de F(R, R). Entio
[B] < (4], mas [4] £ [B].

Recordemos que

sen2t = 2sentcost, te€R

cos 2t = cos’t 4+ sen’t, teR.

Portanto, B C [A]. Como [A] é um subespaco vetorial, segue que a.f + Sgyh € [A] para todos o, 5, v € R,
onde
f(t)=1, g(t) =sen2t, h(t)=cos2t, teR

Logo, [B] C [A]. Por outro lado,

1
sentcostzisen%, telR
1 1
2
cos“t =—-+ —-cos2t, teR
St=9ty

1 1
sen’t = 5 + §C082t, teR.

Portanto, A C [B]. Como [B] é um subespaco vetorial, segue que [A] C [B]. Logo, [A] = [B] e a afirmativa (II)

é falsa.



I (x,y,z,w) € [{(1,-1,-2,1),(—1,0,2,2)}] se, e somente se 2z + z = 0 e 2z + 3y + w = 0.

(z,y,z,w) € [{(1,-1,-2,1),(—-1,0,2,2)}]

<= existem q, § € R tais que (x,y, z,w) = (1, —1,-2,1) + 3(—1,0,2,2)

a—f=x a—f=x
— = —x =
<= existem v, § € R tais que Y — Y possui solugdo
—2a+4+28==z —2a+4+28==z
a+28=w a+28=w
a—fF==x a—pF==x
= A=ty possui solucio <= —A=zty possui solugiao
0=2x+z 0=2z+z
3P=w-—=zx O=w-—-2z+43z+ 3y

0=2zx+ =z
<~
0 =2z + 3y +w.
Logo, a afirmativa (III) é verdadeira.

Questao 8. Assinale a alternativa correta a respeito do seguinte subconjunto W do espaco vetorial Moy 2(R):

W—{(a Z) EMQXQ(R)]ab—cd—O}.

() W nao é um subespaco vetorial de M2 (RR), pois ndo contém o vetor nulo de My 2(R).
(x) Existem dois elementos de W' cuja soma ndo pertence a W.

() W éum subespaco vetorial de May2(IR) e um conjunto de geradores de W é

) Go) (e))

() W é um subespaco vetorial de M3x2(IR) e um conjunto de geradores de W é

o) (o))

() W é um subespaco vetorial de M35 2(IR) e um conjunto de geradores de W é

o) () )y

() Nenhuma das alternativas anteriores.

, 0 0
Solucao: E claro que a matriz nula ( 00 ) pertence a WW. Considere as matrizes

() (20)



E claro que A € W e B € W. Porém

11
ven- () en

Logo, existem dois elementos de IV cuja soma ndo pertence a W e W nao é um subespaco vetorial de May2(R).

Questao 9. Considere as afirmacdes abaixo. Se a afirmacéo for verdadeira, prove. Se a afirmacao for falsa, dé

um contra-exemplo. Assinale, também, a alternativa correta.

(I) O espago gerado pelo conjunto vazio é o conjunto vazio.
(I) R? ¢ um subespaco de R3.

(ITI) Se V for um conjunto que contém o vetor nulo e tal que
wuveV = ut+velV,

entdo V' é um espaco vetorial.

E correto afirmar que:

() Somente (II) e (III) sao verdadeiras.
() Somente (I) é verdadeira;

(x) Nenhuma afirmacio é verdadeira.
() Somente (II) é verdadeira.

() Somente (II) é verdadeira.

() Somente (I) e (II) sdo verdadeiras.

() Somente (I) e (III) sao verdadeiras.
Solu¢ao:

(I) O espago gerado pelo conjunto vazio é o conjunto vazio.

FALSO. Por definicao, o espaco [S] gerado pelos vetores de S = {v1,v2...,vp} é 0 espaco de todas as

combinacdes lineares dos vetores v, vs . . ., vp, OU s€ja,
[S] = [v1,v2...,0p] = {a1v1 + agua + ... apvp: a1, as,...ap € R}.

Esta definicao deixa de fora o caso em que S = (), ja que () nao contém elementos. Entio, definimos
[0] = {0}, pois o espaco gerado por qualquer conjunto é, necessariamente, um subespaco vetorial do

espago todo e, portanto, precisa conter o vetor nulo. Assim, nao podemos ter [(Z)] = 0.

(I) R? ¢ um subespaco de R3.

FALSO. Para ser subespaco, o conjunto precisa estar contido no espaco vetorial considerado e R? nao é

um subconjunto de R3. Portanto, R? ndo é um subespaco de R?



(I1I) Se V for um conjunto que contém o vetor nulo e tal que
wuveV = ut+veV,

entdo V é um espaco vetorial.

FALSO. Considere V = {(z,y) € R?: x > 0, y > 0}. Entao (0,0) € V e vale
wu,veV = ut+veV,

pois a soma de 2 niimeros reais ndo negativos é um nimero real nao negativo. Entretanto, (1,1) € V,

mas —1(1,1) = (—1, —1) ndo pertence a V, ou seja, A(x, y) ndo necessariamente estd em V/, para todo

AeR

Questao 10. Considere as afirmagoes abaixo. Se a afirmacéo for verdadeira, prove. Se a afirmacdo for falsa, dé

um contra-exemplo. Assinale, também, a alternativa correta.

(I) Se U e W sao subespacos vetoriais de um espaco vetorial V, entdo U U W é um subespaco vetorial de V.

b
] é um subespaco de M5 (R).
c

(IT) O conjunto das matrizes da forma [
M) Z={(z1, - ,zn) € R"; x; éirracional} ¢ um subespaco vetorial de R".

E correto afirmar que:

() Somente (II) e (III) sao verdadeiras.
() Somente (I) é verdadeira;

() Nenhuma afirmacao é verdadeira.
() Somente (III) é verdadeira.

(x) Somente (II) é verdadeira.

() Somente (I) e (II) sao verdadeiras.

() Somente (I) e (IIT) sao verdadeiras.
Solucio: A afirmativa (I) é falsa. Considere os subespacos
U={(z,0) |z eR}}eW ={(0,y) [y eR}

de R?. Notemos que u; = (1,0) € U ew; = (0,1) € W. Portanto, uj, w; € UUW,masuj +w; = (1,1) ¢
UuWw.

10



. Notemos que

a
A afirmativa (IT) é verdadeira. Seja W o conjunto das matrizes da forma [

c
b 10 0 1 0 0
W = “ € My(R) |a,b,ce R} =<a +0b +c |a,b,c € R
0 ¢ 0 0 0 0 0 1
B 10 0 1 0 0
B 0oo0f"loo]| o1 ’
ou seja, W é o subespaco gerado pelos vetores
1 0 0 1 0 0
00| 00| |0 1]
Logo, W é um subespaco de M (R).
A afirmativa (III) ¢ falsa. Basta notar que o vetor nulo 0 = (0,0,---,0) € R"™ nao é um elemento do

conjunto Z.

Questio 11. No espaco vetorial V' das func¢des continuas de R em R, considere

St = {feV:f(2)=r06)+1}
Sa = {feV:f(=3)+/14)
S3 = {feV:f(2)=f(=2)+f)}

Entao sdo subespacos vetoriais de V:

() S51,52€83;
(x) S e S3 somente;
() S5 somente;
() S1eS;somente;

() S5 somente.

Solucédo: Notemos que a fun¢do nula, O(z) = 0 paratodo x € R, ndo é um elemento do conjunto S7. Logo, S1

ndo é um subespaco vetorial de V.

Afirmamaos que a a funcdo nula, O(x) = 0 para todo = € R, é um elemento do conjunto Ss. De fato,

O(=3)+0(4) =0+0 = 0.

Sejam f, g € Sy e A € R. Temos

(f+9)(=3)+(F+9)(4) = (f(=3) + 9(=3)) + (f(4) + 9(4))

11



Isso implica que f 4+ g € Sy e A\f € Sa. Logo, S2 é um subespaco vetorial de V.

Afirmamaos que a a fun¢do nula, O(z) = 0 para todo x € R, é um elemento do conjunto Ss. De fato,

0(2) =0e0(=2) +0(1) =0+0=0.

Sejam f, g € S3e A € R. Temos

(f+9)(2) = f(2) +9(2) = (f(=2) + fF(1)) + (9(=2) + 9(1))
=(f(=2)+9(=2) + (f(1) +9(1)) = (f +9)(=2) + (f + 9)(1)

e (Af)(2) = Af(2) = A[f(=2) + F(1)) = A(f(=2)) + A(f(1) = (AN)(=2) + AN (D).

Isso implica que f + g € Sg e Af € S3. Logo, S3 é um subespago vetorial de V..

Questio 12. Em cada um dos itens abaixo, determine os subespacos U N W e U + W do espaco vetorial real

V' = R3 com as operacdes usuais.

M U=1[0,1,0),(1,1,1), W =[(2,0,0),(1,0,1)].

I U={(z,y,2) eR¥;2—2=0}, W =[(1,3,0),(0,-2,1)].
Assinale a alternativa incorreta:

() Noitem (I, U + W = [(0,1,0),(2,0,0),(1,0,1)].

() Noitem (I, U + W = [(1,0,-1),(1,3,0),(0,—-2,1)].
() Noitem (1), U N W = [(1,0,1)].

® Noitem (I, U N W = [(1,5,1)].

Solucao: Sejam U e W como em (I). De acordo com a teoria temos
U+W= [(071’0)’(171’1)’(2’070)5(17071)]-
Como (1,1,1) =(0,1,0)+ (1,0, 1) segue que

U+W =[(0,1,0),(2,0,0),(1,0,1)].

Sejam U e W como em (II).

U:{(:c,y,z)€R3;$—z:0}:{(xjy,z)ER?’;a::z}
={(z,y,) e R3; z,y € R} =[{(1,0,1),(0,1,0)}].

De acordo com a teoria temos

U+W =[(1,0,1),(0,1,0),(1,3,0),(0,-2,1)].
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Como (0,1,0) =—(1,0,1)+(1,3,0) 4+ (0,—2,1) segue que
U+W=]1,0,1),(1,3,0),(0,-2,1)].
Como (1,0,—1) =5(1,0,1) + (—=4)(1,3,0) + (—6)(0, —2,1) segue que

U+W =](1,0,-1),(1,3,0),(0,-2,1)].

Sejam U e W como em (I).

(x,y,2) e UNW <= existem q, 3,7, € R tais que
(,y,2) =a(0,1,0)+B(1,1,1)e(x,y,2) =7(2,0,0)+5(1,0,1)

B=27+6 f=—a
—q a+p=0 < 7v=0
8=9 comq,v €R

Logo, UNW =[(1,0,1)].

Sejam U e W como em (II).

(x,y,2) eUNW <= x — z = Oeexistem «, § € R tais que (z,y,2) = a(1,3,0) + 3(0,-2,1)

r==z
=« a=p
<~ <~
y=3a—28 coma € R
z=p

Logo, (z,y,z) € U N W se, e somente se, existe « € R tal que (z,y,2) = «(1,3,0) + «(0,-2,1) =
a(1,1,1). Logo, U N W = [(1,1,1)].

Questio 13. Consideremos os subespacos W7 e W5 do espago vetorial R* (munido com as operacdes usuais de

soma e produto por escalar):

Wy = {(z+y,4,00)|z,y € R}
Wo = {(z4+w,z4+w,z+w,w)|zweR}

Podemos afirmar que:

(x) W1 4+ Wy = R?* e essa soma de subespacos é direta.
() Wy + Wy = R* e essa soma de subespacos nio é direta.
() Wi+ Wy ={(x+y,z,y,2) | x,y, 2 € R} e essa soma de subespacos é direta.

() Wi+ Wy ={(x+y,x,y,2) | x,y, 2 € R} e essa soma de subespacos ndo ¢ direta.
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Solucdo: Bastanotar que W7 = [(1,0,0,0), (1,1,0,0)]e Wy = [(1,1,1,0), (1,1, 1,1)]. Assim, dado (z,y, z,w) €

R*, existem tnicos a, b, ¢, d € R tais que

(z,y,2z,w) =a(1,0,0,0) +b(1,1,0,0)) +¢(1,1,1,0) + d(1,1,1,1), (*)

eWwr eWs

o que mostra que (z,y, z,w) € W1 + Wy e que essa soma é direta. Com efeito, vejamos que a afirmacdo (x) é

equivalente a termos uma solucdo tinica para o sistema

a + b 4+ ¢c + d ==
b + ¢ + d =y
c + d = =z

d w

Questio 14. Considere os seguintes subespacos de R°:
U={(z,y,2,w,t) eR® |z +y+z+w+t=0}
W= {(z,y,2,w,t) ER? |y+w+t=0ey+z+w+t=0}
Entao
() Unw =[{(0,-1,0,1,0),(0,-2,0,1,1),(0,—1,0,0,1) }].
() uUnw =[{(0,-1,0,1,0),(0,-2,0,1,—1),(0,1,0,0, 1) }].
() Unw =[{(0,-1,0,1,0),(0,—1,0,0,—1) }].
( ), (0

® UNW = [{(0,-1,0,1,0), (0, —1,0,0,1)}].

() Nenhuma das alternativas anteriores.
Solucao:

(z,y,z,w,t) e UNW <= (x,y,z,w,t) € Ue (z,y,z,w,t) € W

r+y+z+w+t=0 r+y+z+w+t=0
4§ y+tw+t=0 4§ y+tw+t=0
y+z+w+t=0 z=0
z=0
¢ y=—w—tcomw,t e R
z=0
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Portanto,

UnNW = {(z,y,z,w,t) ER’ |2 =0,y = —w —tez =0}
={(0,—w —t,0,w,t) | w,t € R}
= {w(0,—1,0,1,0) + (0, ~1,0,0,1) | w,t € R}
= [{(0,~1,0,1,0), (0, —1,0,0,1)}].

Questao 15. Considere os seguintes conjuntos:

F=1{(1,1,0,3),(0,0,1,0)}

G={(z,y,2,w) ER*: x+y—2w=0ey+2+w =0}
H={(z,y,2,t) ER*: 2 +y=0ez—t =0}
J={(z,y,z,t) ER*: 2z —y — 2+t = 0}.

U={A€e M,(R): A' = A}.

W = {B € M,(R): B' = —B).

K ={(z,y,2) e R®: x = 0}.

B={(z,y,2) € R?: y =0}.

Assinale a alternativa CORRETA:

() F 4+ G é soma direta.
() H + J é soma direta.
() U + W nio é soma direta.
() K + B é soma direta.

(x) Nenhuma das demais alternativas esta correta.

Solugio: Note que F possui dois elementos distintos. Logo, I’ ndo é um subespaco de R* e, portanto, o conjunto

F' + G ndo é subespaco vetorial de R%. Assim, a afirmativa “F + G é soma direta” é incorreta.

A afirmativa “H + J é soma direta” é incorreta, pois

(z,y,2,t) € HNJ <= (x,y,2,t) € He (x,y,z,t) € J

r+y=0 rT=-y
— z—1t=0 <~ z=
Lx—y—z—i—t:() y=x—2z+t
z=0
<=4 y=0comte R
z=t
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Portanto, H + J nio é soma direta.

A afirmativa “U + W néo é soma direta” é incorreta, pois

AcU+W e AclUeAcW e Al=AeAl= A<= A=—-A<= A=0.

Portanto, H + J é soma direta.

A afirmativa “K 4 B é soma direta” é incorreta, pois

(r,y,2) e KNB <= (z,y,2) € Ke(x,y,z) €B<:>{
z€R

Portanto, X + B nio é soma direta.
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