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Sequéncias e Séries de Funcdes

Sequéncias de Funcdes Reais a Valores Reais

Uma sequéncia de fungdes reais a valores reais € uma sequéncia
(fa)nen @ valores no conjunto A:= {f | f : R — R}.

@ Ouseja,paracadance N, f,: R — R.
@ Dada uma tal sequéncia (fy)nen, para cada x € R, {fy(x)}nen é
uma sequéncia a valores reais.
@ Queremos investigar o conjunto dos pontos em que a tal
sequéncia converge, i.e. 0 conjunto
A= {x € R (fa(x)) oy CONvergente}.
@ No tal conjunto, fica bem definida a fungéo f : A — R dada por
f(x) := lim fp(x)
a qual é chamada de limite pontual da sequéncia (f,).
Notacéo
f, 25 fem A.
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Sequéncias e Séries de Funcdes

Exemplo

Seja (f1)nen @ sequéncia de fungdes definida por, Vn € N, Vx € R,
fa(x) := x".

Entéo (f,)» converge pontualmente em (—1, 1] para a fungao
f:(—1,1] — R dada por

f(x) =

0 se0<x<1
1 sex=1.

Note que, embora todas as f,’s sejam C°, f ndo € sequer continual!

)
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Séries de Poténcias

Definicao (série de poténcias centrada em xg)
Seja xg € R. Uma série de poténcias centrada em xo € uma série de

fungdes da forma
Z an(x — XO)n
n=0

onde (an)nen Sequéncia em R.
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Séries de Poténcias

Exemplo
Tome xp = 0 e (an)n>o dada por, Vn > 0:
B (_1 )n2n
an = han
@ Asérie >~ anx" converge se x € (—3/2,3/2] e diverge fora
desse intervalo.
@ Se x € (—3/2,3/2), a convergéncia é absoluta.
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Séries de Poténcias

Exemplo
Tome xp = 0 e (an)n>o dada por, Vn > 0:

@ Asérie > 7, anx" converge absolutamente para todo x € R.
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Raio e Intervalo de Convergéncia

Teorema

Seja ) >, an(x — xo)" uma série de poténcias centrada em xg € R.
Defina R € [0, o] por

R :=sup{r € [0,00) | Y [an|r" < oo}.
Tem-se:

i) A série converge absolutamente em {x € R | |x — xo| < R} e
diverge em {x € R | |x — xo| > R}.
ii) Se existir

a
lim+/|as] ou lim | |;+|1|,
n

entdo 1/R coincide com esses limites.
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Séries de Poténcias

Raio e Intervalo de Convergéncia

Observacao
Com a notagao anterior, o raio de convergéncia satisfaz:

R = sup{r € [0,00) | (|an|r"), ., limitada}

neN
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Raio e Intervalo de Convergéncia

Observacao
@ Em x = xp + R, a série pode convergir ou nao.

@ De qualquer modo, sempre teremos um intervalo de
convergéncia, i.e. a série converge num intervalo centrado em xg
com extremos xp + R e diverge fora dele.

Definicao (raio de convergéncia)

Com a notagdo acima, R chama-se raio de convergéncia da série de
poténcias >_ an(x — xo)".
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Séries de Poténcias

Raio e Intervalo de Convergéncia

Exemplo
@ A série de poténcias
o (_1)nX2n

= 220 (nl)?

tem raio de convergéncia R = oo (e, portanto intervalo de
convergéncia R).
@ A série de poténcias

e}

> n(x-2)"

n=0

tem raio de convergéncia R = 1 e intervalo de convergéncia (1, 3)

v
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Derivacao e Integracao Termo a Termo

Teorema (derivagao e integragao termo a termo de séries de
poténcias)

Se Y > o an(x — xo)" tiver raio de convergéncia R > 0, entdo

f:(xo — R, X + R) — R dada pela soma da série é de classe C*> e a
Série pode ser derivada e integrada termo a termo, no sentido de que:

) f/(X) =35, nan(x — x0)" ! se x € (xo — R, xo + R). Além disso,
a série derivada Y > ; nan(x — xp)"~' tem o mesmo raio de
convergéncia R.

) J2H(x) dx = 352 [2 an(x — x0)" dx se[a.b] C (xo— R.Xo +R), e

X Xn+1
Za,, n+03 +C

é primitiva de f no intervalo (xo — R, xo + R).
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Derivacao e Integracdo Termo a Termo

Derivacao e Integracao Termo a Termo

Observacao

Se > 2o an(x — xop)" tiver raio de convergéncia R > 0 e for
convergente em xg + R (respectivamente, em xo — R), entdo
f:(xo — R, X + R) — R dada pela soma da série se estende
continuamente a xp + R (respectivamente, a xo — R) pela soma da
série nesse ponto. Nesse caso, no teorema de integracao termo a
termo podemos tomar b = xg + R (respectivamente, a = x; — R).
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Derivacao e Integracdo Termo a Termo

Exemplo
Para todo x € [-1,1],

> N x2n+1
arctan(x) = Z(—1) onii
n=0
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Séries de Taylor

Série de Taylor centrada em xp de uma Fungao Real

Definicao
Sejam xp € R e f uma funcao de classe C*> numa vizinhanga de xg. A
série de Taylor de f centrada em xp € a série de poténcias

> f(n)
> M%) n(IXO)(X —xo)".
n=0 ’

v

Se xp = 0, tal série também é chamada de série de Maclaurin de f.
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Séries de Taylor

Proposicao

Seja )2 an(x — Xo)" uma série de poténcias com raio de
convergénciaR >0 ef: (xo— R, xo+ R) — R a soma da série. Ento,
para todo k € N e todo x € (xo — R, xo + R),

f(x) = i (k;n)!akw(x —Xo)"
n=0 '

Corolario
Com a mesma hipdtese e notacio, para todo k € N,

9 (x0)

ax = Kl
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Séries de Taylor

Noutras palavras:

Se f for a soma de uma série de poténcias centrada em xp com raio
de convergéncia R > 0, entdo a referida série coincide com a série de
Taylor de f centrada em xg, de modo que, para todo

x € (xo— R, xo+ R),

> f(n)
00 =3 T 00 (g
n=0
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Séries de Taylor

Quando uma fungéo real se representa numa vizinhanca de xp € R
pela soma de uma série de poténcias centrada em xp?

@ Necessariamente, f deve ser de classe C°.

@ Se aresposta afirmativa, necessariamente a referida série deve
ser a série de Taylor de f centrada em Xxg.

@ Refraseando: quando uma fun¢do C° numa vizinhanga de xg é a
soma da sua série de Taylor centrada em xp?
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Séries de Taylor

Funcbes Analiticas

Definicao

Sejam A C Rum aberto e f: A — R. Diz-se que f é analitica se, para
cada xg € A, existir um intervalo aberto / ¢ A centrado em xg e uma
série de poténcias centrada em xp que convirja em / para f.

Exemplo
1. Funcgdes polinomiais R — R sdo analiticas.
2. Se Y 2 an(x — xo)" for uma série de poténcias centrada em
Xo € R com raio de convergéncia R > 0, a soma da série
f:(xo— R,X + R) — R é analitica.
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Séries de Taylor

Formula de Taylor de ordem n, com resto de Lagrange

Teorema

Sejam | C R um intervalo, xo € I, n € N, f : | — R de classe C" com

(") derivavel no interior de I. Entéo, para todo x € I\ {x}, existe ¢ no
intervalo aberto com extremos xg e x tal que

10— 32 1000) gy 1)

o)k = (X—Xo)n+1.
= k! (n+1)!
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Séries de Taylor

Exemplo

A funcao exp : R — R é a soma da sua série de Maclaurin, i.e. Vx € R,

o0

Xn
e’(:z:H

n=0
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Séries de Taylor

Exercicio

o 2
Use a série de Taylor para escrever fo1 e X" dx como soma de uma
Série numeérica e aproxime a referida integral com erro menor que
1010,
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