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Analise de Regressao Linear Multipla

O modelo de regressao linear mdultipla postula a existéncia de uma
relacdo linear entre uma variavel dependente ou explicada (Y) e p
variaveis independentes ou explicativas Xi, ..., X,

Y:Bo+51X1+,32X2+ﬂ3X3+...+5po+€

@ Xj,...,X, as variaveis explicativas ou independentes medidas
sem erro (nao aleatérias);

@ ¢ avariavel aleatdria residual na qual se procuram incluir todas as
influéncias no comportamento da variavel Y que ndao podem ser
explicadas linearmente pelo comportamento das variaveis
Xi,...,X, e os possiveis erros de medicéo;

@ (o, 1, .., By 0s paradmetros desconhecidos do modelo (a
estimar);



Analise de Regressao Linear Multipla

Temos entdo n variaveis aleatoérias

Y1
Y,
Y3

Y,

Em notacao matricial temos

Bo + Biz11 + Poxiz + B3z + ...+ Bpwip + €1
Bo + Brxay + Bawag + Bzxaz + ... + Bprop + 2
Bo + Brx31 + Baxsa + B3T3z + ... + BpT3p + €3
BO + 61xn1 + 621‘712 + ﬁ3xn3 Fooor ﬂpxnp +én
11 Ti2 T13 T1ip ﬂo €1
T2l T2  T23 ZTap Jo1 €2
r31 T32 T33 Z3p % 52 + &3
Tnl ITn2 In3 Tnp BP En |
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Analise de Regressao Linear Multipla

Estimacao dos Parametros

A metodologia que se utiliza na regressao linear maltiple € similar que
a estudada na regresséo linear simples.

A melhor equacgao ajustada desta forma sera aquela que faga minima
a soma de quadrados das desviagoes das Y observadas e das Y
estimadas, onde o modelo estimado é

?ZBOﬂLBle+32X2+33X3+---+Bpo
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Analise de Regressao Linear Multipla

Assim o sistema de equagdes normais é
(X'X)3 = X'Y
da onde resolvendo para /3 obtemos
g = (X'X)"'X'Y

aqui (X’X)~! representa a matriz inversa de (X’X). Notar que (X'X)
€ simétrica.



Analise de Regressao Linear Multipla

Propriedades do Estimador B

Em forma similar ao caso simples, o estimador de minimos quadrados
tem as seguintes propriedades:

@ $ é nao viciado, ou seja E(j3) = f, isto significa que para todo
j=0,1,---.p, E(B;) = B;

Q Var(3) = o2(X'X) !

@ O estimador minimo-quadratico 3 é o melhor estimador linear de
B no sentido que é o que tem a menor variancia.
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Analise de Regressao Linear Multipla

Estimacao da Variancia o2

No modelo de regresséao linear multiple com p variaveis preditoras
(com o intercepto ha no total p+1 parametros a estimar), o estimador
da variancia dos errors esta dado por:

2 _ _xe  _(Y-XP(Y-XB) _ SQE

n—p—1 n—p—1 T n—p-—1

O numerador da expressao representa a soma de quadrados dos
residuos (uma das fontes de variacao da analise de variancia)
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Analise de Regressao Linear Multipla

Testes sobre os coeficientes de regressao

Queremos testar se a influéncia de uma variavel explicativa sobre a
variavel dependente ndo é significativa. Para isso testamos a hip6tese
nula que o coeficiente para esta variavel é nulo:

Hgtﬁizo
Hy:B8;#0

Se H, for rejeitada entdo temos evidéncia de que g; # 0, isto é a
variavel explicativa X; é Gtil na predicao do valor da variavel
dependente.

Se Hj nao for rejeitada entédo a variavel explicativa X; € geralmente
retirada da equacao de regressao pois nao influéncia
significativamente a variavel resposta Y.

N ——— ——



Analise de Regressao Linear Multipla

Os resultados podem ser convenientemente resumidos na tabela da
ANOVA.

Fontes de variaggo = Soma dos Grausde Quadrados RazaoF
quadrados liberdade médios

devido a Regressdo SQR p QMR
devido aos residuos SQE n-p-1 QME F=24E
total SQT n-1
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Exemplo 1

Se deseja construir um modelo de regressao para obter o volume de
madeira de uma cerejeira em fungao da altura do tronco e do diametro
do mesmo a um metro do solo e da idade da arvore. Foi tomada uma

amostra de 31 arvores.

Obs Diamet Alt Ida Vol Obs Diamet Alt Ida Vol

1 8,3 70 2 10,3 17 12,9 85 10 33,8
2 8,6 65 1 10,3 18 13,3 86 13 27,4
3 8,8 63 4 10,2 19 13,7 71 6 25,7
4 10,5 72 1 16,4 20 13,8 64 13 24,9
5 10,7 81 9 18,8 21 14 78 11 34,5
6 10,8 83 8 19,7 22 14,2 80 12 31,7
7 11 66 9 15,6 23 14,5 74 9 36,3
8 11 75 5 18,2 24 16 72 10 38,3
9 111 80 6 22,6 25 16,3 77 12 42,6
10 11,2 75 8 19,9 26 17,3 81 8 55,4
11 11,3 79 5 24,2 27 17,5 82 11 55,7
12 11,4 76 5 21 28 17,9 80 10 58,3
13 11,4 76 13 21,4 29 18 80 13 51,5
14 11,7 69 8] 21,3 30 18 80 14 51
15 12 75 4 19,1 31 20,6 87 10 67
16 12,9 74 9 22,2
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Exemplo 1

Diagrama de Dispersao

Matrix Plot of Diametro; Altura; Idade; Volume
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Exemplo 1

Ajuste do Modelo

Regression Analysis: Volume versus Diametro; Altura; Idade
Analysis of Variance
Source DF AdjSS AdjMS F-Value P-Value

Regression 3 69904 233013 22804 0,000
Error 27 27159 1022
Total 30 72663
Model Summary
S R-sa R-sq(ad))
319656 96,20% 95,78%
Coefficients

Term Coef SECoef T-Value P-Value

Constant  -56,84 733 -7,75 0,000
Diametro 4,829 0,261 18,48 0,000

Altura 0350 0,109 321 0003
Idade -0478 0,209 -229 0030

Regression Equation

Volume = -56,84 + 4829 Diametro + 0,350 Altura - 0,478 Idade
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Exemplo 1

Analise de Residuos

Residual Plots for Volume

Normal Probability Plot
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Exemplo 1

Normalidade dos Erros

Summary Report for RESI

Anderson-Darling Normality Test

A-Squared 025

P-Value oz

Mean 000000

StDev 303252

Variance 919618

Skewness -0.141109

Kurtosis -0,424661

N 3

Minimum -637614

1st Quartile -1,96867

Median -0.29563

3rd Quartile 277730

Maximum 545177
|~\ 95% Confidence Interval for Mean

-6 -4 -2 o 2 4 6 11234 111234
95% Confidence Interval for Median

-1.18250 1.28270
95% Confidence Interval for StDev

242332 4,05249
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Exemplo 2

Num estudo feito em 50 estudantes, na Universidade de Porto Rico, mostrou-se que o Indice
Geral dos Estudantes estdo em fungao da pontuagao de aptidao a matematica, aproveitamento
matematico e tipo de escola (1 publica e 2 privada). Escolher um modelo e justificar.

Diagrama de Dispersao

Matrix Plot of IGS; escola; aproveitamento; aptiddo
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Exemplo 2

Ajuste do Modelo 1

Regression Analysis: IGS versus escola; aproveitamento;
aptidao

Analysis of Variance

Saurce DF AdjSS AdjMS F-Value P-Value

Regression 3 6952 23173 19,54 0,000
Error 46 5455 1186
Total 49 12407
Model Summary
S R-sg R-sgladj)
10,8896 56,03%  53,17%
Coefficients

Term Coef SECoef T-Value P-Value
Constant 1359 245 5,55 0,000
escola 1,93 3,08 0,63 0,535

aproveitamento 0,1970  0,0315 6,25 0,000
aptiddo 0,0569 0,0314 1,81 0,077

Regression Equation




Exemplo 2

Analise de Residuos
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Residual Plots for IGS

MNormal Probability Plot
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I
Exemplo 2

Normalidade dos Erros

Summary Report for RESI

Anderson-Darfing Normaiity Test

A-Squared 0.32
P-Value 0,519
Mean -0.0000
StDev 0550

Variance m.32n
Skewness 0360800
Kurtosis 0855738
M 50

Minimam 23,5773
1st Quartile 54857
Median 13882
3rd Quartile 68338
Masimum 315043

35% Confidence Interval for Mean

£7) 2 a z = -2.9586 25506
B5% Confidence Interval for Median
-4 4608 46428
* 55% Confidence Interval for StDev
88136 13471
95% Confidence Intervals
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Exemplo 2

Ajuste do Modelo 2

Regression Analysis: IGS versus aproveitamento; aptidao
Analysis of Variance

Source DF AdjSS AdjMS F-Value P-Value

Regression 2 6906 34528 29,50 0,000
Error 47 5501 17,0

Total 49 12407
Model Summary

S R-sq R-sq(ad))

108188 55,66%  53,77%
Coefficients

Term Coef SECoef T-Value P-Value

Constant 138,6 24,0 578 0,000
aproveitamento 0,1969 0,0313 6,29 0,000
aptiddo 00573 00312 184 0073
Regression Equation

IGS = 138,6 + 0,1969 aproveitamento + 0,0573 aptiddo
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Exemplo 2

Analise de Residuos

Residua Plots for 1GS
MNormal Probability Plot Versus Fits
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I
Exemplo 2

alidade dos Erros

Summary Report for RESI_1

Anderson-Darfing Normaity Test

A-Squared 028
P-Value oen
Mean -0.0000
StDev 10,5557

Variance 1122638
Skewness 0.36M24
HKurtosis 073
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Exemplo 2

Ajuste do Modelo 3

Regression Analysis: IGS versus aproveitamento
Analysis of Variance

Source DF AdjSS AdjMS F-Value P-Value
Regression 1 6511 65113 53,01 0,000
Error 48 58496 1228

Total 49 12407

Model Summary

S Rsg R-sqad)
11,0826 52,48%  5149%
Coefficients

Term Coef SECoef T-Value P-Value
Counslan. 1624 20,6 7,87 0,000
aproveitamento  0,2177  0,0299 7,28 0,000

Regression Equation

IG5 = 10624 + 0,2177 aproveitamento

Creativision 22/24



I
Exemplo 2

Analise de Residuos

Residual Plots for 1GS
MNormal Probability Plot Versus Fits
= ¥
0 22 . N
z o - l -
g w . A .
& ; N
-2
0 . "
" -
1 * -4
-4 -2 [] 2 280 300 320 340
Standardized Residual Fitted Value
Histogram Versus Order
® = =
[ @
3
Te
Pt B =
o o | 4
24 1.2 00 12 24 i 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Standardized Residual Observation Order

D Creativision 23/24



I
Exemplo 2

alidade dos Erros

Summary Report for RESI_2

Anderson-Darfing Normaity Test

ASquared 054
= P-Value 015
Mean -0,0000
StDev 10,9650
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