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I . INTRODUCTION 

S t a t i o n a r y v e s s e l s f l o a t i n g o r s u b m e r g e d i n i r r e g u l a r 
waves a r e s u b j e c t e d t o l a r g e , s o - c a l l e d f i r s t o r d e r , wave f o r c e s 
and moments w h i c h a r e l i n e a r l y p r o p o r t i o n a l t o t h e wave h e i g h t 
and c o n t a i n t h e same f r e q u e n c i e s as t h e waves. T h e y a r e a l s o s u b ­
j e c t e d t o s m a l l , s o - c a l l e d s e c o n d o r d e r , mean and l o w f r e q u e n c y 
wave f o r c e s and moments w h i c h a r e p r o p o r t i o n a l t o t h e s q u a r e o f 
t h e wave h e i g h t . The f r e q u e n c i e s o f t h e s e c o n d o r d e r l ow f r e q u e n ­
c y c o mponents a r e a s s o c i a t e d w i t h t h e f r e q u e n c i e s o f wave g r o u p s 
o c c u r r i n g i n i r r e g u l a r w aves. 

The f i r s t o r d e r wave f o r c e s and moments a r e t h e c a u s e o f 
t h e w e l l known f i r s t o r d e r m o t i o n s w i t h wave f r e q u e n c i e s . Due t o 
t h e i m p o r t a n c e o f t h e f i r s t o r d e r wave f o r c e s and m o t i o n s t h e y 
h a v e b e e n s u b j e c t t o i n v e s t i g a t i o n f o r s e v e r a l d e c a d e s . As a r e ­
s u l t o f t h e s e i n v e s t i g a t i o n s , methods h a v e e v o l v e d by means o f 
w h i c h t h e s e may be p r e d i c t e d w i t h a r e a s o n a b l e d e g r e e o f a c c u r a c y 
f o r many d i f f e r e n t v e s s e l s h a p e s . 

T h i s s t u d y d e a l s w i t h t h e mean and l o w f r e q u e n c y s e c o n d 
o r d e r wave f o r c e s a c t i n g on s t a t i o n a r y v e s s e l s i n r e g u l a r and 
i r r e g u l a r waves i n g e n e r a l a n d , i n p a r t i c u l a r , w i t h a method t o 
p r e d i c t t h e s e f o r c e s on b a s i s o f c o m p u t a t i o n s . K n o w l e d g e c o n c e r n -
i n g t h e n a t u r e a nd m a g n i t u d e o f t h e s e f o r c e s i s o f i m p o r t a n c e 
due t o t h e e f f e c t t h e y h a v e b e e n shown t o have on t h e g e n e r a l 
b e h a v i o u r o f s t a t i o n a r y s t r u c t u r e s i n i r r e g u l a r w aves. 

The c o m p o n e n t s o f mean and l o w f r e q u e n c y s e c o n d o r d e r wave 
f o r c e s c a n a f f e c t d i f f e r e n t s t r u c t u r e s i n d i f f e r e n t ways and a l ­
t h o u g h o f t h e same o r i g i n h a v e e v e n b e e n c a l l e d by d i f f e r e n t 
names. The h o r i z o n t a l c o m p o n e n t s o f t h e mean and low f r e q u e n c y 
s e c o n d o r d e r wave f o r c e s a r e a l s o known as wave d r i f t f o r c e s 
s i n c e , u n d e r t h e i n f l u e n c e o f t h e s e f o r c e s , a f l o a t i n g v e s s e l -
w i l l c a r r y o u t a s t e a d y s l o w d r i f t m o t i o n i n t h e g e n e r a l d i r e c ­
t i o n o f wave p r o p a g a t i o n i f i t i s n o t r e s t r a i n e d . 

The i m p o r t a n c e o f t h e mean and l o w f r e q u e n c y wave d r i f t 
f o r c e s f r o m t h e p o i n t o f v i e w o f m o t i o n b e h a v i o u r and m o o r i n g 
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l o a d s on v e s s e l s moored a t s e a has been r e c o g n i z e d o n l y w i t h i n 
t h e l a s t few y e a r s . V e r h a g e n and Van S l u i j s [ 1 - 1 ] , Hsu and B l e n -
k a r n [ 1 - 2 ] and Remery and Hermans [ 1 - 3 ] showed t h a t t h e l o w f r e ­
q u e n c y c o m p o n e n t s o f t h e wave d r i f t f o r c e s i n i r r e g u l a r waves 
c o u l d , e v e n t h o u g h r e l a t i v e l y s m a l l i n m a g n i t u d e , e x c i t e l a r g e 
a m p l i t u d e l o w f r e q u e n c y h o r i z o n t a l m o t i o n s i n moored v e s s e l s . 
I t was shown t h a t i n i r r e g u l a r waves t h e d r i f t f o r c e s c o n t a i n 
c o m ponents w i t h f r e q u e n c i e s c o i n c i d i n g w i t h t h e n a t u r a l f r e q u e n ­
c i e s o f t h e h o r i z o n t a l m o t i o n s o f moored v e s s e l s . Combined w i t h 
t h e f a c t t h a t t h e d a m p i n g o f low f r e q u e n c y h o r i z o n t a l m o t i o n s o f 
moored s t r u c t u r e s i s g e n e r a l l y v e r y l o w , t h i s l e a d s t o l a r g e 
a m p l i t u d e r e s o n a n t b e h a v i o u r o f t h e m o t i o n s . See F i g u r e 1-1. 

R E C O R D O F A N I R R E G U L A R S E A 

R E C O R D O F S U R G E M O T I O N 

2 0 m r 

T I M E i n s e c . 

F i g . 1-1 Low f r e q u e n c y s u r g e m o t i o n s o f a moored LNG c a r r i e r i n 
i r r e g u l a r h e a d s e a s . 

Remery and Hermans [ 1 - 3 ] e s t a b l i s h e d t h a t t h e l o w f r e q u e n c y com­
p o n e n t s i n t h e d r i f t f o r c e s a r e a s s o c i a t e d w i t h t h e f r e q u e n c i e s 
o f g r o u p s o f waves p r e s e n t i n an i r r e g u l a r wave t r a i n . See F i g ­
u r e 1-2. 
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P E R I O D O F W A V E G R O U P S . R E F [ l - 3 ] 

F i g . 1-2 S u r g e m o t i o n s o f a moored b a r g e i n r e g u l a r h e a d wave 
g r o u p s . R e f . [ 1 - 3 ] . 

D y n a m i c a l l y p o s i t i o n e d v e s s e l s s u c h as d r i l l s h i p s w h i c h 
r e m a i n i n a p r e s c r i b e d p o s i t i o n i n t h e h o r i z o n t a l p l a n e t h r o u g h 
t h e c o n t r o l l e d u s e o f t h r u s t g e n e r a t e d by p r o p u l s i o n u n i t s a r e 
a l s o i n f l u e n c e d by mean and l o w f r e q u e n c y wave d r i f t f o r c e s . The 
power t o be i n s t a l l e d i n t h e s e v e s s e l s i s d e p e n d e n t on t h e m a g n i ­
t u d e o f t h e s e f o r c e s . The f r e q u e n c y r e s p o n s e c h a r a c t e r i s t i c s o f 
t h e c o n t r o l s y s t e m s must be c h o s e n so t h a t l i t t l e o r no power i s 
e x p e n d e d t o c o m p e n s a t e t h e l a r g e o s c i l l a t o r y m o t i o n s w i t h wave 
f r e q u e n c i e s , w h i l e t h e mean and low f r e q u e n c y h o r i z o n t a l m o t i o n s 
c a u s e d by t h e mean and l o w f r e q u e n c y d r i f t f o r c e s s h o u l d be r e ­
d u c e d t o v a l u e s c o m m e n s u r a t e w i t h t h e t a s k o f t h e v e s s e l . T h i s 
h a s l e d t o t h e d e v e l o p m e n t o f s o p h i s t i c a t e d c o n t r o l s y s t e m s . 
See F i g u r e 1-3. 
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F i g . 1-3 B l o c k d i a g r a m f o r t y p i c a l d y n a m i c p o s i t i o n i n g s y s t e m . 

The v e r t i c a l c o m ponents o f t h e s e c o n d o r d e r f o r c e s a r e 
s o m e t i m e s known as s u c t i o n f o r c e s . T h i s t e r m i s g e n e r a l l y a p p l i e d 
i n c o n n e c t i o n w i t h t h e mean wave i n d u c e d v e r t i c a l f o r c e and 
p i t c h i n g moment a c t i n g on s u b m a r i n e v e h i c l e s when h o v e r i n g o r 
t r a v e l l i n g n e a r t h e f r e e s u r f a c e . I t i s shown by B h a t t a c h a r y y a 
[ 1 - 4 ] t h a t i n e x t r e m e c a s e s t h e upward a c t i n g s u c t i o n f o r c e due 
t o waves c a n c a u s e a s u b m a r i n e v e h i c l e t o r i s e and b r o a c h t h e 
s u r f a c e , t h u s p o s i n g a p r o b l e m c o n c e r n i n g t h e c o n t r o l o f t h e v e ­
h i c l e i n t h e v e r t i c a l p l a n e . See F i g u r e 1-4. 

The v e r t i c a l c o m p o n e n t s o f t h e s e c o n d o r d e r wave f o r c e s 
h a v e a l s o been c o n n e c t e d w i t h t h e phenomena o f t h e s t e a d y t i l t o f 
s e m i - s u b m e r s i b l e s w i t h l o w i n i t i a l s t a t i c s t a b i l i t y as i n d i c a t e d 
by Kuo e t a l [ 1 - 5 ] . D e p e n d i n g on t h e f r e q u e n c y o f t h e waves i t 
has b e e n f o u n d t h a t t h e d i f f e r e n c e i n t h e s u c t i o n f o r c e s on t h e 
f l o a t e r s o f a s e m i - s u b m e r s i b l e c a n r e s u l t i n a t i l t i n g moment, 
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w h i c h c a n c a u s e t h e p l a t f o r m t o t i l t t o w a r d s o r away f r o m t h e 
o n c o m i n g waves. S u c h e f f e c t s a r e o f i m p o r t a n c e i n j u d g i n g t h e 
minimum s t a t i c s t a b i l i t y r e q u i r e m e n t s f o r s u c h p l a t f o r m s . From 
o b s e r v a t i o n s i n r e a l i t y and f r o m t h e r e s u l t s o f m o d e l t e s t s i t 
h a s been f o u n d t h a t l a r g e , deep f l o a t i n g s t o r a g e v e s s e l s c a n 
c a r r y o u t l o w f r e q u e n c y h e a v e m o t i o n s i n i r r e g u l a r waves w h i c h 
a r e o f t h e same m a g n i t u d e as t h e h e a v e m o t i o n s w i t h wave f r e q u e n ­
c i e s . 

F i g . 1-4 D e p t h r e c o r d s h o w i n g e f f e c t o f s u c t i o n f o r c e on s u b ­
m a r i n e u n d e r waves. Q u a r t e r i n g s e a , wave h e i g h t = 
18 f t . , v e s s e l s p e e d = 0 k n o t . R e f . [ 1 - 4 ] . 

F r om t h e f o r e g o i n g i t c a n be s e e n t h a t , d e p e n d i n g on t h e 
k i n d o f s t r u c t u r e o r v e s s e l c o n s i d e r e d , one o r more o f t h e s i x 
c o mponents o f t h e mean and l o w f r e q u e n c y s e c o n d o r d e r wave f o r c e s 
i n i r r e g u l a r waves c a n be o f i m p o r t a n c e . I n o r d e r t o be a b l e t o 
e v a l u a t e t h e i n f l u e n c e o f s u c h f o r c e s on t h e p e r f o r m a n c e o r b e ­
h a v i o u r o f a s t r u c t u r e t h e most r e l i a b l e m ethod a v a i l a b l e , w h i c h 
c a n t a k e i n t o a c c o u n t i n a r e l a t i v e l y s t r a i g h t f o r w a r d way t h o s e 
f a c t o r s w h i c h a r e deemed o f i m p o r t a n c e f o r t h e b e h a v i o u r o f a 
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s y s t e m , i s by means o f m o d e l t e s t s . I n many p r a c t i c a l c a s e s s u f ­
f i c i e n t i n s i g h t i n t h e c o m p l e x b e h a v i o u r o f , f o r i n s t a n c e , a 
l a r g e t a n k e r moored t o a s i n g l e p o i n t m o o r i n g s y s t e m i s s t i l l 
l a c k i n g f o r r e l i a b l e p r e d i c t i o n o f t h e m o t i o n b e h a v i o u r and f o r c e s 
i n t h e m o o r i n g s y s t e m t o be made by means o t h e r t h a n p h y s i c a l 
m o del t e s t i n g . 

S i m u l a t i o n t e c h n i q u e s b a s e d on n u m e r i c a l c o m p u t a t i o n s a r e 
b e c o m i n g o f i n c r e a s i n g i m p o r t a n c e i n t h e d e s i g n p h a s e o f many 
f l o a t i n g s t r u c t u r e s h o w e v e r . F o r i n s t a n c e , i n o r d e r t o e v a l u a t e 
t h e e f f e c t i v e n e s s o f c o n t r o l s y s t e m s f o r d y n a m i c a l l y p o s i t i o n e d 
v e s s e l s , t i m e d o m a i n s i m u l a t i o n s , w h i c h t a k e i n t o a c c o u n t t h e 
e q u a t i o n s o f m o t i o n o f t h e v e s s e l and t h e b e h a v i o u r o f e x t e r n a l 
l o a d s s u c h as t h e mean and low f r e q u e n c y wave d r i f t f o r c e s , a r e 
c a r r i e d o u t . I n s u c h c a s e s , due t o t h e c o m p l e x i t y o f t h e c o n t r o l 
s y s t e m and t h e o b j e c t i v e s o f t h e s t u d y , i t i s more p r a c t i c a l t o 
make use o f s i m p l i f i e d e q u a t i o n s d e s c r i b i n g t h e e n v i r o n m e n t a l 
f o r c e s and t h e r e a c t i o n o f t h e s t r u c t u r e o r v e s s e l t o e x t e r n a l 
f o r c e s t h a n t o s i m u l a t e t h e c h a r a c t e r i s t i c s o f t h e c o n t r o l s y s ­
tems d u r i n g a m o d e l t e s t . See f o r i n s t a n c e S j o u k e and L a g e r s 
[ 1 - 6 ] , S u g i u r a e t a l [ 1 - 7 ] and T a m e h i r o e t a l [ 1 - 8 ] . F o r s u c h 
s i m u l a t i o n s t u d i e s a c c u r a t e n u m e r i c a l d a t a on t h e b e h a v i o u r o f 
t h e mean and low f r e q u e n c y wave f o r c e s a r e d e s i r a b l e , s o t h a t 
m e a n i n g f u l r e s u l t s c a n be g i v e n r e g a r d i n g t h e s y s t e m s u n d e r i n v e s ­
t i g a t i o n . See f o r i n s t a n c e Van O o r t m e r s s e n [ 1 - 9 ] and A r a i e t a l 
[ 1 - 1 0 ] . I n o r d e r t o p r o d u c e n u m e r i c a l r e s u l t s , h o w e v e r , a t h e o r y 
must be a v a i l a b l e on w h i c h c a l c u l a t i o n s c a n be b a s e d . I n t h i s 
s t u d y s u c h a t h e o r y i s d e v e l o p e d b a s e d on p o t e n t i a l t h e o r y . The 
f i n a l e x p r e s s i o n s a r e v a l i d f o r a l l s i x d e g r e e s o f f r e e d o m and 
a r e o b t a i n e d t h r o u g h d i r e c t i n t e g r a t i o n o f t h e f l u i d p r e s s u r e s 
a c t i n g on t h e i n s t a n t a n e o u s w e t t e d s u r f a c e o f t h e body. The f i n a l 
e x p r e s s i o n s a r e e v a l u a t e d u s i n g an e x i s t i n g c o m p u t e r p r o g r a m b a s e d 
on t h r e e - d i m e n s i o n a l l i n e a r p o t e n t i a l t h e o r y . N u m e r i c a l r e s u l t s 
a r e c o m p a r e d w i t h a n a l y t i c a l r e s u l t s o b t a i n e d f o r a s i m p l e s h a p e d 
body u s i n g a d i f f e r e n t t h e o r y . E x p e r i m e n t a l r e s u l t s f o r d i f f e r e n t , 
more p r a c t i c a l s h a p e s o f v e s s e l s and s t r u c t u r e s a r e c o m p a r e d w i t h 
r e s u l t s o f c o m p u t a t i o n s . I t i s s h o w n ^ t h a t t h e e x p r e s s i o n s o b t a i n e d 
f o r t h e mean and l o w f r e q u e n c y s e c o n d o r d e r wave f o r c e s c a n be 
u s e d t o g a i n more i n s i g h t i n t h e m e c h a n i s m by w h i c h waves and 
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s t r u c t u r e i n t e r a c t t o p r o d u c e t h e f o r c e s . I t i s a l s o shown t h a t 
t h e i n s i g h t g a i n e d u s i n g t h e m ethod o f d i r e c t i n t e g r a t i o n c a n be 
u s e d t o e n h a n c e t h e p o s i t i o n i n g a c c u r a c y o f d y n a m i c a l l y p o s i t i o n e d 
v e s s e l s i n i r r e g u l a r waves. T h i s i s e f f e c t e d t h r o u g h t h e u s e o f 
a w a v e - f e e d - f o r w a r d c o n t r o l s i g n a l b a s e d on t h e i n s t a n t a n e o u s r e ­
l a t i v e wave h e i g h t m e a s u r e d a r o u n d t h e v e s s e l . 
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I I . PAST DEVELOPMENTS CONCERNING THE COMPUTATION OF MEAN AND LOW 
FREQUENCY WAVE FORCES 

I I ^ l L _ I n t r o d u c t i o n 

I n t h i s s e c t i o n , i n w h i c h a r e v i e w i s g i v e n o f d e v e l o p m e n t s 
i n t h e p a s t c o n c e r n i n g t h e o r i e s w h i c h may be u s e d t o p r e d i c t t h e 
s e c o n d o r d e r wave f o r c e s , t h e o r i e s c o n c e r n i n g t h e p r e d i c t i o n o f 
t h e a d d e d r e s i s t a n c e o f s h i p s t r a v e l l i n g i n waves w i l l a l s o be 
t a k e n i n t o a c c o u n t , s i n c e t h e p h y s i c a l a s p e c t s a r e t h e same i n 
b o t h c a s e s . I n f a c t t h e a d d e d r e s i s t a n c e i s s i m p l y t h e l o n g i t u d i ­
n a l component o f t h e mean s e c o n d o r d e r wave f o r c e s f o r t h e c a s e 
o f n o n - z e r o f o r w a r d s p e e d . I n d e e d , i n i t i a l l y e m p h a s i s was p l a c e d 
on o b t a i n i n g g ood e s t i m a t e s o f t h e added r e s i s t a n c e i n waves o f 
v e s s e l s w i t h f o r w a r d s p e e d . O n l y i n r e c e n t y e a r s , due t o t h e e n o r ­
mous i n c r e a s e i n t h e number o f v e s s e l s b e i n g moored a t s e a , have 
t h e o r i e s been d e v e l o p e d w h i c h d i d n o t have t o t a k e i n t o a c c o u n t 
t h e e f f e c t o f f o r w a r d s p e e d w h i c h i s o f g r e a t i m p o r t a n c e f o r t h e 
a dded r e s i s t a n c e . M o s t o f t h e work c a r r i e d o u t i n t h e p a s t has 
b een c o n c e r n e d s o l e l y w i t h t h e mean s e c o n d o r d e r wave f o r c e s on a 
v e s s e l o r s t r u c t u r e t r a v e l l i n g o r s t a t i o n a r y i n r e g u l a r waves. 

M a r u o [ I I - l ] and G e r r i t s m a [ I I - 2 ] show t h a t on b a s i s o f 
t h i s i n f o r m a t i o n t h e mean component o f t h e s e c o n d o r d e r wave f o r c e 
c a n be d e t e r m i n e d i n i r r e g u l a r w aves. As shown by D a l z e l l [ I I - 3 ] 
t h e l o w f r e q u e n c y component o f t h e s e c o n d o r d e r wave f o r c e s on 
b o d i e s i n i r r e g u l a r waves c a n , s t r i c t l y , o n l y be d e t e r m i n e d f r o m 
k n o w l e d g e o f t h e l o w f r e q u e n c y e x c i t a t i o n i n r e g u l a r wave g r o u p s 
c o n s i s t i n g o f c o m b i n a t i o n s o f two r e g u l a r waves w i t h d i f f e r e n t 
f r e q u e n c i e s . The l o w f r e q u e n c y wave f o r c e w i l l t h e n have t h e f r e ­
q u e n c y c o r r e s p o n d i n g t o t h e d i f f e r e n c e f r e q u e n c y o f t h e component 
r e g u l a r w aves. As w i l l be s e e n i n t h i s s e c t i o n o n l y i n r e c e n t 
t i m e s h a v e a t t e m p t s been made t o d e t e r m i n e t h e s e c omponents o f 
t h e s e c o n d o r d e r f o r c e s . 

1 1 ^ 2 ^ _ H i s t o r i c a l _ r e v i e w 

The e x i s t e n c e o f n o n - z e r o mean components i n t h e t o t a l wave 
f o r c e a c t i n g on a f l o a t i n g v e s s e l was f i r s t n o t e d by S u y e h i r o 

8 



[ I I - 4 ] who, f r o m e x p e r i m e n t s , f o u n d t h a t a v e s s e l r o l l i n g i n r e g ­
u l a r beam waves was s u b j e c t e d t o a mean sway f o r c e . S u y e h i r o 
c o n t r i b u t e d t h i s f o r c e t o t h e c a p a b i l i t y o f t h e v e s s e l t o r e f l e c t 
p a r t o f t h e i n c o m i n g wave. 

Watanabe [ I I - 5 ] gave an e x p r e s s i o n f o r t h e mean sway f o r c e 
i n r e g u l a r waves b a s e d on t h e p r o d u c t o f t h e f i r s t o r d e r r o l l mo­
t i o n and t h e F r o u d e - K r y l o f f component o f t h e r o l l moment, w h i c h 
i n d i c a t e d t h a t t h e phenomenon i n v o l v e d was o f s e c o n d o r d e r . Re­
s u l t s o f W atanabe's c a l c u l a t i o n s a c c o u n t e d f o r a b o u t h a l f o f t h e 
mean f o r c e s m e a s u r e d by S u y e h i r o . 

H a v e l o c k [ I I - 6 ] gave a s i m i l a r s e c o n d o r d e r e x p r e s s i o n f o r 
t h e mean l o n g i t u d i n a l component o f t h e s e c o n d o r d e r wave f o r c e o r 
a d d e d r e s i s t a n c e on v e s s e l s i n h e a d s e a s i n v o l v i n g t h e F r o u d e -
K r y l o f f p a r t s o f t h e h e a v e f o r c e and p i t c h i n g moment and t h e h e a v e 
and p i t c h m o t i o n s . T h i s e x p r e s s i o n was u s e d t o e s t i m a t e t h e i n ­
c r e a s e i n r e s i s t a n c e e x p e r i e n c e d by a v e s s e l t r a v e l l i n g i n t o h e a d 
w a v e s . The r e s u l t s o b t a i n e d u s i n g H a v e l o c k ' s e x p r e s s i o n g e n e r a l l y 
o v e r e s t i m a t e t h e a d d e d r e s i s t a n c e a t p i t c h r e s o n a n c e and u n d e r ­
e s t i m a t e t h e a d d e d r e s i s t a n c e i n t h e r a n g e o f s h o r t wave l e n g t h s , 
where d i f f r a c t i o n e f f e c t s become more i m p o r t a n t . W a t a nabe's and 
H a v e l o c k ' s e x p r e s s i o n s f o r t h e mean s e c o n d o r d e r wave f o r c e s i n 
r e g u l a r waves n e g l e c t e d d i f f r a c t i o n e f f e c t s . 

M a r u o [ I I - 7 ] p r e s e n t e d e x p r e s s i o n s f o r t h e l o n g i t u d i n a l 
a n d t r a n s v e r s e c o m p o n e n t s o f t h e mean h o r i z o n t a l s e c o n d o r d e r wave 
f o r c e on s t a t i o n a r y v e s s e l s i n r e g u l a r w aves. The t h e o r y i s v a l i d 
f o r two and t h r e e - d i m e n s i o n s and i s e x a c t t o s e c o n d o r d e r w i t h i n 
p o t e n t i a l t h e o r y . I t i s b a s e d on t h e a p p l i c a t i o n o f t h e l a w s o f 
c o n s e r v a t i o n o f momentum and e n e r g y t o t h e body o f f l u i d s u r r o u n d ­
i n g t h e v e s s e l . The f i n a l e x p r e s s i o n s d e r i v e d a r e e v a l u a t e d b a s e d 
on k n o w l e d g e o f t h e b e h a v i o u r o f t h e p o t e n t i a l d e s c r i b i n g t h e 
f l u i d m o t i o n s a t g r e a t d i s t a n c e f r o m t h e body. N u m e r i c a l r e s u l t s 
g i v e n by Maruo a r e , h o w e v e r , l i m i t e d a nd do n o t g i v e s a t i s f a c t o r y 
v e r i f i c a t i o n o f t h e a p p l i c a b i l i t y o f t h e t h e o r y s i n c e no c o r r e l a ­
t i o n i s g i v e n w i t h e x p e r i m e n t a l r e s u l t s . 



Kudou [ I I - 8 ] has g i v e n a n a l y t i c a l r e s u l t s on t h e mean h o r ­
i z o n t a l wave f o r c e on a f l o a t i n g s p h e r e i n r e g u l a r waves u s i n g 
M a r u o ' s [ I I - 7 ] t h e o r y and shows r e a s o n a b l e c o r r e l a t i o n b e t w e e n 
computed and m e a s u r e d d a t a . 

Newman [ I I - 9 ] r e d e r i v e d M a r u o ' s t h r e e - d i m e n s i o n a l e x p r e s ­
s i o n s f o r t h e h o r i z o n t a l f o r c e c o m p o n e n t s and e x t e n d e d t h e t h e o r y 
by i n c l u d i n g an e x p r e s s i o n f o r t h e mean yaw moment. The e x p r e s ­
s i o n s w e r e e v a l u a t e d u s i n g s l e n d e r body a s s u m p t i o n s a nd r e s u l t s 
o f c o m p u t a t i o n s c o m p a r e d w i t h e x p e r i m e n t a l r e s u l t s g i v e n by Spens 
and L a l a n g a s [ I I - I O ] . T h r o u g h l a c k o f s u f f i c i e n t e x p e r i m e n t a l d a t a 
no f i n a l c o n c l u s i o n s c o u l d be drawn r e g a r d i n g t h e v a l i d i t y o f t h e 
t h e o r y . 

F a l t i n s e n and M i c h e l s e n [ 1 1 - 1 1 ] m o d i f i e d Newman's e x p r e s ­
s i o n and e v a l u a t e d t h e i r r e s u l t by u s i n g a c o m p u t e r p r o g r a m b a s e d 
on t h r e e - d i m e n s i o n a l p o t e n t i a l t h e o r y u s i n g a d i s t r i b u t i o n o f 
s i n g u l a r i t i e s o v e r t h e s u r f a c e o f t h e body. R e s u l t s o f c o m p u t a ­
t i o n s c o m p a r e d w i t h e x p e r i m e n t a l r e s u l t s o f t h e mean h o r i z o n t a l 
f o r c e on a box s h a p e d b a r g e i n r e g u l a r waves showed good a g r e e ­
ment . 

R e c e n t l y M o l i n [ 1 1 - 1 2 ] m o d i f i e d M a r u o ' s e x p r e s s i o n f o r t h e 
h o r i z o n t a l f o r c e and e v a l u a t e d i t u s i n g a n u m e r i c a l f l u i d f i n i t e 
e l e m e n t s method o f c o m p u t i n g t h e p o t e n t i a l d e s c r i b i n g t h e f l u i d 
m o t i o n . The m o d i f i c a t i o n t o t h e o r i g i n a l f o r m u l a t i o n l i e s i n t h e 
change o f t h e s u r f a c e o f i n t e g r a t i o n . M o l i n u s e d t h e mean s u r f a c e 
o f t h e v e s s e l w h i l e Maruo a p p l i e d a s y m p t o t i c e x p a n s i o n s v a l i d a t 
g r e a t d i s t a n c e f r o m t h e v e s s e l . M o l i n ' s r e s u l t s compare w e l l w i t h 
e x p e r i m e n t a l r e s u l t s on t h e mean l o n g i t u d i n a l and t r a n s v e r s e f o r c e 
and y a w i n g moment on a s t a t i o n a r y t a n k e r i n h e a d , beam and bow 
q u a r t e r i n g r e g u l a r w aves. 

K i m and Chou [ 1 1 - 1 3 ] h a v e made use o f Ma r u o ' s [ I I - 7 ] e x ­
p r e s s i o n f o r t h e t w o - d i m e n s i o n a l c a s e o f a v e s s e l i n beam s e a s t o 
d e r i v e t h e mean sway f o r c e on s t a t i o n a r y v e s s e l s i n o b l i q u e w aves. 
C o m p a r i s o n s made by F a l t i n s e n and Ljáken [ 1 1 - 1 4 ] w i t h r e s u l t s ob­
t a i n e d by o t h e r methods and f r o m e x p e r i m e n t a l r e s u l t s w i t h t h e 
met h o d o f K i m and Chou i n d i c a t e t h a t t h e method c a n show l a r g e 
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d e v i a t i o n s . 

J o o s e n [ 1 1 - 1 5 ] has d e t e r m i n e d , by a p p l i c a t i o n o f s l e n d e r 
body t h e o r y , t h e ad d e d r e s i s t a n c e o f s h i p s u s i n g M a r u o ' s [ I I - 7 ] 
e x p r e s s i o n . The f i n a l r e s u l t i s s i m i l a r t o t h a t f o u n d by H a v e l o c k 
[ I I - 6 ] . I n J o o s e n ' s c a s e t h e a d d e d r e s i s t a n c e i s i n d e p e n d e n t o f 
s p e e d . 

Lee and Newman [1 1 - 1 6 ] h a v e g i v e n e x p r e s s i o n s t o d e t e r m i n e 
t h e mean v e r t i c a l f o r c e and p i t c h i n g moment a c t i n g on d e e p l y s u b ­
merged s l e n d e r c y l i n d e r s . The method i s b a s e d on momentum c o n s i d ­
e r a t i o n s . No computed r e s u l t s a r e g i v e n . 

K a r p p i n e n [ 1 1 - 1 7 ] has d e v e l o p e d a method t o d e t e r m i n e t h e 
mean s e c o n d o r d e r wave f o r c e and moment on s e m i - s u b m e r s i b l e s t r u c ­
t u r e s b a s e d on t h r e e - d i m e n s i o n a l p o t e n t i a l t h e o r y . K a r p p i n e n a s ­
sumes t h a t t h e s t r u c t u r e may be s u b d i v i d e d i n t o s l e n d e r e l e m e n t s 
w h i c h do n o t i n t e r a c t . The t o t a l mean f o r c e s and moments a r e f o u n d 
by s u m m a t i o n o f t h e c o n t r i b u t i o n s o f t h e e l e m e n t s . The mean f o r c e 
on e a c h e l e m e n t i s d e t e r m i n e d f r o m momentum c o n s i d e r a t i o n s i n a 
manner s i m i l a r t o t h a t g i v e n by Lee and Newman [ 1 1 - 1 6 ] . K a r p p i n e n 
g i v e s c o m p u t e d r e s u l t s f o r a s e m i - s u b m e r s i b l e . No c o m p a r i s o n s a r e 
made w i t h e x p e r i m e n t a l r e s u l t s . Mean f o r c e s on s i m p l e e l e m e n t s 
a r e c o mpared w i t h r e s u l t s o b t a i n e d by o t h e r s . 

L i n a n d Reed [ 1 1 - 1 8 ] h a v e p r e s e n t e d a m e t h o d , b a s e d on mo­
mentum c o n s i d e r a t i o n and t h r o u g h t h e use o f an a s y m p t o t i c f o r m o f 
t h e G r e e n ' s f u n c t i o n v a l i d a t a l a r g e d i s t a n c e , f o r t h e mean h o r ­
i z o n t a l s e c o n d o r d e r f o r c e and yaw moment on s h i p s t r a v e l l i n g a t 
a c o n s t a n t s p e e d i n o b l i q u e r e g u l a r w aves. No r e s u l t s o f c o m p u t a ­
t i o n s a r e g i v e n . 

An a p p r o x i m a t i v e t h e o r y f o r t h e ad d e d r e s i s t a n c e i n r e g u l a r 
waves i s g i v e n by G e r r i t s m a and B e u k e l m a n [ 1 1 - 1 9 ] . I n t h i s method 
t h e mean f o r c e i s d e r i v e d by e q u a t i n g t h e e n e r g y r a d i a t e d by t h e 
o s c i l l a t i n g v e s s e l t o work done by t h e i n c o m i n g waves. The e x p r e s ­
s i o n o b t a i n e d h as b e e n a p p l i e d t o t h e c a s e o f s h i p s t r a v e l l i n g i n 
h e a d s e a s and t h e c o r r e l a t i o n b e t w e e n t h e co m p u t e d and m e a s u r e d 
a d d e d r e s i s t a n c e i s good. S t r i p t h e o r y m ethods a r e u s e d t o e v a l u -
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a t e t h e f i n a l e x p r e s s i o n . No e x p e r i m e n t a l d a t a a r e g i v e n f o r t h e 
c a s e o f a s t a t i o n a r y v e s s e l . 

K a p l a n and S a r g e n t [ 1 1 - 2 0 ] h a v e p r o p o s e d t o u s e t h e ap­
p r o a c h o f G e r r i t s m a and B e u k e l m a n t o t h e c a s e o f o b l i q u e s e a s . No 
c o m p a r i s o n s w i t h e x p e r i m e n t a l d a t a a r e g i v e n by t h e s e a u t h o r s . 

O g i l v i e [ I I - 2 1] d e v e l o p e d e x p r e s s i o n s b a s e d on t w o - d i m e n ­
s i o n a l p o t e n t i a l t h e o r y f o r t h e mean s e c o n d o r d e r v e r t i c a l and 
h o r i z o n t a l wave f o r c e s on submerged c i r c u l a r c y l i n d e r s f i x e d , f r e e 
f l o a t i n g o r w i t h f o r c e d m o t i o n s i n r e g u l a r beam waves. The p r o b l e m 
i s s o l v e d a n a l y t i c a l l y and t h e r e s u l t s a r e e x a c t w i t h i n p o t e n t i a l 
t h e o r y . No a s s u m p t i o n s a r e made r e g a r d i n g t h e s l e n d e r n e s s o f t h e 
c y l i n d e r s . No c o m p a r i s o n s a r e g i v e n w i t h e x p e r i m e n t a l r e s u l t s . 

Goodman [ 1 1 - 2 2 ] has d e t e r m i n e d , by d i r e c t i n t e g r a t i o n o f 
p r e s s u r e a c t i n g on t h e h u l l , t h e mean v e r t i c a l f o r c e a c t i n g on a 
submerged c y l i n d e r i n r e g u l a r beam and h e a d waves f o r wave l e n g t h s 
i n t h e o r d e r o f t h e d i a m e t e r o f t h e c y l i n d e r . No c o m p a r i s o n s a r e 
g i v e n b e t w e e n c o m p u t e d and e x p e r i m e n t a l r e s u l t s . 

S a l v e s e n [ 1 1 - 2 3 ] has d e r i v e d e x p r e s s i o n s f o r t h e t o t a l mean 
and l o w f r e q u e n c y s e c o n d o r d e r wave f o r c e a n d moment on f l o a t i n g 
s t r u c t u r e s w h i c h i s t h r e e - d i m e n s i o n a l and e x a c t t o s e c o n d o r d e r 
w i t h i n p o t e n t i a l t h e o r y . The e x p r e s s i o n s were d e r i v e d t h r o u g h i n ­
t e g r a t i o n o f p r e s s u r e o v e r t h e h u l l s u r f a c e . The f i n a l r e s u l t s , 
h o w e v e r , make u s e o f t h e a s y m p t o t i c b e h a v i o u r o f t h e v e l o c i t y po­
t e n t i a l s a t g r e a t d i s t a n c e f r o m t h e body. The t h e o r y was a p p l i e d 
t o t h e c a s e o f s t a t i o n a r y v e s s e l s and t o v e s s e l s w i t h f o r w a r d 
s p e e d i n r e g u l a r waves. I n o r d e r t o f i n a l l y e v a l u a t e t h e e x p r e s ­
s i o n s s l e n d e r body a s s u m p t i o n s were a p p l i e d . C o m p a r i s o n s made by 
F a l t i n s e n and L 0 k e n [ 1 1 - 1 4 ] w i t h o t h e r t h e o r i e s show t h a t t h e 
s l e n d e r b o dy a s s u m p t i o n s c a n s c a r c e l y be a p p l i e d i n many p r a c t i c a l 
c a s e s . 

D a l z e l l and K i m [11-2 4] h a v e c o m p u t e d t h e mean and l o w 
f r e q u e n c y c o m p o n e n t s o f t h e s e c o n d o r d e r f o r c e s on a v e s s e l u s i n g 
S a l v e s e n ' s [ 1 1 - 2 3 ] e q u a t i o n f o r t h e mean f o r c e i n r e g u l a r waves. 
C o m p a r i s o n s a r e g i v e n b e t w e e n c o m p u t e d and m e a s u r e d d a t a w h i c h 
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show r e a s o n a b l e q u a l i t a t i v e a g r e e m e n t . 

A n k u d i n o v [ 1 1 - 2 5 ] , [ 1 1 - 2 6 ] g i v e s e x p r e s s i o n s f o r t h e mean 
s e c o n d o r d e r f o r c e and moment on s t a t i o n a r y s h i p s and t h e ad d e d 
r e s i s t a n c e o f s h i p s t r a v e l l i n g i n r e g u l a r waves i n deep o r s h a l l o w 
w a t e r . The t h e o r y i s e x a c t and b a s e d on i n t e g r a t i o n o f p r e s s u r e 
on t h e b o d y ' s w e t t e d s u r f a c e . The e x p r e s s i o n s o f Have l o c k , Maruo 
and Newman a r e d e r i v e d as p a r t i c u l a r c a s e s o f A n k u d i n o v ' s f i n a l 
e x p r e s s i o n s . No n u m e r i c a l r e s u l t s a r e g i v e n on t h e mean f o r c e on 
s t a t i o n a r y v e s s e l s . The a d d e d r e s i s t a n c e o f s h i p s t r a v e l l i n g i n 
waves i s co m p u t e d u s i n g s t r i p t h e o r y methods a nd compared w i t h 
e x p e r i m e n t a l d a t a f o r deep and s h a l l o w w a t e r . The r e s u l t s compare 
r e a s o n a b l y w e l l . 

B a s e d on d i r e c t i n t e g r a t i o n o f p r e s s u r e , B o e s e [ 1 1 - 2 7 ] ap­
p r o x i m a t e d t h e ad d e d r e s i s t a n c e o f s h i p s i n r e g u l a r waves f r o m t h e 
r e l a t i v e wave h e i g h t and t h e p r o d u c t o f he a v e f o r c e and p i t c h mo­
t i o n . The f i n a l e x p r e s s i o n s were e v a l u a t e d by s t r i p t h e o r y m e th­
o d s . R e s u l t s o f c o m p u t a t i o n s a g r e e r e a s o n a b l y w i t h e x p e r i m e n t a l 
d a t a . 

P i n k s t e r [ 1 1 - 2 8 ] gave an e x p r e s s i o n b a s e d on d i r e c t i n t e ­
g r a t i o n o f p r e s s u r e f o r t h e mean and low f r e q u e n c y s e c o n d o r d e r 
h o r i z o n t a l wave f o r c e on a v e s s e l i n i r r e g u l a r w aves. T h i s e x p r e s ­
s i o n i n c l u d e d t h e components u s e d by Boese [ 1 1 - 2 7 ] . U s i n g s t r i p 
t h e o r y m e t h o d s , o n l y t h e same components c o u l d be e v a l u a t e d . Re­
s u l t s o f c o m p u t a t i o n s o f t h e mean and l o w f r e q u e n c y s u r g e m o t i o n s 
o f a v e s s e l moored i n i r r e g u l a r h e a d s e a s were compared w i t h e x ­
p e r i m e n t a l r e s u l t s and showed r e a s o n a b l e a g r e e m e n t . 

P i n k s t e r and Van O o r t m e r s s e n [ 1 1 - 2 9 ] p r e s e n t e d r e s u l t s o f 
c o m p u t a t i o n s o f t h e mean l o n g i t u d i n a l and t r a n s v e r s e f o r c e and yaw 
moment on a s t a t i o n a r y f r e e f l o a t i n g r e c t a n g u l a r b a r g e i n r e g u l a r 
waves b a s e d on t h e method o f d i r e c t i n t e g r a t i o n o f p r e s s u r e s . 
E v a l u a t i o n o f t h e c o m p l e t e e x p r e s s i o n s g i v e n , w h i c h a r e e x a c t 
w i t h i n p o t e n t i a l t h e o r y , r e q u i r e s a c c u r a t e and d e t a i l e d k n o w l e d g e 
o f t h e f l o w a r o u n d t h e h u l l . T h i s was d e t e r m i n e d u s i n g a n u m e r i c a l 
t h r e e - d i m e n s i o n a l s i n k a n d s o u r c e t e c h n i q u e u t i l i z i n g G r e e n ' s 
f u n c t i o n s . See B o r e e l [ 1 1 - 3 0 ] . The r e s u l t s o f c o m p u t a t i o n s were 
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compared w i t h e x p e r i m e n t a l r e s u l t s and good c o r r e l a t i o n was f o u n d . 
Computed r e s u l t s o f t h e mean v e r t i c a l f o r c e a r e a l s o shown. No 
c o m p a r i s o n s a r e g i v e n w i t h e x p e r i m e n t a l d a t a f o r t h i s component. 

F a l t i n s e n and L?Sken [ 1 1 - 3 1 ] p r e s e n t e d a t w o - d i m e n s i o n a l 
\ method b a s e d on p o t e n t i a l t h e o r y t o compute t h e mean and l o w f r e -

j q u e n c y components o f t h e s e c o n d o r d e r t r a n s v e r s e f o r c e on c y l i n -
/'' d e r s f l o a t i n g i n beam s e a s . The method t a k e s i n t o a c c o u n t t h e 

f o r c e c o n t r i b u t i o n a r i s i n g f r o m t h e s e c o n d o r d e r n o n - l i n e a r v e l o c ­
i t y p o t e n t i a l as w e l l as t h e u s u a l c omponents a r i s i n g f r o m p r o ­
d u c t s o f t h e f i r s t o r d e r q u a n t i t i e s . The e x p r e s s i o n s o b t a i n e d a r e 
e x a c t w i t h i n p o t e n t i a l t h e o r y and r e s u l t s o f c o m p u t a t i o n o f t h e 
mean and l o w f r e q u e n c y t r a n s v e r s e f o r c e on a number o f c y l i n d e r s 
w i t h d i f f e r e n t f o r m s and b r e a d t h t o d r a f t r a t i o s a r e p r e s e n t e d by 
F a l t i n s e n and LszSken i n [ 1 1 - 3 2 ] . No c o m p a r i s o n s were g i v e n w i t h 
e x p e r i m e n t a l r e s u l t s . 

P i n k s t e r and H o o f t [ 1 1 - 3 3 ] and P i n k s t e r [ 1 1 - 3 4 ] , [ 1 1 - 3 5 ] 
e x t e n d e d t h e method o f d i r e c t i n t e g r a t i o n t o i n c l u d e t h e l o w f r e ­
q u e n c y c o m p o n e n t s o f t h e s e c o n d o r d e r wave f o r c e s on s t a t i o n a r y 
f r e e f l o a t i n g b o d i e s i n r e g u l a r wave g r o u p s . The c o n t r i b u t i o n 
a r i s i n g f r o m t h e s e c o n d o r d e r , n o n - l i n e a r , p o t e n t i a l i s i n c l u d e d 
u s i n g an a p p r o x i m a t i o n b a s e d on t h e t r a n s f o r m a t i o n o f a f i r s t 
o r d e r wave e x c i t i n g f o r c e . The a p p r o x i m a t i o n f o r t h i s component 
i s c o m p a r e d w i t h t w o - d i m e n s i o n a l e x a c t r e s u l t s g i v e n by F a l t i n s e n 
a nd Ljóken f o r t h e c a s e o f a f l o a t i n g c y l i n d e r i n beam waves. 
P i n k s t e r [ 1 1 - 3 4 ] c o m p a r e d r e s u l t s o f c o m p u t a t i o n s o f t h e mean 
l o n g i t u d i n a l wave f o r c e i n r e g u l a r h e a d waves on a s e m i - s u b m e r s ­
i b l e w i t h e x p e r i m e n t a l r e s u l t s . The c o m p a r i s o n i n d i c a t e s t h a t p o ­
t e n t i a l e f f e c t s r a t h e r t h a n v i s c o u s e f f e c t s d o m i n a t e i n t h e s e c o n d 
o r d e r f o r c e on s e m i - s u b m e r s i b l e s . 

P i n k s t e r [ 1 1 - 3 5 ] c o m p u t e d by t h e method o f d i r e c t i n t e g r a ­
t i o n t h e low f r e q u e n c y component o f t h e s e c o n d o r d e r l o n g i t u d i n a l 
f o r c e on a s e m i - s u b m e r s i b l e i n h e a d waves and c o m p a r e d t h e r e s u l t s 
w i t h e x p e r i m e n t a l r e s u l t s o b t a i n e d f r o m t e s t s i n i r r e g u l a r h e a d 
waves u s i n g c r o s s - b i - s p e c t r a l a n a l y s i s t e c h n i q u e s as d e v e l o p e d by 
D a l z e l l [ I I - 3 ] . The a g r e e m e n t was r e a s o n a b l e . 
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B o u r i a n o f f and P e n u m a l l i [ 1 1 - 3 6 ] d e t e r m i n e t h e t o t a l h y d r o -
d y n a m i c f o r c e i n c l u d i n g t h e f i r s t o r d e r f o r c e and t h e s e c o n d o r d e r 
mean and l o w f r e q u e n c y f o r c e s by means o f t i m e d o m a i n s o l u t i o n o f 
t h e E u l e r h y d r o d y n a m i c e q u a t i o n c o u p l e d w i t h t h e r i g i d body e q u a ­
t i o n o f m o t i o n f o r t h e s h i p . The method a l l o w s n o n - l i n e a r t r e a t ­
ment o f s h i p - w a v e i n t e r a c t i o n and a r b i t r a r y t w o - d i m e n s i o n a l geom­
e t r y . F u r t h e r m o r e s h i p m o t i o n s a r e c a l c u l a t e d i n r e g u l a r o r i r ­
r e g u l a r waves and t h e e f f e c t o f a r b i t r a r y m o o r i n g f o r c e s c a n be 
i n c l u d e d . R e s u l t s o f c o m p u t a t i o n s a r e c o m p a r e d w i t h e x p e r i m e n t a l 
r e s u l t s r e g a r d i n g t h e low f r e q u e n c y m o t i o n s o f a v e s s e l i n i r r e g ­
u l a r beam waves. The c o r r e l a t i o n i s r e a s o n a b l e b u t c o m p u t a t i o n 
t i m e e x c e e d s r e a l t i m e by a f a c t o r o f a b o u t f o u r . 

P i j f e r s a n d B r i n k [ 1 1 - 3 7 ] d e v e l o p e d e x p r e s s i o n s by means 
o f w h i c h t h e mean h o r i z o n t a l wave f o r c e on s e m i - s u b m e r s i b l e s t r u c ­
t u r e s c o n s i s t i n g o f s l e n d e r e l e m e n t s c o u l d be d e t e r m i n e d . The 
method i s b a s e d on t h e u s e o f M o r i s o n ' s e q u a t i o n and t h e r e l a t i v e 
m o t i o n c o n c e p t t o d e t e r m i n e t h e wave l o a d s on t h e s t r u c t u r a l e l e ­
m ents. R e s u l t s o f c o m p u t a t i o n s i n d i c a t e t h a t t h e v i s c o u s d r a g 
p l a y s an i m p o r t a n t r o l e i n t h e mean f o r c e . I n r e g u l a r waves t h e 
mean f o r c e as d e t e r m i n e d by P i j f e r s a n d B r i n k i s n o t a q u a d r a t i c 
f u n c t i o n o f t h e wave h e i g h t . No c o m p a r i s o n s w i t h r e s u l t s o f e x ­
p e r i m e n t s a r e g i v e n . P r e v i o u s l y Wahab [ 1 1 - 3 8 ] p r e s e n t e d a s i m i l a r 
m ethod t o t h a t o f P i j f e r s and B r i n k . The r e s u l t s o f c o m p u t a t i o n s 
w e r e c o m p a r e d w i t h l i m i t e d d a t a f r o m e x p e r i m e n t s . However, no 
g e n e r a l c o n c l u s i o n s c o u l d be drawn. 

Huse [ I I - 3 9 ] has g i v e n an e x p r e s s i o n f o r t h e mean h o r i z o n ­
t a l f o r c e on s e m i - s u b m e r s i b l e s f r o m w h i c h a q u a l i t a t i v e i n d i c a t i o n 
i s drawn r e g a r d i n g t h e i n f l u e n c e o f v i s c o u s e f f e c t s . C o m p a r i s o n s 
a r e made w i t h e x p e r i m e n t a l r e s u l t s f o r two s e m i - s u b m e r s i b l e s . 
F o r t h e c o m p u t a t i o n o f t h e mean f o r c e t h e r e s t r i c t i o n o f l o n g 
waves r e l a t i v e t o t h e p l a t f o r m d i m e n s i o n s i s i m p o s e d . 

I I . 3 . C o n c l u s i o n s 

R e s u m i n g t h e f o r e g o i n g i t c a n be s e e n t h a t t h e t h e o r i e s , 
d e v e l o p e d i n t h e p a s t , may be g r o u p e d i n f o u r m a i n c a t e g o r i e s : 
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1. P o t e n t i a l t h e o r i e s w h i c h d e duce t h e mean s e c o n d o r d e r f o r c e s 
b a s e d on momentum and e n e r g y c o n s i d e r a t i o n s a p p l i e d t o t h e body 
o f f l u i d s u r r o u n d i n g t h e v e s s e l . The change i n momentum ( o r 
moment o f momentum) o f t h e f l u i d i s e q u a t e d t o t h e mean f o r c e 
( o r moment) a c t i n g on t h e v e s s e l . T h e s e t h e o r i e s g e n e r a l l y 
make u s e o f k n o w l e d g e o f t h e f a r - f i e l d b e h a v i o u r o f t h e p o t e n ­
t i a l s d e s c r i b i n g t h e f l u i d m o t i o n s . T h e o r i e s i n t h i s c a t e g o r y 
a r e due t o : 

- Maruo [ I I - 7 ] 
- Newman [ 11-9] 
- F a l t i n s e n and M i c h e l s e n [ 1 1 - 1 1 ] 
- M o l i n [ 1 1 - 1 2 ] 
- K i m and Chou [ 1 1 - 1 3 ] 
- J o o s e n [ 1 1 - 1 5 ] 
- Lee and Newman [ 1 1 - 1 6 ] 
- K a r p p i n e n [ 11-17] 
- L i n and Reed [ 1 1 - 1 8 ] 

The t h e o r y o f M a r u o , Newman, F a l t i n s e n and M i c h e l s e n and M o l i n 
a r e t h r e e - d i m e n s i o n a l and e x a c t t o s e c o n d o r d e r w i t h i n p o t e n ­
t i a l t h e o r y . T h e i r b a s i c e x p r e s s i o n s do n o t i m p o s e r e s t r i c t i o n s 
on t h e h u l l f o r m . O t h e r methods i n t h i s c a t e g o r y make use o f 
s l e n d e r body a s s u m p t i o n . The t h e o r y o f L i n and Reed i n c l u d e s 
t h e e f f e c t o f f o r w a r d s p e e d . 

2. P o t e n t i a l t h e o r i e s w h i c h d e duce t h e mean and i n some c a s e s a l s o 
t h e l o w f r e q u e n c y s e c o n d o r d e r f o r c e s and moments t h r o u g h d i ­
r e c t i n t e g r a t i o n o f t h e f l u i d p r e s s u r e a c t i n g on t h e w e t t e d 
p a r t o f t h e h u l l . I n a number o f t h e s e c a s e s t h e f i n a l e x p r e s ­
s i o n s a r e , by a p p l i c a t i o n o f G a u s s ' s t h e o r e m , t r a n s f o r m e d t o 
e q u i v a l e n t e x p r e s s i o n s w h i c h have t o be e v a l u a t e d on a f i c t i ­
t i o u s b o u n d a r y a t g r e a t d i s t a n c e f r o m t h e v e s s e l , t h u s m a k i n g 
use o f t h e a s y m p t o t i c o r f a r - f i e l d b e h a v i o u r o f t h e p o t e n t i a l 
d e s c r i b i n g t h e f l o w . T h e o r i e s i n t h i s c a t e g o r y a r e due t o : 

- Watanabe [ I I - 5 ] 
- H a v e l o c k [ I I - 6 ] 
- O g i l v i e [11-2 1 ] 
- Goodman [ 1 1 - 2 2 ] 
- S a l v e s e n [ 1 1 - 2 3 ] 
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- D a l z e l l and K i m [ 1 1 - 2 4 ] 
- A n k u d i n o v [ 1 1 - 2 5 ] , [ 1 1 - 2 6 ] 
- B o e s e [ 1 1 - 2 7 ] 
- P i n k s t e r [ 1 1 - 2 8 ] , [ 1 1 - 3 4 ] , [ 1 1 - 3 5 ] 
- F a l t i n s e n and L ^ k e n [ 1 1 - 3 1 ] 
- B o u r i a n o f f and P e n u m a l l i [ 1 1 - 3 6 ] 

Of t h e t h e o r i e s f o r t h e mean s e c o n d o r d e r f o r c e s , t h o s e due t o 
O g i l v i e and F a l t i n s e n and Ljóken a r e t w o - d i m e n s i o n a l and e x a c t 
t o s e c o n d o r d e r . The t h e o r i e s o f S a l v e s e n , A n k u d i n o v and P i n k ­
s t e r a r e t h r e e - d i m e n s i o n a l and e x a c t t o s e c o n d o r d e r . The t h e ­
o r i e s w h i c h h a v e been u s e d t o d e t e r m i n e t h e l o w f r e q u e n c y p a r t 
o f t h e s e c o n d o r d e r f o r c e s a r e t h o s e due t o D a l z e l l and K i m , 
F a l t i n s e n and Ljóken, P i n k s t e r and B o u r i a n o f f and P e n u m a l l i . Thi 
t h e o r y o f D a l z e l l and K i m makes use o f s l e n d e r body a s s u m p t i o n 
and i s a p p r o x i m a t i v e . The t h e o r y o f F a l t i n s e n and Ljóken i s two 
d i m e n s i o n a l and e x a c t t o s e c o n d o r d e r i n b a s i c f o r m u l a t i o n and 
i n t h e - r e s u l t s o b t a i n e d . The t h e o r y o f P i n k s t e r i s t h r e e - d i m e n 
s i o n a l and e x a c t t o s e c o n d o r d e r i n b a s i c f o r m u l a t i o n a n d , f o r 
t h e g r e a t e r p a r t , i n t h e r e s u l t s o b t a i n e d . The t h e o r y due t o 
B o u r i a n o f f a p p e a r s t o be f u l l y n o n - l i n e a r i n b a s i c f o r m u l a t i o n 
and i n t h e r e s u l t s o b t a i n e d . T h i s t h e o r y i s , o f a l l t h e o r i e s 
d i s c u s s e d h e r e , t h e o n l y one s o l v e d i n t i m e d o m a i n . 

P o t e n t i a l t h e o r i e s w h i c h d e duce t h e mean s e c o n d o r d e r f o r c e s 
by e q u a t i n g t h e da m p i n g e n e r g y r a d i a t e d by t h e o s c i l l a t i n g v e s 
s e l t o work done by t h e i n c o m i n g waves. T h e s e t h e o r i e s a r e ap­
p r o x i m a t i v e and i n a l l c a s e s make use o f s l e n d e r body assump­
t i o n . T h e o r i e s i n t h i s c a t e g o r y a r e due t o : 

- G e r r i t s m a and B e u k e l m a n [ 11-19] 
- K a p l a n and S a r g e n t [ 1 1 - 2 0 ] 

A p p r o x i m a t i v e t h e o r i e s w h i c h make u s e o f M o r i s o n ' s e q u a t i o n an 
t h e r e l a t i v e m o t i o n c o n c e p t . T h e s e methods a p p l y t y p i c a l l y t o 
s e m i - s u b m e r s i b l e s t r u c t u r e s w h i c h a r e assumed t o c o n s i s t o f 
s l e n d e r e l e m e n t s . T h e s e t h e o r i e s a r e due t o : 

- Wahab [ 1 1 - 3 8 ] 
- P i j f e r s and B r i n k [ 1 1 - 3 7 ] 
- Huse [ 1 1 - 3 9 ] 
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I n t h e f o l l o w i n g c h a p t e r t h e h y d r o d y n a m i c t h e o r y f o r t h e 
g e n e r a l t h r e e - d i m e n s i o n a l c a s e o f a body f l o a t i n g i n a r b i t r a r y 
wave c o n d i t i o n s w i l l be t r e a t e d . E x p r e s s i o n s w i l l be d e r i v e d f o r 
t h e mean and low f r e q u e n c y s e c o n d o r d e r wave f o r c e s f o r s i x d e ­
g r e e s o f f r e e d o m b a s e d on t h e method o f d i r e c t i n t e g r a t i o n o f 
p r e s s u r e o v e r t h e w e t t e d h u l l . 

F rom t h e r e v i e w o f work a l r e a d y p u b l i s h e d i n t h i s f i e l d i t 
w o u l d a p p e a r t h a t s i m i l a r d e r i v a t i o n s may ha v e b e e n g i v e n by o t h e r 
a u t h o r s . T h i s i s , h o w e v e r , n o t t h e c a s e . W i t h r e s p e c t t o t h e meth­
od o f d i r e c t i n t e g r a t i o n o f p r e s s u r e , p a r t i a l r e s u l t s o f t h e same 
n a t u r e as g i v e n i n c h a p t e r I I I have been g i v e n by O g i l v i e [ 1 1 - 2 1 ] 
and Boese [ 1 1 - 2 7 ] . I n n e i t h e r c a s e h as t h e g e n e r a l h y d r o d y n a m i c 
t h e o r y been d i s c u s s e d o r ha v e t h e c o m p l e t e and g e n e r a l e x p r e s s i o n s 
f o r t h e mean and low f r e q u e n c y s e c o n d o r d e r f o r c e s b e e n d e r i v e d . 

1 8 



I I I . HYDRODYNAMIC THEORY 

I I I ^ l ^ _ I n t r o d u c t i o n 

I n t h i s s e c t i o n t h e h y d r o d y n a m i c t h e o r y w h i c h f o r m s t h e 
b a s i s f o r c o m p u t a t i o n s o f t h e mean and l o w f r e q u e n c y s e c o n d o r d e r 
wave d r i f t f o r c e s on f l o a t i n g o r submerged o b j e c t s w i l l be t r e a t e d . 
The t h e o r y i s d e v e l o p e d b a s e d on t h e a s s u m p t i o n t h a t t h e f l u i d 
s u r r o u n d i n g t h e body i s i n v i s c i d , i r r o t a t i o n a l , homogeneous and 
i n c o m p r e s s i b l e . The f l u i d m o t i o n s may t h e n be d e s c r i b e d by a v e ­
l o c i t y p o t e n t i a l $ f r o m w h i c h t h e v e l o c i t y f i e l d c a n be d e r i v e d 
by t a k i n g t h e g r a d i e n t : 

i n w h i c h X, t a r e r e s p e c t i v e l y t h e p o s i t i o n v e c t o r r e l a t i v e t o a 
f i x e d s y s t e m o f r e c t a n g u l a r c o - o r d i n a t e a x e s a n d t i m e . 

t e n t i a l $ a r e unknown q u a n t i t i e s w h i c h h a v e t o be d e t e r m i n e d t a k ­
i n g i n t o a c c o u n t c e r t a i n b o u n d a r y c o n d i t i o n s a p p l i c a b l e t o t h e 
f l o w and t h e e q u a t i o n s o f m o t i o n o f t h e body. I n a c c o r d a n c e w i t h 
c l a s s i c a l h y d r o d y n a m i c t h e o r y - see f o r i n s t a n c e S t o k e r [ i l l - l ] -
i t w i l l be assumed t h a t t h e v e l o c i t y p o t e n t i a l $ o f t h e f l o w and 
a l l q u a n t i t i e s d e r i v a b l e f r o m t h e f l o w , s u c h as t h e f l u i d v e l o c ­
i t y , wave h e i g h t , p r e s s u r e , h y d r o d y n a m i c f o r c e s and t h e m o t i o n s 
o f t h e o b j e c t , may be e x p a n d e d i n a c o n v e r g e n t power s e r i e s w i t h 
r e s p e c t t o a s m a l l p a r a m e t e r e, f o r i n s t a n c e : 

- t h e p o t e n t i a l : 

V = V.4 ( I I I - D 

w i t h : * = $ ( X , t ) ( I I I - 2 ) 

F o r an a r b i t r a r y c a s e t h e m o t i o n s o f t h e body and t h e po­

ll' = e$ (1) + e $ 2*(2) £<<1 ( I I I - 3 ) 

- t h e wave e l e v a t i o n : 

5 = (1) 2 ( 2 ) ( I I I - 4 ) 
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- t h e m o t i o n o f t h e o b j e c t : 

X = X ( 0 ) + E X ( 1 )
 + £

2 X ( 2 )
 + 0 ( c 3 ) ( I I I - 5 ) 

where t h e a f f i x d e n o t e s t h e s t a t i c v a l u e , ' 1 ' i n d i c a t e s f i r s t 
(2 ) 

o r d e r v a r i a t i o n s and t h e s e c o n d o r d e r v a r i a t i o n s , e t c . 

I n waves t h e f i r s t o r d e r q u a n t i t i e s a r e o s c i l l a t o r y q u a n ­
t i t i e s w i t h wave f r e q u e n c i e s . I n t h e most g e n e r a l c a s e s e c o n d 
o r d e r q u a n t i t i e s , b e s i d e s c o n t a i n i n g l o w f r e q u e n c y c o m p o n e n t s , 
a l s o c o n t a i n h i g h f r e q u e n c y c o m p o n e n t s w i t h a f r e q u e n c y i n t h e 
o r d e r o f t w i c e t h e wave f r e q u e n c i e s . F o r some p r o b l e m s , f o r i n ­
s t a n c e h u l l v i b r a t i o n s , t h e h i g h f r e q u e n c y c o mponents o f t h e s e c ­
ond o r d e r wave f o r c e s may be o f i n t e r e s t . I n t h a t c a s e t h e e x c i t ­
i n g f o r c e s c a n be o b t a i n e d by t a k i n g t h e h i g h f r e q u e n c y c o m p o n e n t s 
o f t h e s e c o n d o r d e r f o r c e s . F o r c e a nd m o t i o n c o m p o n e n t s o f t h i s 
t y p e a r e , h o w e v e r , o f no c o n s e q u e n c e f o r t h e p r o b l e m a t h a n d and 
w i l l t h e r e f o r e be l e f t o u t o f c o n s i d e r a t i o n i n t h i s s t u d y . 

I t w i l l be u n d e r s t o o d h e r e a f t e r t h a t f i r s t o r d e r q u a n t i t i e s 
a r e o s c i l l a t o r y w i t h wave f r e q u e n c i e s , w h i l e s e c o n d o r d e r q u a n t i ­
t i e s a r e r e s t r i c t e d t o l o w f r e q u e n c i e s w i t h f r e q u e n c i e s l o w e r t h a n 
t h e wave f r e q u e n c i e s . 

I n t h e f o l l o w i n g q u a n t i t i e s a r e o f s e c o n d o r d e r i f p r e c e d e d 
2 2 by E . I f , as i n many c a s e s , t h e e o r E a r e d i s c a r d e d t h i s w i l l 

be due t o t h e f a c t t h a t t h e e x p r e s s i o n i n v o l v e d w i l l c o n t a i n o n l y 
f i r s t o r s e c o n d o r d e r q u a n t i t i e s . I n s u c h i n s t a n c e s f i r s t o r d e r 
q u a n t i t i e s w i l l be r e c o g n i z a b l e by t h e a f f i x ' 1 ' and s e c o n d o r d e r 

(2) 
q u a n t i t i e s by t h e a f f i x o r by t h e f a c t t h a t a component i s t h e 
p r o d u c t o f f i r s t o r d e r q u a n t i t i e s w i t h a f f i x ' 1 ' . F o r i n s t a n c e , 
t h e p r e s s u r e component: 

- ^ p | V $ ( 1 ) | 2 ( I I I - 6 ) 

i s r e c o g n i z e d as a s e c o n d o r d e r q u a n t i t y . 

F o r t h e d e r i v a t i o n o f t h e s e c o n d o r d e r wave f o r c e s on an 
o b j e c t i n waves i t i s s u f f i c i e n t t h a t t h e e x p a n s i o n s i n a power 
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s e r i e s w i t h r e s p e c t t o a s m a l l p a r a m e t e r e o n l y be c a r r i e d o u t up 
t o and i n c l u d i n g t h e s e c o n d o r d e r . I n o r d e r t o d e v e l o p a c o n s i s ­
t e n t t h e o r y i t i s assumed t h a t t h e low f r e q u e n c y m o t i o n s i n d u c e d 
by t h e l o w f r e q u e n c y s e c o n d o r d e r f o r c e s a r e o f s e c o n d o r d e r and 
s m a l l i n r e l a t i o n t o t h e f i r s t o r d e r m o t i o n s . From m e a s u r e m e n t s 
o f l ow f r e q u e n c y m o t i o n s o f moored v e s s e l s i t i s known t h a t i n t h e 
r a n g e o f p r a c t i c a l wave h e i g h t s t h i s a s s u m p t i o n i s i n some c a s e s 
s t r i c t l y s p e a k i n g i n c o r r e c t . T h i s i s due t o t h e l a r g e d y n a m i c mag­
n i f i c a t i o n o f t h e m o t i o n s r e s u l t i n g f r o m s m a l l d a m p i n g f o r low 
f r e q u e n c y m o t i o n s . The t h e o r y , h o w e v e r , i s b a s e d on t h e a s s u m p t i o n 
o f i n f i n i t e s i m a l wave h e i g h t (e+0) i n w h i c h c a s e , i n s p i t e o f low 
s y s t e m d a m p i n g , t h e low f r e q u e n c y m o t i o n s i n d u c e d by t h e low f r e ­
q u e n c y s e c o n d o r d e r wave d r i f t f o r c e s a r e a l w a y s s m a l l i n r e l a t i o n 
t o t h e f i r s t o r d e r m o t i o n s . 

I n t h i s c h a p t e r t h e h y d r o d y n a m i c b o u n d a r y p r o b l e m f o r t h e 
p o t e n t i a l 4> w i l l be f o r m u l a t e d t o f i r s t and s e c o n d o r d e r . I f t h e 
p o t e n t i a l $ i s known t h e p r e s s u r e i n a p o i n t i n t h e f l u i d may be 
d e t e r m i n e d u s i n g B e r n o u l l i ' s e q u a t i o n : 

p = p Q - p g X 3 - p * t - % p | V* | 2 + C ( t ) ( I I I - 7 ) 

w h e r e : 
Pq = a t m o s p h e r i c p r e s s u r e 
X^ = v e r t i c a l d i s t a n c e o f t h e p o i n t b e l o w t h e mean w a t e r s u r f a c e 
C ( t ) = a f u n c t i o n i n d e p e n d e n t o f t h e c o - o r d i n a t e s 
t = t i m e 
p = mass d e n s i t y o f t h e f l u i d 
g = g r a v i t y c o n s t a n t . 

The f l u i d f o r c e s a c t i n g on t h e body a r e d e t e r m i n e d by t h e 
method o f d i r e c t i n t e g r a t i o n u s i n g t h e f o l l o w i n g b a s i c e q u a t i o n 
f o r t h e f o r c e s : 

F = -ƒƒ p.N.dS ( I I I - 8 ) 
S 

and f o r t h e moments : 

M = -ƒƒ p. (X x N) .dS ( I I I - 9 ) 
S 
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i n w h i c h : 
p = f l u i d p r e s s u r e 
S = t o t a l w e t t e d s u r f a c e o f t h e body 
dS = a s u r f a c e e l e m e n t 
N = o u t w a r d p o i n t i n g n o r m a l v e c t o r o f dS 
X = c o - o r d i n a t e s o f dS 

The n u m e r i c a l m ethod u s e d t o f i n a l l y e v a l u a t e t h e f l u i d 
f o r c e s a n d moments w i l l be d i s c u s s e d i n c h a p t e r I V . 

I I 1 ^ 2 ^ _ C o 2 o r d i n a t e _ s y s t e r n s 

Use i s made o f t h r e e s y s t e m s o f c o - o r d i n a t e a x e s ( s e e F i g ­
u r e I I I - l ) . The f i r s t i s a r i g h t - h a n d e d s y s t e m o f G~x-x-x^ body 
a x e s w i t h as o r i g i n t h e c e n t r e o f g r a v i t y G and w i t h p o s i t i v e G-x 
a x i s v e r t i c a l l y u p w a r d s i n t h e mean p o s i t i o n o f t h e o s c i l l a t i n g 
v e s s e l . The s u r f a c e o f t h e h u l l i s u n i q u e l y d e f i n e d r e l a t i v e t o 
t h i s s y s t e m o f a x e s . A p o i n t on t h e s u r f a c e h a s as p o s i t i o n t h e 
v e c t o r x. The o r i e n t a t i o n o f a s u r f a c e e l e m e n t i n t h i s s y s t e m o f 
a x e s i s d e f i n e d by t h e o u t w a r d p o i n t i n g n o r m a l v e c t o r n. 

X 3 

I 
• F 3 

x 3 

> 
' 3 

| x 6 

G 
7 M l * 1 < F 1 

X 1 \ X 
0 

\ 
— 4 -

F i g . I I I - l S y s t e m s o f c o - o r d i n a t e s . 
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The s e c o n d s y s t e m o f c o - o r d i n a t e a x e s i s a f i x e d 0 - X 1 ~ X 2 - X 
s y s t e m w i t h a x e s p a r a l l e l t o t h e G - x ^ - x 2 _ x . j s y s t e m o f a x e s w i t h 
t h e b o d y i n t h e mean p o s i t i o n a n d o r i g i n O i n t h e mean f r e e s u r ­
f a c e . 

The t h i r d s y s t e m o f c o - o r d i n a t e a x e s i s a G-Xj-X^-X^ s y s t e m 
o f a x e s w i t h o r i g i n i n t h e c e n t r e o f g r a v i t y G o f t h e body and 
a x e s w h i c h a r e a t a l l t i m e s p a r a l l e l t o t h e a x e s o f t h e f i x e d 
0 - X 1 ~ X 2 - X 3 s y s t e m . 

The a n g u l a r m o t i o n s o f t h e body a b o u t t h e body a x e s a r e d e ­
n o t e d by t h e E u l e r i a n a n g l e s x^, x,- and x^. 

III^3^_Motion_and_velocitY_of_§_22i2t_on_the_hull_of_the_body 

I f t h e body i s c a r r y i n g o u t s m a l l a m p l i t u d e m o t i o n s i n s i x 
d e g r e e s o f f r e e d o m u n d e r t h e i n f l u e n c e o f o s c i l l a t o r y f i r s t o r d e r 
and l ow f r e q u e n c y s e c o n d o r d e r wave f o r c e s t h e p o s i t i o n v e c t o r o f 
a p o i n t on t h e h u l l o f t h e body r e l a t i v e t o t h e f i x e d s y s t e m o f 
0-X^-X2 _X2 a x e s i s : 

x = x ( 0 ) + e x ( 1 ) + e 2 x ( 2 ) d i i - 1 0 ) 

where x ' ^ ' d e n o t e s t h e mean p o s i t i o n v e c t o r w i t h : 

X ( 0 ) = X ( 0 ) + x ( I I I - l l ) 
g 

a nd X' 1^ d e n o t e s t h e f i r s t o r d e r o s c i l l a t o r y m o t i o n w i t h : 

X ( 1 ) = x ( 1 )
 + a ( 1 ) x x • ( 1 1 1 - 1 2 J 

g 

w h e re a ' 1 ^ i s t h e o s c i l l a t o r y f i r s t o r d e r a n g u l a r m o t i o n v e c t o r 
.(1) ..(1) ..(1) ™ „ „ ^ 

g 
o s c i l l a t o r y f i r s t o r d e r m o t i o n v e c t o r o f t h e c e n t r e o f g r a v i t y o f 
t h e b o dy. S i m i l a r l y t h e s e c o n d o r d e r l ow f r e q u e n c y m o t i o n i s : 

w i t h c o m p o n e n t s x^ , x^ and x^ r e s p e c t i v e l y a n d X i s t h e 

X ( 2 > = X < 2 )
 + a ( 2 ) x x (111-13) 

- ( 2 ) 
where a i s t h e l o w f r e q u e n c y s e c o n d o r d e r a n g u l a r m o t i o n v e c t o r 
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(2) (2) (2) — (2) w i t h c omponents , x<- and x^ r e s p e c t i v e l y and X i s t h e 
low f r e q u e n c y s e c o n d o r d e r m o t i o n v e c t o r o f t h e c e n t r e o f g r a v i t y . 
The v e l o c i t y V i s : 

— — — ( 1) 2— ( 2 ) 
V = X = eX^ ' + z XK ' (111-14) 

w h e r e : ¥l) = V ( 1 ) = x " ( 1 ) + x x (111-15) 
g 

and : * ( 2 > = V ( 2 > = x"( 2 > + ^ ( 2 ) x x (111-16) 
g 

i n w h i c h t h e co m p o n e n t s o f t h e a n g u l a r v e l o c i t y v e c t o r s a ̂ 1 ^ and 
- ( 2 ) . (1) . (1) . (1) , . (2) . (2) , . (2) . . , a a r e x. , x c , x, and x. , xc and x r r e s p e c t i v e l y . 

4 D B 4 3 D 

The o r i e n t a t i o n o f s u r f a c e e l e m e n t s o f t h e h u l l o f t h e body 
r e l a t i v e t o t h e body a x e s G-x^-X2 _x-j a r e d e n o t e d by t h e o u t w a r d 
p o i n t i n g n o r m a l v e c t o r n. R e l a t i v e t o t h e f i x e d s y s t e m o f c o - o r d i ­
n a t e a x e s O-X^-X^^^ an<^ ^ e G-X'-X'-X^ a x e s t h e n o r m a l v e c t o r o f 
a s u r f a c e e l e m e n t becomes: 

N = N ( 0 ) + e N ( 1 ) + e 2 N ( 2 ) (111-17) 

where i t i s f o u n d t h a t : 

N ( 0 ) = n (111-18) 

N ( 1 ) = a ( 1 ) x n (111-19) 

N ( 2 ) = a ( 2 ) x H (111-20) 

III^l^_Eiyi^_ m2ti2Q§_§Q^_^2yG^§EY_S22^itions 

I I I . 4 . 1 . B o u n d a r y c o n d i t i o n s w i t h i n t h e f l u i d , a t t h e f r e e s u r f a c e 
and on t h e s e a f l o o r 

The f l u i d d o main i s b o u n d e d by t h e f r e e s u r f a c e , t h e s u r ­
f a c e o f t h e body a nd t h e s e a f l o o r . A s s u m i n g t h a t t h e f l u i d i s 
i n v i s c i d , i r r o t a t i o n a l , homogeneous a n d i n c o m p r e s s i b l e t h e f l u i d 
m o t i o n may be d e s c r i b e d by means o f t h e v e l o c i t y p o t e n t i a l $: 
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e $
( 1 ) + £ V 2 ) ( 1 1 1 - 2 1 ) 

The p o t e n t i a l s a r e d e f i n e d r e l a t i v e t o t h e f i x e d s y s t e m o f 0-X -
X^-X^ a x e s w i t h : 

$ = $ ( X , t ) ( 1 1 1 - 2 2 ) 

where t d e n o t e s t i m e and X t h e p o s i t i o n v e c t o r o f t h e p o i n t u n d e r 
c o n s i d e r a t i o n . 

The p o t e n t i a l $ must c o m p l y w i t h t h e f o l l o w i n g b o u n d a r y 
c o n d i t i o n s : 

- E v e r y w h e r e w i t h i n t h e f l u i d domain t h e e q u a t i o n o f c o n t i n u i t y 
must be s a t i s f i e d o r : 

V 2 $ = 0 ( 1 1 1 - 2 3 ) 

I n o r d e r t o s a t i s f y t h i s r e q u i r e m e n t t o f i r s t and s e c o n d o r d e r 
i t f o l l o w s t h a t : 

V 2 < 5 > ( 1 ) = 0 ( 1 1 1 - 2 4 ) 

V 2 $ ( 2 ) = 0 ( 1 1 1 - 2 5 ) 

- The b o u n d a r y c o n d i t i o n s a t t h e f r e e s u r f a c e . The (unknown) f r e e 
s u r f a c e i s a s u r f a c e o f c o n s t a n t p r e s s u r e and t h e v e l o c i t y com­
p o n e n t o f t h e f l u i d n o r m a l t o t h e f r e e s u r f a c e i s e q u a l t o t h e 
v e l o c i t y o f t h e s u r f a c e i n t h e same d i r e c t i o n . The l a t t e r s t a t e ­
ment i m p l i e s t h a t no f l u i d p a r t i c l e s p a s s t h r o u g h t h e f r e e s u r ­
f a c e . The b o u n d a r y c o n d i t i o n s on t h e m o v i n g f r e e s u r f a c e may be 
e x p r e s s e d as b o u n d a r y c o n d i t i o n s , w h i c h must be s a t i s f i e d on t h e 
mean, f i x e d f r e e s u r f a c e . A c c o r d i n g t o S t o k e r [ i l l - l ] t h e bo u n d ­
a r y c o n d i t i o n i s s a t i s f i e d t o f i r s t o r d e r i f : 

The b o u n d a r y c o n d i t i o n i s s a t i s f i e d t o s e c o n d o r d e r i f 

g * y ' + = 0 on X, = 0 ( 1 1 1 - 2 6 ) 
X 3 t f c J 
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on X 3 = 0 . . . . (111-27) 

The b o u n d a r y c o n d i t i o n a t t h e s e a f l o o r , w h i c h s t a t e s t h a t t o 
f i r s t a n d s e c o n d o r d e r no f l u i d p a r t i c l e s s h a l l p a s s t h r o u g h 
t h i s b o u n d a r y o r : 

V$ ( 1 ) .n, = 0 (111-28) 
D 

V$ ( 2 ) , n b = 0 (111-29) 

where n, i s t h e n o r m a l v e c t o r o f a p o i n t on t h e s u r f a c e o f t h e b 
s e a f l o o r . 

I I I . 4 . 2 . B o u n d a r y c o n d i t i o n s on t h e body 

I n g e n e r a l t h e b o u n d a r y c o n d i t i o n on t h e body s t a t e s t h a t 
t h e r e l a t i v e v e l o c i t y b e t w e e n t h e f l u i d and t h e body i n t h e d i r e c ­
t i o n o f t h e n o r m a l t o t h e body be z e r o . T h i s means t h a t no f l u i d 
p a s s e s t h r o u g h t h e h u l l . T h i s b o u n d a r y c o n d i t i o n h a s t o be s a t i s ­
f i e d a t t h e i n s t a n t a n e o u s p o s i t i o n o f t h e body s u r f a c e and i s as 
f o l l o w s : 

V$.N = V.N (111-30) 

T a k i n g i n t o a c c o u n t e q u a t i o n s ( I I I - 3 ) a n d (111-14) t h r o u g h ( I I I -
29) a nd g r o u p i n g p o w e r s o f e r e s u l t s i n t h e f i r s t and s e c o n d o r d e r 
body b o u n d a r y c o n d i t i o n s . 

The b o u n d a r y c o n d i t i o n f o r t h e f i r s t o r d e r p o t e n t i a l 
on t h e b o d y , w h i c h s t a t e s t h a t , t o f i r s t o r d e r , t h e r e i s no r e l a ­
t i v e m o t i o n b e t w e e n t h e f l u i d a n d t h e body s u r f a c e i n t h e d i r e c ­
t i o n o f t h e o u t w a r d p o i n t i n g n o r m a l v e c t o r N, i s as f o l l o w s : 

V $ ( 1 ) . n = V ( 1 > . n (111-31) 

(2 ) 
The b o u n d a r y c o n d i t i o n f o r t h e s e c o n d o r d e r p o t e n t i a l $ 

s t a t e s t h a t , t o s e c o n d o r d e r , t h e r e l a t i v e v e l o c i t y i n t h e d i r e c -
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t i o n o f t h e o u t w a r d p o i n t i n g n o r m a l N be z e r o o r : 

V $ ( 2 ) . n = ( V ( 1 ) - V $ ( 1 > ) . N ! l ) + V ( 2 ) . n (111-32) 

E q u a t i o n s (111-31) and (111-32) h a v e t o be s a t i s f i e d a t t h e 
i n s t a n t a n e o u s p o s i t i o n o f t h e s u r f a c e o f t h e b o d y . A s s u m i n g t h a t 
t h e m o t i o n s a r e s m a l l and a p p l y i n g a T a y l o r e x p a n s i o n s i m i l a r c o n ­
d i t i o n s may be p o s e d on t h e p o t e n t i a l s a t t h e mean p o s i t i o n o f t h e 
s u r f a c e . The f i r s t o r d e r b o u n d a r y c o n d i t i o n becomes: 

V $ U ) .n = V ( 1 ) .n (111-33) 

The s e c o n d o r d e r b o u n d a r y c o n d i t i o n becomes: 

V * ( 2 ) . n = - ( X ( 1 ) . V ) . V $ ( 1 ) . K + ( V ( 1 ) - V $ ( 1 ) ) . N ( 1 )
 + 

+ V ( 2 ) .n (111-34) 

where t h e a d d i t i o n a l t e r m i n e q u a t i o n (111-34) a r i s e s f r o m t h e 
s e c o n d o r d e r c o r r e c t i o n t o e q u a t i o n (111-31) when a p p l y i n g t h e 
T a y l o r e x p a n s i o n t o t h e v e l o c i t y V*' 1'. 

I n e q u a t i o n (111-33) and (111-34) t h e p o t e n t i a l s and t h e i r 
d e r i v a t i v e s h a v e t o be t a k e n a t t h e mean p o s i t i o n o f t h e b o d y . 
We may decompose $ ' * ̂  i n t h e f o l l o w i n g way: 

= + + (111-35) 
w d b 

i n w h i c h • i s t h e f i r s t o r d e r p o t e n t i a l a s s o c i a t e d w i t h t h e u n ­
d i s t u r b e d i n c o m i n g waves. S u b s t i t u t i o n o f e q u a t i o n (111-35) i n 
b o u n d a r y c o n d i t i o n (111-33) g i v e s t h e f o l l o w i n g : 

( V $ ( 1 ) + V * ] 1 * + V * ^ 1 ) ) . i i = V ( 1 ) . n (111-36) 
w d b 

S i n c e t h e e x p r e s s i o n i s l i n e a r $' 1' we may decompose t h i s e q u a t i o n 
i n t o two p a r t s : 

.n = - V $ ( 1 ) . n (111-37) 
d w 
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E q u a t i o n (111 - 3 7 ) d e f i n e s t h e d i f f r a c t i o n p o t e n t i a l 
w h i c h c o m p e n s a t e s t h e n o r m a l v e l o c i t y c o mponents due t o t h e u n d i s ­
t u r b e d i n c o m i n g waves a t t h e m o t i o n l e s s body s u r f a c e . E q u a t i o n 
(111-38) d e f i n e s t h e body m o t i o n p o t e n t i a l 9^ ^ w h i c h must be i n ­
t r o d u c e d i n o r d e r t o s a t i s f y t h e f i r s t o r d e r b o u n d a r y c o n d i t i o n on 
t h e body o s c i l l a t i n g i n s t i l l w a t e r . From t h e s o l u t i o n o f t h e d i f ­
f r a c t i o n p o t e n t i a l c o m b i n e d w i t h t h e p o t e n t i a l o f t h e u n d i s -

(1) 
t u r b e d i n c o m i n g waves $ t h e s o - c a l l e d f i r s t o r d e r wave e x c i t i n g 

W (1) 
f o r c e s a r e f o u n d . The body m o t i o n p o t e n t i a l <Iv i s u s e d t o d e t e r ­
mine t h e h y d r o d y n a m i c r e a c t i o n f o r c e s known as adde d mass and 
dam p i n g f o r u n i t a m p l i t u d e a c c e l e r a t i o n and v e l o c i t y o f t h e body 
m o t i o n s . From t h e f i r s t o r d e r wave e x c i t i n g f o r c e s t h e add e d mass 
an d d a m p i n g c o e f f i c i e n t s and t h e e q u a t i o n s o f m o t i o n o f t h e b o d y , 
t h e unknown f i r s t o r d e r m o t i o n s and hen c e t h e t o t a l f i r s t o r d e r 
p o t e n t i a l $' 1' c a n be d e t e r m i n e d ; s e e f o r i n s t a n c e Van O o r t m e r s s e n 
[ I I I - 2 ] . S u b s t i t u t i o n o f t h e f i r s t o r d e r p o t e n t i a l o f e q u a ­
t i o n (111-35) i n t h e non-homogeneous s e c o n d o r d e r f r e e s u r f a c e 
b o u n d a r y c o n d i t i o n o f e q u a t i o n (111-27) shows t h a t t h e s e c o n d o r ­
d e r p o t e n t i a l h a s , i n g e n e r a l , t h e f o l l o w i n g c o m p o n e n t s : 

» « ) = + (2) + $ ( 2 ) + (2) + # ( 2 ) + # ( 2 ) + 

ww dd bb wd wb db 

+ § ( 2 ) + # ( 2 ) + # ( 2 ) + , ( 2 ) ( I I I _ 3 9 ) 

dw bw bd 0 

where t h e f i r s t n i n e c o mponents on t h e r i g h t - h a n d s i d e a r e p o t e n ­
t i a l s w h i c h a r e p a r t i c u l a r s o l u t i o n s t o t h e f o l l o w i n g t y p e o f 
b o u n d a r y c o n d i t i o n a t t h e mean f r e e s u r f a c e , e .g.: 

g*(2) + $ ( 2 ) = _ 2 ^ ( 1 ) ^ <1) + $ ( 1 ) ( $ ( D + I , ( 1 ) , 
w x 3

 w t t w w t w t w x 3 x 3 9 w t t x 3 

(111-40) 

(2 ) 
The l a s t p o t e n t i a l $^ i s a p o t e n t i a l w h i c h s a t i s f i e s t h e homoge­
neous b o u n d a r y c o n d i t i o n : 

(2) (2) 
g*n ' + <S>K = 0 ( i n - 4 1 ) 

x 3
 u t t 
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(2 ) 
*q i s t h e r e f o r e an " o r d i n a r y " p o t e n t i a l w h i c h s a t i s f i e s t h e l i n ­
e a r i z e d f r e e s u r f a c e c o n d i t i o n . We w i l l s i m p l i f y e q u a t i o n (111-39) 
by p u t t i n g : 

$<2> = $ ( 2 )

 + $ < 2 ) (111-42 J 
w 0 

12) 
i n w h i c h <p r e p r e s e n t s t h e sum o f t h e f i r s t n i n e c o m p o n e n t s on 

w (2) t h e r i g h t - h a n d s i d e o f e q u a t i o n ( 1 1 1 - 3 9 ) . $ w may be r e g a r d e d as 
t h e s e c o n d o r d e r e q u i v a l e n t o f t h e f i r s t o r d e r u n d i s t u r b e d i n c o m ­
i n g wave p o t e n t i a l * v^ 1'- W e w i l l decompose ^q2' as f o l l o w s : 

0 d b 

B o t h t h e s e p o t e n t i a l s s a t i s f y t h e l i n e a r i z e d f r e e s u r f a c e c o n d i ­
t i o n o f e q u a t i o n ( 1 1 1 - 4 1 ) . S u b s t i t u t i o n i n e q u a t i o n (111-42) g i v e s 

$< 2> = $ ( 2> + $ < 2 )
 + $ < 2 ) (111-44) 

w d b 

S u b s t i t u t i o n o f e q u a t i o n (111-44) i n t h e s e c o n d o r d e r b o u n d a r y 
c o n d i t i o n (111-34) g i v e s : 

(V $< 2> + V $ f 2 )
 + W 2 )).n = - ( X ( 1 ) . V ) . V $ ( 1 ) . n + w d b 

+ ( V ( 1 ) - V S ( 1 ) ) . N ( 1 )
 + V ( 2 ) . n 

(111-451 

w h i c h may be decomposed i n : 

V*< 2 ).n = { - V * ( 2 ) - ( X ( 1 ) . V ) . V $ ( 1 ) } . n + u w 

+ ( V ( 1 ) - V $ ( 1 ) ) . N ( 1 ) (111-46) 

_ (2) - — ( 2 ) — 
V<t>} ' -n = Vy ' .n (111-47) 

b 
E q u a t i o n (111-46) d e f i n e s t h e s e c o n d o r d e r d i f f r a c t i o n p o t e n t i a l 

(2) 
w h i c h f i r s t l y c o m p e n s a t e s t h e s e c o n d o r d e r v e l o c i t y compo-

( 2 ) n e n t s o f $ and t h e s e c o n d o r d e r c o r r e c t i o n t o t h e f i r s t o r d e r w 
v e l o c i t y V$ 1 , w h i c h r e s u l t s f r o m t h e f i r s t o r d e r m o t i o n X * 1^ i n 
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a d i r e c t i o n a l o n g t h e n o r m a l n t o t h e s u r f a c e and s e c o n d l y t h e 
s e c o n d o r d e r v e l o c i t y component o f t h e d i f f e r e n c e b e t w e e n t h e 
f i r s t o r d e r v e l o c i t y V o f t h e body s u r f a c e and t h e f i r s t o r d e r 
f l u i d v e l o c i t y 7$ i n a d i r e c t i o n a l o n g t h e f i r s t o r d e r n o r m a l 
H . From t h e s o l u t i o n o f t h e s e c o n d o r d e r d i f f r a c t i o n p o t e n t i a l 

c o m b i n e d w i t h t h e u n d i s t u r b e d s e c o n d o r d e r p o t e n t i a l $' 2' t h e 
l o w f r e q u e n c y s e c o n d o r d e r wave e x c i t i n g f o r c e s a r e f o u n d . E q u a -

(2) 
t i o n (111-47) d e f i n e s t h e s e c o n d o r d e r b ody m o t i o n p o t e n t i a l $^ 
w h i c h must be i n t r o d u c e d i n o r d e r t o s a t i s f y t h e b o u n d a r y c o n d i ­
t i o n on t h e body c a r r y i n g o u t low f r e q u e n c y s e c o n d o r d e r m o t i o n s 
i n s t i l l w a t e r . T h i s p o t e n t i a l s a t i s f i e s t h e same b o u n d a r y c o n d i ­
t i o n as t h e f i r s t o r d e r body m o t i o n p o t e n t i a l l ^ 1 ' - The o n l y d i f ­
f e r e n c e i s t h a t t h e m o t i o n s a r e low f r e q u e n c y and o f t h e s e c o n d 
o r d e r i n m a g n i t u d e . The same t e c h n i q u e s may t h e r e f o r e be e m p l o y e d 
i n s o l v i n g 9^' as u s e d i n s o l v i n g T h i s means t h a t $ ^ ' may 
be e x p r e s s e d i n t e r m s o f h y d r o d y n a m i c r e a c t i o n f o r c e s f o r u n i t 
a m p l i t u d e o f m o t i o n v e l o c i t y a nd a c c e l e r a t i o n o f t h e b o d y , b e t t e r 
known as a d d e d mass and d a m p i n g . 

I I I . 4 . 3 . B o u n d a r y c o n d i t i o n s a t i n f i n i t y 

F o r t h e p o t e n t i a l s $ 1 X ) , S^ 1' and $ 1 2 ) , <t>'21 a r a d i a t i o n 
d b d b 

c o n d i t i o n , w h i c h s t a t e s t h a t a t a g r e a t d i s t a n c e f r o m t h e body t h e 
waves a s s o c i a t e d w i t h t h e s e p o t e n t i a l s move o u t w a r d s , must be s a t ­
i s f i e d . T h i s r e s t r i c t i o n i m p o s e s a u n i q u e n e s s w h i c h w o u l d n o t o t h -

( 2 ) 

e r w i s e be p r e s e n t . S i n c e t h e c o m p o n e n t s o f <t>̂  a r e p a r t i c u l a r 
s o l u t i o n s t o t h e f r e e s u r f a c e b o u n d a r y c o n d i t i o n ( 1 1 1 - 2 7 ) , w h i c h 
i s d e f i n e d o v e r t h e c o m p l e t e f r e e s u r f a c e , a r a d i a t i o n c o n d i t i o n 
n e e d n o t be i m p o s e d . 
I I I j u 5 ^ _ P r e s s u r e _ i n _ a _ g o i n t _ w i t h i n _ t h e _ f l u i d 

I f t h e v e l o c i t y p o t e n t i a l $ i s known t h e f l u i d p r e s s u r e 
i n a p o i n t i s d e t e r m i n e d by B e r n o u l l i ' s e q u a t i o n : 

P = P 0 " P g X 3 - p* f c - ^ p | V* | 2 + C ( t ) (111-48) 

w h e r e : 
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p Q = a t m o s p h e r i c p r e s s u r e 
X 3 = v e r t i c a l d i s t a n c e b e l o w t h e mean f r e e s u r f a c e 
<J> = v e l o c i t y p o t e n t i a l 
C ( t ) = a f u n c t i o n i n d e p e n d e n t o f t h e c o - o r d i n a t e s 
t = t ime 
p = mass d e n s i t y o f t h e f l u i d . 

I n B e r n o u l l i ' s e q u a t i o n p Q and C ( t ) may be t a k e n e q u a l t o z e r o 
w i t h o u t l o s s o f g e n e r a l i t y , s e e r e f . [ I I I - l ] . 

A s s u m i n g t h a t t h e p o i n t i s c a r r y i n g o u t f i r s t o r d e r wave 
f r e q u e n c y m o t i o n s X' 1' and low f r e q u e n c y s e c o n d o r d e r m o t i o n s X ^ 2' 
a b o u t a mean p o s i t i o n x ' 0 ' and a p p l y i n g a T a y l o r e x p a n s i o n t o t h e 
p r e s s u r e i n t h e mean p o s i t i o n t h e f o l l o w i n g e x p r e s s i o n i s f o u n d : 

.p = P
( 0 )

 + e p ( 1 )
 + e 2 p ( 2 ) (111-49) 

w h e r e : 

h y d r o s t a t i c p r e s s u r e : 

P

( 0 ) = - p g x « 0 ) ( i n - 5 0 ) 

f i r s t o r d e r p r e s s u r e : 

P

( 1 ) = - p g x ^ - p ^ 1 / ( i n - 5 1 ) 

s e c o n d o r d e r p r e s s u r e : 
( / 1 

p ( 2 ) = - ^ p | V $
( 1 ) | 2 " P < 2 ) - P O C ^ . V * ^ , - p g x j 2 ) 

(111 - 5 2 ) 

I n t h e above t h e d e r i v a t i v e s o f t h e p o t e n t i a l s h a v e t o be t a k e n i n 
t h e mean p o s i t i o n o f t h e p o i n t . 

We hav e assumed t h a t t h e p o i n t i s m o v i n g w i t h i n t h e f l u i d 
d o m a i n . The same e x p r e s s i o n w i l l be u s e d t o d e t e r m i n e t h e p r e s s u r e 
on a p o i n t on t h e h u l l o f t h e bo d y . T h i s means t h a t d e r i v a t i v e s o f 
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t h e p o t e n t i a l s a r e t a k e n a t t h e mean p o s i t i o n o f t h e h u l l w h i c h i s 
a l t e r n a t e l y w i t h i n and o u t s i d e t h e a c t u a l f l u i d d o m a i n . T h i s a p ­
p e a r s t o be p e r m i s s i b l e i f t h e p o t e n t i a l f u n c t i o n s a r e s u f f i c i e n t ­
l y " smooth" a t t h e b o u n d a r i e s , see r e f . [ I I I - 3 ] . T h i s i s assumed 
t o be s a t i s f i e d i n t h i s c a s e . 

I I I . 6 . S e c o n d o r d e r wave f o r c e and moment . 

I I I . 6 . 1 . S e c o n d o r d e r wave f o r c e 

I n d e t e r m i n i n g t h e s e c o n d o r d e r wave f o r c e c o n s i d e r a t i o n 
must f i r s t be g i v e n t o t h e c h o i c e o f t h e s y s t e m o f a x e s t o w h i c h 
w i l l be r e f e r r e d . S i n c e i n g e n e r a l we a r e c o n c e r n e d w i t h t h e s l o w 
wave d r i f t i n g f o r c e i n d u c e d m o t i o n s o f b o d i e s i n t h e h o r i z o n t a l 
p l a n e we have c h o s e n t o d e t e r m i n e t h e wave d r i f t i n g f o r c e a l o n g 
t h e a x e s o f t h e G-X-J-X^-X^ s y s t e m o f c o - o r d i n a t e s . See F i g u r e 
I I I - l . 

The f l u i d f o r c e e x e r t e d on t h e body r e l a t i v e t o t h e G - X j -
X^-X^ s y s t e m o f a x e s , w h i c h i s t h e s y s t e m w i t h a x e s p a r a l l e l t o 
t h e a x e s o f t h e f i x e d s y s t e m 0 - X 1 - X 2 ~ X 3 b u t w i t h o r i g i n i n t h e 
c e n t r e o f g r a v i t y G o f t h e b o d y , f o l l o w s f r o m : 

F = -ƒƒ p.N.dS (111-53) 
S 

where S i s t h e i n s t a n t a n e o u s w e t t e d s u r f a c e and N i s t h e i n s t a n t a ­
neous n o r m a l v e c t o r t o t h e s u r f a c e e l e m e n t dS r e l a t i v e t o t h e 
G-Xj-X^-X^ s y s t e m o f a x e s . N i s g i v e n by e q u a t i o n (111-17) and p 
by e q u a t i o n ( 1 1 1 - 4 9 ) . 

The i n s t a n t a n e o u s w e t t e d s u r f a c e S i s s p l i t i n t o two p a r t s , 
v i z . : a c o n s t a n t p a r t S Q up t o t h e s t a t i c w a t e r l i n e on t h e h u l l 
and an o s c i l l a t i n g p a r t s b e t w e e n t h e s t a t i c w a t e r l i n e on t h e h u l l 
and t h e wave p r o f i l e a l o n g t h e body. See F i g u r e I I I - l . 

S u b s t i t u t i o n o f t h e p r e s s u r e p as g i v e n by e q u a t i o n ( I I I -
49) and t h e n o r m a l v e c t o r N as g i v e n by e q u a t i o n (111-17) g i v e s : 
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F = - ƒ ƒ ( p ( 0 )
 + c p U )

 + e 2 p ( 2 ) ) ( n + £ N ( 1 )
 + E

2 N ( 2 ) ) d S + 

S 0 
ƒƒ ( p ( 0 ) + E p U ) + £

2 p ( 2 ) ) ( r l + E N ( 1 ) + £
2 N ( 2 ) ) d S 

(111-54) 

= F ( 0 )
 + e F ( 1 )

 + e 2 F ( 2 )
 + 0 ( e

3 ) (111-55) 

The h y d r o s t a t i c f o r c e F ^' f o l l o w s f r o m i n t e g r a t i o n o f t h e h y d r o ­
s t a t i c p r e s s u r e p'*"^ o v e r t h e mean w e t t e d s u r f a c e : 

F ( 0 ) = pg ƒ ƒ x ' 0 ) . n . d S = (0,0,pgV) (111-56) 
S 0 

The t o t a l f i r s t o r d e r o s c i l l a t o r y f l u i d f o r c e F ^ 1 ' f o l l o w s f r o m : 

F ( 1 ) = -ƒƒ ( p ( 1 ) . n " + P
( 0 ) . N ( 1 ) ) d S (111-57) 

S 0 
= -ƒƒ p ( 1 ) . n . d S + a ( 1 ) x ( 0 , 0 , pgV) (111-58) 

S 0 
The f i r s t p a r t o f t h i s e x p r e s s i o n i s t h e t o t a l f i r s t o r d e r f l u i d 
f o r c e r e l a t i v e t o t h e body a x e s G-x^-x^-x^. The s e c o n d o r d e r f o r c e 
i s f o u n d by i n t e g r a t i o n o f a l l p r o d u c t s o f p r e s s u r e p and n o r m a l 
v e c t o r N w h i c h g i v e s e c o n d o r d e r f o r c e c o n t r i b u t i o n s o v e r t h e c o n ­
s t a n t p a r t Sq o f t h e w e t t e d s u r f a c e and by i n t e g r a t i o n o f f i r s t 
o r d e r p r e s s u r e s o v e r t h e o s c i l l a t i n g s u r f a c e s: 

F ( 2 ) = - ƒ ƒ ( p ( 1 ) . N ( 1 )
 + p ( 2 ) . n + p ( 0 ) . N ( 2 ) ) d S + 

S 0 
-ƒƒ p ( 1 ) . n . d S (111-59) 

s 

T a k i n g i n t o a c c o u n t t h a t : 

N ( 1 ) = a ( 1 ) x n (111-60) 

S i n c e a n g u l a r d i s p l a c e m e n t s a r e t h e same f o r a l l s u r f a c e e l e m e n t s 
dS, t h e f i r s t p a r t o f t h e f i r s t i n t e g r a l becomes: 

-ƒƒ p U ) . N ( 1 ) . d S = a U ) x -ƒƒ p ' D . L d S (111-61) 
S 0 S 0 
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The i n t e g r a l i n t h i s e x p r e s s i o n c o r r e s p o n d s w i t h t h e f i r s t t e r m i n 
e q u a t i o n (111-58) w h i c h i s t h e t o t a l f i r s t o r d e r f l u i d f o r c e r e l a ­
t i v e t o t h e body a x e s G-x^-x^-x^. E q u a t i o n (111-61) i n d i c a t e s t h a t 
a s e c o n d o r d e r f o r c e c o n t r i b u t i o n r e l a t i v e t o t h e G - X j - X ^ - X ^ s y s ­
tem o f a x e s a r i s e s f r o m r o t a t i o n o f t h e f i r s t o r d e r f l u i d f o r c e 
r e l a t i v e t o t h e body a x e s . I n t h e same way t h e g r a v i t y f o r c e a c t ­
i n g on t h e body r e l a t i v e t o t h e body a x e s must be a c c o u n t e d f o r i n 
t h e s e c o n d o r d e r f o r c e . T h i s f o r c e r e l a t i v e t o t h e body a x e s i s : 

- a ( 1 ) x (0 ,0 ,-mg) = a ( 1 ) x ( 0 , 0 ,pgV) (111-62) 

A d d i n g t h i s component t o e q u a t i o n (111-61) g i v e s : 

a U ) x {"ƒƒ p U ) . n - d S + a ( 1 ) x ( 0 , 0 , p g V ) } = a ( 1 ) « F ( 1 ) 

S 0 
(111-63) 

w h ere F i s t h e t o t a l f i r s t o r d e r f l u i d f o r c e i n c l u d i n g t h e h y ­
d r o s t a t i c r e s t o r i n g f o r c e , t h e wave e x c i t i n g f o r c e and t h e h y d r o -
d y n a m i c r e a c t i o n f o r c e . See e q u a t i o n ( 1 1 1 - 5 8 ) . C o n s e q u e n t l y , a c ­
c o r d i n g t o Newton's l a w , we may p u t : 

F ( 1 ) = M . X ( 1 ) (111-64) 
g 

f r o m w h i c h i t f o l l o w s t h a t : 

« U ) x F ( 1 ) = a ( 1 ) x ( M . ^ ) (111-65) 

The s e c o n d p a r t o f t h e f i r s t i n t e g r a l i n e q u a t i o n (111-59) 
(2) 

i n v o l v e s s t r a i g h t f o r w a r d i n t e g r a t i o n o f t h e p r e s s u r e p as g i v e n 
i n e q u a t i o n ( 1 1 1 - 5 2 ) . The t h i r d p a r t o f t h e f i r s t i n t e g r a l i s a 
s e c o n d o r d e r h y d r o s t a t i c component: 

-ƒƒ P
( 0 ) . N ( 2 ) . d S = a ( 2 ) x -ƒƒ p W . K . d S 

- S 0 S 0 
= a ( 2 ) x ( 0 , 0 ,pgV) (111-66) 

The s e c o n d i n t e g r a l i n e q u a t i o n (111-59) o v e r t h e o s c i l l a ­
t i n g s u r f a c e i s s o l v e d by s u b s t i t u t i n g f r o m e q u a t i o n (111-51) 
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and w r i t i n g t h e s u r f a c e e l e m e n t dS a s : 

dS = dX 3.d£ (111-67) 

A l s o t a k i n g i n t o a c c o u n t t h a t a t t h e w a t e r l i n e : 

(1) _ 
- P * t = P 9 C 

t h i s i n t e g r a l becomes: 
(1) 

(111-68) 

5 m _ 
- ƒ ƒ (-pgX + pgc )n.dX .d£ (111-69) 

(1) 

W L X3WL 

w h i c h r e s u l t s i n : 
- ƒ ^ p g C U ) 2 . n . d £ (111-70) 
WL r 

i n w h i c h C^.1^ i s t h e r e l a t i v e wave e l e v a t i o n d e f i n e d by: 

t « l ) " C U ) - X ^ > (111-71) 

The f i n a l e x p r e s s i o n f o r t h e t o t a l s e c o n d o r d e r f o r c e t h u s 
becomes: 

F ( 2 ) = - ƒ hP9ll1)2 .n.dSL + a U ) x (M.X~ ( 1 )) + 
WL 9 

-ƒƒ { - ^ p | V 0 ( 1 ) | 2
 - P * i 2 ) - p ( X U ) . V * , ( 1 ) ) } n . d S + 

h o 

-ƒƒ - p g X * 2 ) . n . d S + a ( 2 ) x (0,0,pgV) 
S 0 

(111-72) 

I I I . 6 . 2 . S e c o n d o r d e r wave moment 

The moment a b o u t t h e a x e s o f t h e G- X j - X ^ - X ^ s y s t e m o f c o ­
o r d i n a t e s f o l l o w s f r o m : 

M = -ƒƒ p . ( X ' x N).dS (111-73) 
S 
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The d e r i v a t i o n i s a n a l o g o u s t o t h a t f o l l o w e d f o r t h e f o r c e . The 
f i n a l e x p r e s s i o n f o r t h e s e c o n d o r d e r wave moment i s : 

2 
M ( 2 ) = - ƒ hpgt.{1) • (x x n).d£ + a ( 1 ) x ( l . a ( 1 ) ) + 

WL r 

- ) ) i - ^ p | V $ I - p* - p ( X -"* t >' • 
s o 

. (x x n ) . d S - ƒ ƒ - p g X * 2 ) . ( x x n ) . d S 
S 0 

(111-74) 

E q u a t i o n s (111-72) and (111-74) g i v e t h e t o t a l s e c o n d o r d e r f o r c e s 
a c t i n g on a v e s s e l , t h u s i n c l u d i n g t h e wave e x c i t i n g f o r c e and t h e 
h y d r o d y n a m i c and h y d r o s t a t i c r e a c t i o n f o r c e s . I n most c a s e s p r i m e 
i n t e r e s t i s f o c u s s e d on t h e s e c o n d o r d e r wave e x c i t i n g f o r c e s a n d 
moments. I t w i l l be c l e a r f r o m t h e a f o r e g o i n g t h a t t h e s e c o n d o r ­
d e r h y d r o d y n a m i c r e a c t i o n f o r c e s a r e c o n t a i n e d i n t h e c o n t r i b u -

(2 ) 
t i o n s due t o t h e t o t a l s e c o n d o r d e r p o t e n t i a l $ . The h y d r o s t a t ­
i c r e a c t i o n f o r c e s a r e c o n t a i n e d i n t h e l a s t p a r t s o f e q u a t i o n s 
(111-72) and ( 1 1 1 - 7 4 ) . T a k i n g i n t o a c c o u n t e q u a t i o n (111-44) t h e 
s e c o n d o r d e r wave e x c i t i n g f o r c e and moment become: 

F ( 2 ) = " ƒ ^ p g C ( 1 ) 2 - n . d J l + a ( 1 ) x ( M . x " ( 1 ) ) + 
WL r 9 

-ƒƒ {-isp|V« U ) | 2 " P ( * ' 2 ) + * ' 2 ) ) + 

S Q
 w t d t 

- p ( X U ) . V ^ 1 ' ) }n.dS 
(111-75) 

2 
M ( 2 ) = - ƒ !jpgç ( 1 ) . ( x x K ) . d J l + â ( 1 ) x 

WL r 

-ƒƒ { - ^ p | v $
( 1 ) | 2 - P ( ^ 2 )

 + ^ 2 ) 

s 0
 w t d t 

- p ( X U ) . V^^ 1' } } . (x x n) .dS (111-76) 

The h y d r o d y n a m i c r e a c t i o n f o r c e s due t o m o t i o n s i n d u c e d by s e c o n d 
o r d e r f o r c e s may be e x p r e s s e d i n t e r m s o f ad d e d mass and d a m p i n g 
f o r c e s as has been shown i n t h e a f o r e g o i n g . 
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I I I . 7 . C o n c l u s i o n s 

I n t h i s s e c t i o n i t was shown t h a t w i t h i n p o t e n t i a l t h e o r y , 
as i s a l s o t h e c a s e w i t h f i r s t o r d e r f o r c e s and m o t i o n s , t h e t o t a l 
s e c o n d o r d e r p r o b l e m may be s p l i t i n t o two p a r t s , n a m e l y : d e t e r ­
m i n a t i o n o f t h e s e c o n d o r d e r wave e x c i t i n g f o r c e s i n t h e a b s e n c e 
o f m o t i o n s i n d u c e d by t h e s e f o r c e s and d e t e r m i n a t i o n o f t h e h y d r o -
d y n a m i c r e a c t i o n f o r c e s ( a d d e d mass and d a m p i n g ) . 

t h e wave e x c i t i n g f o r c e s c a n be o b t a i n e d o n l y a f t e r t h e f i r s t o r ­
d e r s o l u t i o n , t h e s o l u t i o n t o t h e s e c o n d o r d e r " u n d i s t u r b e d " wave 
p o t e n t i a l a n d t h e s e c o n d o r d e r d i f f r a c t i o n p o t e n t i a l h a v e been 
f o u n d . I n t h e f o l l o w i n g s e c t i o n s i t w i l l be shown t h a t i n many 
p r a c t i c a l c a s e s t h e c o n t r i b u t i o n s a r i s i n g f r o m c omponents d e p e n ­
d e n t on f i r s t o r d e r q u a n t i t i e s , w h i c h c a n be e v a l u a t e d u s i n g e x ­
i s t i n g t e c h n i q u e s , t e n d t o be d o m i n a n t . F i n d i n g t h e s o l u t i o n t o 

(2 ) t h e s e c o n d o r d e r p o t e n t i a l $ becomes d i f f i c u l t due t o t h e com-r w 
p l e x i t y o f t h e f r e e s u r f a c e b o u n d a r y c o n d i t i o n s g i v e n i n e q u a t i o n 

(2) 
( 1 1 1 - 2 7 ) . The s e c o n d o r d e r d i f f r a c t i o n p o t e n t i a l $^ on t h e o t h e r 
h a n d has t o s a t i s f y t h e homogeneous f r e e s u r f a c e b o u n d a r y c o n d i ­
t i o n o f e q u a t i o n ( 1 1 1 - 2 6 ) . T h i s means t h a t i n p r i n c i p l e t h i s p o ­
t e n t i a l c a n a g a i n be s o l v e d by e x i s t i n g f i r s t o r d e r m e t h o d s . I n 
t h i s c a s e , h o w e v e r , t h e b o u n d a r y c o n d i t i o n on t h e mean w e t t e d s u r ­
f a c e o f t h e h u l l o f e q u a t i o n (111-46) c o n t a i n s t h e unknown s e c o n d 
o r d e r " u n d i s t u r b e d " wave p o t e n t i a l . I n t h e f o l l o w i n g s e c t i o n s i t 
w i l l be shown t h a t i n p r a c t i c e a s i m p l e a p p r o x i m a t i o n o f t h e s e 
s e c o n d o r d e r p o t e n t i a l c o n t r i b u t i o n s may be u s e d . 

From t h e e x p r e s s i o n s (111-75) and (111-76) i t IS s een t h a t 
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I V . EVALUATION OF THE SECOND ORDER WAVE EXCITING FORCES 

I V ^ 1 ^ _ I n t r o d u c t i o n 

I n t h e p r e v i o u s s e c t i o n g e n e r a l e x p r e s s i o n s f o r t h e s e c o n d 
o r d e r wave e x c i t i n g f o r c e s and moments ha v e been o b t a i n e d b a s e d on 
t h e method o f d i r e c t i n t e g r a t i o n o f p r e s s u r e a c t i n g on t h e w e t t e d 
s u r f a c e o f a body. The e x p r e s s i o n s o b t a i n e d a r e , h o w e v e r , n o t i n 
a f o r m w h i c h i s e a s i l y u s e d f o r p r a c t i c a l a p p l i c a t i o n s . I n t h i s 
s e c t i o n i t w i l l be shown t h a t t h e s e c o n d o r d e r f o r c e s may be e x ­
p r e s s e d more c o n v e n i e n t l y i n t e r m s o f t i m e i n d e p e n d e n t q u a d r a t i c 
t r a n s f e r f u n c t i o n s by means o f w h i c h i t i s p o s s i b l e t o e x p r e s s t h e 
s e c o n d o r d e r wave e x c i t i n g f o r c e s i n t h e f r e q u e n c y domain i n t e r m s 
o f f o r c e s p e c t r a o r i n t h e t i m e domain as t i m e h i s t o r i e s o f s e c o n d 
o r d e r f o r c e s . 

The c omponents o f t h e t r a n s f e r f u n c t i o n s f o r t h e s e c o n d 
o r d e r f o r c e s w h i c h d e p e n d on f i r s t o r d e r q u a n t i t i e s c a n be e v a l u ­
a t e d u s i n g an e x i s t i n g m ethod o f c o m p u t a t i o n b a s e d on t h r e e - d i m e n ­
s i o n a l l i n e a r p o t e n t i a l t h e o r y o f w h i c h a b r i e f a c c o u n t w i l l be 
g i v e n . The c o n t r i b u t i o n s due t o s e c o n d o r d e r p o t e n t i a l e f f e c t s 
w i l l be d e t e r m i n e d by an a p p r o x i m a t i o n u s i n g r e s u l t s o f c o m p u t a ­
t i o n s b a s e d on t h e same method. C o m p a r i s o n s o f t h i s a p p r o x i m a t i o n 
w i t h some e x a c t r e s u l t s w i l l be g i v e n . O n l y t h e l o w f r e q u e n c y s e c ­
ond o r d e r f o r c e s a r e t r e a t e d h e r e . The same p r o c e d u r e a p p l i e s t o 
t h e l o w f r e q u e n c y s e c o n d o r d e r moments. 

I Y - 2 ^ _ T h e _ g u a d r a t i c _ t r a n s f e r _ f u n c t i o n 

I V . 2 . 1 . G e n e r a l 

I n t h i s s t u d y t h e t o t a l q u a d r a t i c t r a n s f e r f u n c t i o n i s 
s p l i t up i n c o n t r i b u t i o n s a r i s i n g f r o m t h e f o l l o w i n g c o m p o n e n t s o f 
e q u a t i o n ( 1 1 1 - 7 5 ) : 

I : F i r s t o r d e r r e l a t i v e wave e l e v a t i o n 

m 2 

-^SPg ƒ C; .n.dJl ( I V - 1 ) 
WL 
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I I : P r e s s u r e d r o p due t o f i r s t o r d e r v e l o c i t y 

-ƒ'/ - * 5 p | V $ ( 1 ) | 2 . n . d S ( I V - 2 ) 
S 0 

I l j / i P r e s s u r e due t o p r o d u c t o f g r a d i e n t o f f i r s t o r d e r 
p r e s s u r e and f i r s t o r d e r m o t i o n 

-ƒƒ - p ( X ( 1 ) . W 1 ' ) .ïï.dS ( I V - 3 ) 
S 0 

I V / : C o n t r i b u t i o n due t o p r o d u c t s o f f i r s t o r d e r a n g u l a r 
,/ m o t i o n s and i n e r t i a f o r c e s 

â ( 1 ) x ( M . X ( 1 ) ) (I V - 4 ) 
g 

V : C o n t r i b u t i o n due t o s e c o n d o r d e r p o t e n t i a l s 

-ƒƒ - p ( $ ( 2 ) + $ ' 2 ) ) , n . d S ( I V - 5 ) 

The p r o c e d u r e t o o b t a i n t h e q u a d r a t i c t r a n s f e r f u n c t i o n s o f t h e 
f o r c e s d e p e n d e n t on f i r s t o r d e r q u a n t i t i e s ( I , I I , I I I and IV) 
w i l l be i l l u s t r a t e d by t a k i n g t h e l o w f r e q u e n c y p a r t o f t h e l o n g i ­
t u d i n a l component o f t h e f o r c e c o n t r i b u t i o n due t o t h e r e l a t i v e 
wave e l e v a t i o n : 

2 
F i

l

2 ) = F < 2 ) ( t ) = - ƒ hpgzl.1' ( t , f t ) . n . U ) ,dft 
WL 

( I V - 6 ) 
i n w h i c h : 
ç^ 1' ( t , f t ) = t i m e d e p e n d e n t r e l a t i v e wave e l e v a t i o n i n a p o i n t ft 

a l o n g t h e w a t e r l i n e 
n ^ ( f t ) = d i r e c t i o n c o s i n e o f a l e n g t h e l e m e n t dft i n l o n g i t u d i ­

n a l d i r e c t i o n . 

I n i r r e g u l a r l o n g - c r e s t e d waves t h e e l e v a t i o n , t o f i r s t o r d e r , o f 
t h e i n c o m i n g u n d i s t u r b e d waves - r e f e r r e d t o t h e mean p o s i t i o n o f 
t h e c e n t r e o f g r a v i t y o f t h e f l o a t i n g body - may be w r i t t e n a s : 

N (1) ( 1) C ( t ) = I c • . c o s f u . t + e.) ( I V - 7 ) 
i = l 1 1 x 
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The f i r s t o r d e r r e l a t i v e wave e l e v a t i o n a t a p o i n t I on t h e w a t e r -
l i n e o f t h e body may be w r i t t e n as f o l l o w s : 

11 1 N n i ( i i ' 

i = l i i 

( I V - 8 ) 
i n w h i c h : 
c j 1 ' = a m p l i t u d e o f i - t h r e g u l a r wave component 

= random p h a s e u n i f o r m l y d i s t r i b u t e d o v e r 0 - 2TT 

(iK = f r e q u e n c y o f i - t h component 
(1) ' 

C = t r a n s f e r f u n c t i o n o f t h e a m p l i t u d e o f t h e f i r s t o r d e r 
r e l a t i v e wave e l e v a t i o n a t p o i n t SL i n t h e w a t e r l i n e 

e r (£) = p h a s e a n g l e o f t h e r e l a t i v e wave e l e v a t i o n a t p o i n t Í 

r e l a t e d t o t h e u n d i s t u r b e d wave c r e s t p a s s i n g t h e c e n ­
t r e o f g r a v i t y . 

S u b s t i t u t i o n o f ( I V - 8 ) i n e q u a t i o n ( I V - 6 ) l e a d s t o : 

(2) N N (1) (1) F ; z ; ( t ) = 1 1 z\ 1 J .P. . . cos{ (ui. -ü).)t + (e. -£,)} + 
i = l j = l : 3 

N N (1) (1) + £ E . Q . . . s i n { (w, - u . ) t + (E. - E . ) } + 
i = l j = l J 1 3 

+ h i g h f r e q u e n c y t e r m s 
( I V - 9 ) 

where P ^ j and Q^^ a r e t h e i n - p h a s e and o u t - o f - p h a s e c omponents o f 
t h e t i m e i n d e p e n d e n t t r a n s f e r f u n c t i o n w i t h : 

P . = P(ÜJ Í >ÜJ.) = ƒ %pgc' (A).c' U).COS{E U ) + 
J J WL i j i 

- £ r ( l ) } n 1 ( A ) . c U 
3 ( I V - 1 0 ) 

Q i i = Q(a) i,w.) = - ƒ \pgr,± ( A ) . ? ' U ) . s i n { e (SL) + 
WL i j i 

- E R (A) >n 1 (SL) .dSL 
1 ( I V - 1 1 ) 
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T a k i n g t h e l o w f r e q u e n c y p a r t o f t h e s q u a r e o f t h e wave e l e v a t i o n 
g i v e n by e q u a t i o n ( I V - 7 ) r e s u l t s i n : 

C ( 1 ) 2 ( t ) „ = 1 1 fccí^.ci^.cosÜw, - w - ) t + (E. - £ . ) } 
i = l j = l J J 

(IV-12) 

C o m p a r i s o n w i t h e q u a t i o n ( I V - 9 ) shows t h a t P ^ j and Q^^ a r e t r a n s ­
f e r f u n c t i o n s w h i c h g i v e t h a t p a r t o f t h e wave d r i f t i n g f o r c e 
w h i c h i s i n - p h a s e a n d o u t - o f - p h a s e r e s p e c t i v e l y w i t h t h e low f r e ­
q u e n c y p a r t o f t h e s q u a r e o f t h e i n c i d e n t wave e l e v a t i o n . 

I t w i l l be c l e a r t h a t s i m i l a r d e v e l o p m e n t s c a n be made f o r 
o t h e r c o n t r i b u t i o n s t o t h e wave d r i f t i n g f o r c e s w h i c h d e p e n d o n l y 
on f i r s t o r d e r q u a n t i t i e s . The t o t a l i n - p h a s e and o u t - o f - p h a s e 
t x a n a f e x _ j E a i n c t i D n s . . . a r e f o u n d by s i m p l e s u m m a t i o n o f t h e c o n t r i b u ­
t i o n s ....from t h e f i v e c o m p o n e n t s . The wave d r i f t i n g f o r c e s , may t h u s 
be p r e s e n t e d as t r a n s f e r f u n c t i o n s w h i c h , as c a n be s e e n f r o m t h e 
a f o r e g o i n g , a r e a f u n c t i o n o f two f r e q u e n c i e s . I n g e n e r a l t h e q u a ­
d r a t i c t r a n s f e r f u n c t i o n s w i l l a l s o be f u n c t i o n s o f t h e d i r e c t i o n 
o f t h e w a v e s . 

I V . 2 . 2 . E v a l u a t i o n o f t h e co m p o n e n t s d e p e n d e n t on f i r s t o r d e r 
q u a n t i t i e s 

E v a l u a t i o n o f t h e s e c o m p o n e n t s o f t h e q u a d r a t i c t r a n s f e r 
f u n c t i o n s o f t h e l o w f r e q u e n c y wave d r i f t i n g f o r c e s r e q u i r e s d e ­
t a i l e d k n o w l e d g e o f t h e f i r s t o r d e r v e s s e l m o t i o n s and f l u i d mo­
t i o n s . As c a n be s e e n f r o m e q u a t i o n s ( I V - 1 0 ) a nd ( I V - 1 1 ) k n o w l e d g e 
o f t h e f i r s t o r d e r a m p l i t u d e a n d p h a s e t r a n s f e r f u n c t i o n s as a 
f u n c t i o n o f t h e wave f r e q u e n c y a r e s u f f i c i e n t t o e v a l u a t e t h e s e 
c o m p o n e n t s o f t h e q u a d r a t i c t r a n s f e r f u n c t i o n s . 

A n u m e r i c a l m e t h o d by means o f w h i c h s u c h d e t a i l e d i n f o r ­
m a t i o n may be o b t a i n e d ( u s i n g a d i s t r i b u t i o n o f s o u r c e s o v e r t h e 
mean w e t t e d s u r f a c e o f t h e body) has been d e v e l o p e d by B o r e e l 
[ I V - 1 ] a n d Van O o r t m e r s s e n [ I V - 2 ] . A b r i e f d e s c r i p t i o n o f t h i s 
m e thod i s g i v e n i n A p p e n d i x A. The c o m p u t e r p r o g r a m DIFFRAC b a s e d 
on t h e t h e o r y g i v e n i n t h i s a p p e n d i x h a s been u s e d t o e v a l u a t e 
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c 

t h e s e c o m p o n e n t s o f t h e q u a d r a t i c t r a n s f e r f u n c t i o n s . 

I V . 2 . 3 . C o n t r i b u t i o n o f t h e s e c o n d o r d e r p o t e n t i a l 

I V i 2 i 3 i l i _ G e n e r a l 

When a body i s f l o a t i n g i n a r e g u l a r wave g r o u p c o n s i s t i n g 
o f two r e g u l a r waves w i t h f r e q u e n c i e s OĴ  and cô  p a r t o f t h e s e c o n d 
o r d e r wave e x c i t i n g f o r c e s a r e due t o s e c o n d o r d e r v e l o c i t y p o t e n -

(2 ) (2 ) 
t i a l s $ and <J>, as was a l r e a d y i n d i c a t e d i n c h a p t e r I I I . The 

W d (2) 
s e c o n d o r d e r p o t e n t i a l $ w h a s t o be d e t e r m i n e d t a k i n g i n t o a c ­
c o u n t t h e f o l l o w i n g b o u n d a r y c o n d i t i o n s a t t h e mean f r e e s u r f a c e : 

g * ( 2 ) + $ ( 2 ) = - 2 . V $
( 1 ) . V ^ 1 )

 + + i *Hl ) w w t t t t X 3 X 3 g t t X 3 

3 
: i v - i 3 ) 

i n w h i c h # ^ r e p r e s e n t s t h e t o t a l f i r s t o r d e r p o t e n t i a l c o n t a i n ­
i n g t h e c o n t r i b u t i o n s f r o m t h e u n d i s t u r b e d i n c o m i n g w a v e s , d i f ­
f r a c t e d waves and waves due t o f i r s t o r d e r body m o t i o n s . The c o r ­
r e s p o n d i n g b o u n d a r y c o n d i t i o n f o r t h e s e c o n d o r d e r d i f f r a c t i o n 

(2 ) 
p o t e n t i a l $^ i s as f o l l o w s : 

(2) (2 ) 
g $ d + $ d = 0 ( I V - 1 4 ) 

x 3 11 

(2 ) 
The s e c o n d o r d e r d i f f r a c t i o n p o t e n t i a l $^ a l s o has t o s a t i s f y 
t h e f o l l o w i n g b o u n d a r y c o n d i t i o n a t t h e s u r f a c e o f t h e body i n t h e 
mean p o s i t i o n : 

V4>< 2 ).n = - V * ( 2 ) . n - - { (X ( 1 > . V ) . V* ( 1 » }n + ( V ( 1 ) - V * ( 1 ) ) N ( 1 ) 

u w 

( I V - 1 5 ) 

B e s i d e s t h e s e c o n d i t i o n s o t h e r b o u n d a r y c o n d i t i o n s d i s c u s s e d i n 
c h a p t e r I I I h a v e t o be s a t i s f i e d . H o wever, f o r t h e d i s c u s s i o n i n 
t h i s s e c t i o n o n l y t h e above c o n d i t i o n s a r e r e l e v a n t . 
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As c a n be s e e n f r o m e q u a t i o n ( I V - 1 4 ) t h e s e c o n d o r d e r d i f -
(2 ) 

f r a c t i o n p o t e n t i a l $^ s a t i s f i e s t h e f r e e s u r f a c e b o u n d a r y c o n d i ­
t i o n w h i c h i s a p p l i c a b l e t o n o r m a l f i r s t o r d e r p o t e n t i a l s . T h i s 
means t h a t i n p r i n c i p l e t h e same n u m e r i c a l t e c h n i q u e s as i n d i c a t e d 
i n A p p e n d i x A c a n be u s e d t o d e t e r m i n e t h i s p o t e n t i a l f o r a r b i ­
t r a r y body s h a p e s . 

The b o u n d a r y c o n d i t i o n s a t t h e mean p o s i t i o n o f t h e body 
g i v e n i n e q u a t i o n ( I V - 1 5 ) c o n t a i n s f i r s t o r d e r c o n t r i b u t i o n s w h i c h 
a r e known on t h e b a s i s o f t h e f i r s t o r d e r s o l u t i o n a n d an unknown 
s e c o n d o r d e r c o n t r i b u t i o n due t o t h e " u n d i s t u r b e d " s e c o n d o r d e r 

(2) 
p o t e n t i a l <t>w w h i c h h a s f i r s t t o be d e t e r m i n e d t a k i n g i n t o a c ­
c o u n t t h e non-homogeneous f r e e s u r f a c e b o u n d a r y c o n d i t i o n ( I V - 1 3 ) . 

(2 ) 
T h i s b o u n d a r y c o n d i t i o n p r e s c r i b e s t h e b e h a v i o u r o f $ w o v e r t h e 
c o m p l e t e mean f r e e s u r f a c e . .No e l e m e n t a r y s o l u t i o n s f o r t h i s po­
t e n t i a l a r e known f o r t h e g e n e r a l t h r e e - d i m e n s i o n a l c a s e . T h i s i s 
due t o t h e c o m p l e x i t y o f t h e r i g h t - h a n d s i d e o f t h e f r e e s u r f a c e 
b o u n d a r y c o n d i t i o n e q u a t i o n ( I V - 1 3 ) . 

I n t h e t h r e e - d i m e n s i o n a l c a s e o f a v e s s e l f l o a t i n g i n a 
wave f i e l d c o n s i s t i n g o f two r e g u l a r waves w i t h f r e q u e n c i e s ta« and 
o>, a p p r o a c h i n g f r o m t h e same d i r e c t i o n t h e t o t a l f i r s t o r d e r po-

(1) 
t e n t i a l $ w i l l c o n t a i n c o n t r i b u t i o n s o f t h e two l o n g - c r e s t e d 
i n c o m i n g r e g u l a r waves and a c o m p l e x p a t t e r n o f c y l i n d r i c a l o u t ­
g o i n g waves due t o d i f f r a c t i o n and body m o t i o n e f f e c t s . The r i g h t -
h a n d s i d e o f t h e non-homogeneous f r e e s u r f a c e c o n d i t i o n o f e q u a ­
t i o n ( I V - 1 3 ) c o n t a i n s p r o d u c t s o f p o t e n t i a l s a s s o c i a t e d w i t h t h e s e 
l o n g - c r e s t e d i n c o m i n g and o u t g o i n g c y l i n d r i c a l w a v e s . As shown i n c h a p t e r I I I , t h e p o t e n t i a l $ 
p a r t s : 

(2) c a n be s p l i t i n t o t h e f o l l o w i n g 

(2) = (2) + (2) + (2) + (2) + (2) 
w ww dd bb wd wb 

>*2) dw (2) 
db 

A2) 
bw 

t i 2 ) ( I V - 1 6 ) 

i n w h i c h : 
„(2) = s e c o n d o r d e r p o t e n t i a l a s s o c i a t e d w i t h t h e u n d i s ­

t u r b e d i n c o m i n g f i r s t o r d e r wave p o t e n t i a l 
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ed w i t h t h e 
t o body mot 
ed w i t h i n t 

(2) (2) $ 1 - 1 » * i \ = s e c o n d o r d e r p o t e n t i a l s a s s o c dd bb 
d i f f r a c t i o n waves and waves d 

(2) (2) $ ' $, , = s e c o n d o r d e r p o t e n t i a l s a s s o c wd bd r 

b e t w e e n i n c o m i n g waves and o u t g o i n g w aves. 

(2 ) 
Of t h e s e p o t e n t i a l s an a n a l y t i c a l s o l u t i o n i s o n l y known f o r $ 

r j ww 
The o t h e r p o t e n t i a l s may be w r i t t e n as c o m p l i c a t e d t w o - d i m e n s i o n a l 
F o u r i e r i n t e g r a l s . E v a l u a t i o n o f s u c h i n t e g r a l s , h o w e v e r , p r e s e n t s 
a c o n s i d e r a b l e c o m p u t a t i o n a l p r o b l e m . T h e r e f o r e we p r e f e r a de­
s c r i p t i o n i n t e r m s o f a s o u r c e d i s t r i b u t i o n . I n o r d e r t o s o l v e t h e 

(2 ) s e c o n d o r d e r p o t e n t i a l $ a c o n s i d e r a b l e i n c r e a s e i n t h e number r w 
o f s o u r c e s i s n e c e s s a r y . The g e n e r a l p r o c e d u r e u s i n g t h i s n u m e r i ­
c a l t e c h n i q u e w i l l be d e s c r i b e d h e r e b r i e f l y . F i r s t l y , a s o u r c e 
d i s t r i b u t i o n i s d e f i n e d o v e r t h e mean w e t t e d s u r f a c e o f t h e v e s s e l 
and o v e r t h e mean f r e e s u r f a c e i n t h e v i c i n i t y o f t h e v e s s e l . I n 
t h e n u m e r i c a l method d e s c r i b e d i n A p p e n d i x A t h e G r e e n ' s f u n c t i o n 
c h o s e n f o r t h e e l e m e n t a r y s o u r c e s w h i c h a r e d i s t r i b u t e d o v e r t h e 
mean s u r f a c e o f t h e v e s s e l s a t i s f i e s t h e homogeneous f r e e s u r f a c e 
c o n d i t i o n e q u a t i o n ( I V - 1 4 ) . The s o u r c e d i s t r i b u t i o n o v e r t h e f r e e 
s u r f a c e c a n n o t make u s e o f t h e same f o r m u l a t i o n f o r t h e e l e m e n t a r y 
s o u r c e s i n c e i n t h a t c a s e t h e non-homogeneous f r e e s u r f a c e c o n d i ­
t i o n e q u a t i o n ( I V - 1 3 ) c a n n o t be s a t i s f i e d . I n s t e a d we may c h o o s e 
t h e e l e m e n t a r y s o u r c e f u n c t i o n o f t h e — - t y p e , w h i c h c o r r e s p o n d s 
t o t h e f i r s t two t e r m s o f e q u a t i o n (A-7) g i v e n i n A p p e n d i x A. 
T h i s t y p e o f s o u r c e s a t i s f i e s o n l y t h e e q u a t i o n o f c o n t i n u i t y 
e q u a t i o n (111-23) and t h e k i n e m a t i c c o n d i t i o n e q u a t i o n (111-29) 
a t t h e s e a f l o o r . The e x t e n t o f t h e d i s t r i b u t i o n o v e r t h e f r e e 
s u r f a c e w i l l be t h e r e s u l t o f a c o m p r o m i s e b e t w e e n t h e m a g n i t u d e 
o f t h e e r r o r i n t h e r e s u l t s due t o t h e t r u n c a t i o n some d i s t a n c e 
away f r o m t h e v e s s e l and t h e i n c r e a s e i n c o m p u t a t i o n t i m e s . S e c o n d ­
l y , t h e f i r s t o r d e r s o l u t i o n s o b t a i n e d f o r two r e g u l a r waves w i t h 
f r e q u e n c y oij and a r e u s e d t o compute t h e v a l u e s o f t h e s e c o n d 
o r d e r f r e e s u r f a c e c o n d i t i o n s o f e q u a t i o n ( I V - 1 3 ) a t t h e c e n t r e 
o f t h e s o u r c e s d i s t r i b u t e d o v e r t h e f r e e s u r f a c e . S i n c e t h e s o u r c e 
d i s t r i b u t i o n o v e r t h e h u l l o f t h e v e s s e l s a t i s f i e s t h e homogeneous 
f r e e s u r f a c e c o n d i t i o n e q u a t i o n ( I V - 1 4 ) t h e s e do n o t c o n t r i b u t e 
t o t h e s o u r c e s t r e n g t h s i n t h e f r e e s u r f a c e . The s o u r c e s t r e n g t h 
i n t h e f r e e s u r f a c e may t h e r e f o r e be s o l v e d w i t h o u t c o n s i d e r a t i o n 
o f t h e s o u r c e d i s t r i b u t i o n o v e r t h e h u l l s u r f a c e . The non-homoge-
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neous f r e e s u r f a c e c o n d i t i o n e q u a t i o n ( I V - 1 3 ) l e a d s t o a s e t o f 
s i m u l t a n e o u s e q u a t i o n s w h i c h a r e l i n e a r i n t h e unknown s o u r c e 
s t r e n g t h o f t h e f r e e s u r f a c e s o u r c e s w h i c h i s s o l v e d by s t a n d a r d 

( 2 ) 
t e c h n i q u e s . T h i s s o l v e s t h e unknown p o t e n t i a l <I> . H a v i n g s o l v e d (2) W (2) $^ t h e r i g h t - h a n d s i d e o f t h e b o u n d a r y c o n d i t i o n f o r <J>̂  a t t h e 
mean p o s i t i o n o f t h e h u l l o f t h e v e s s e l e q u a t i o n ( I V - 1 5 ) can be 

(2) 
e v a l u a t e d and $ j s o l v e d by t h e method d e s c r i b e d i n A p p e n d i x A. 

( 2 ) (2 ) 
H a v i n g s o l v e d b o t h p o t e n t i a l s $ w and $^ t h e c o n t r i b u t i o n o f 
t h e s e p o t e n t i a l s t o t h e s e c o n d o r d e r f o r c e s c a n be e v a l u a t e d by 
means o f e q u a t i o n ( I V - 5 ) . 

The p r o c e d u r e g i v e n h e r e i n d i c a t e s t h a t f o r t h e s e c o n d o r ­
d e r p o t e n t i a l s r e s u l t s can be o b t a i n e d u s i n g n u m e r i c a l a p p r o x i m a ­
t i o n t e c h n i q u e s . I t w i l l be a p p r e c i a t e d , h o w e v e r , t h a t t h e compu­
t a t i o n a l e f f o r t t o o b t a i n r e s u l t s f o r t h i s c o n t r i b u t i o n w i l l be 
c o n s i d e r a b l e s i n c e t h e above p r o c e d u r e must be r e p e a t e d f o r a l l 
r e l e v a n t c o m b i n a t i o n s o f f r e q u e n c i e s u and w~. A d v a n t a g e c a n , how 

( 2 ) 
e v e r , be g a i n e d o f t h e f a c t t h a t t h e b a s i c s o l u t i o n o f $^ n e e d 
o n l y be o b t a i n e d once f o r e v e r y s e r i e s o f c o m b i n a t i o n s o f a>, and 
ix>2 w h i c h y i e l d t h e same d i f f e r e n c e f r e q u e n c y ui^ - • F o r t h e p r e ­
s e n t work a d i f f e r e n t , more s i m p l i f i e d a p p r o a c h has been f o l l o w e d 
i n o r d e r t o a p p r o x i m a t e t h e c o n t r i b u t i o n o f t h e s e c o n d o r d e r p o t e n 
t i a l t o t h e s e c o n d o r d e r f o r c e s . 

IYJ.2 J, 3^2 ^ _ A p p r o x i m a t i o n _ f o r _ t h e _ c o n t r i b u t i o n _ o f _ t h e _ s e c o n d _ o r d e r 
p o t e n t i a l 

The a p p r o x i m a t i o n i s b a s e d on t h e a s s u m p t i o n t h a t t h e m a j o r 
p a r t o f t h e low f r e q u e n c y s e c o n d o r d e r f o r c e due t o t h e s e c o n d o r ­
d e r p o t e n t i a l i s t h e wave e x c i t i n g f o r c e component due t o t h e c o n -

(2) t r i b u t i o n $ o f t h e u n d i s t u r b e d i n c o m i n g waves t o t h e s e c o n d o r -ww 
d e r p o t e n t i a l , t h u s a s s u m i n g t h a t t h e f i r s t o r d e r d i f f r a c t i o n and 
body m o t i o n p o t e n t i a l s $ c^ 1' and $ v 1 ' a r e s m a l l r e l a t i v e t o t h e un­
d i s t u r b e d wave p o t e n t i a l O^1'. T h i s means t h a t i n t h e r i g h t - h a n d 
s i d e o f t h e f r e e s u r f a c e b o u n d a r y c o n d i t i o n o f e q u a t i o n ( I V - 1 3 ) 
o n l y t e r m s i n v o l v i n g t h e f i r s t o r d e r v e l o c i t y p o t e n t i a l o f 
t h e u n d i s t u r b e d i n c o m i n g waves r e m a i n . The s e c o n d o r d e r p o t e n t i a l 
w h i c h s a t i s f i e s t h i s b o u n d a r y c o n d i t i o n and t h e b o u n d a r y c o n d i t i o n 
a t t h e s e a f l o o r o f e q u a t i o n (111-29) as w e l l as t h e e q u a t i o n o f 
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c o n t i n u i t y (111-25) has been g i v e n by Bowers [ I V - 3 ] . We now c o n ­
s i d e r a r e g u l a r wave g r o u p t r a v e l l i n g i n t h e p o s i t i v e X ^ - d i r e c t i o n 
c o n s i s t i n g o f two r e g u l a r waves w i t h f r e q u e n c i e s 10̂  and to. w i t h 

^155j > (ST^ The f i r s t o r d e r v e l o c i t y p o t e n t i a l a s s o c i a t e d w i t h t h e s e 
waves i s : 

. , 2 9 c o s h k (X +h) 
$ ; = - T. — 1 i u s i n ( k . X , - u . t + e . ; w to. c o s h k.h 1 1 l — i ' i = l l l 

( I V - 1 7 ) 

The low f r e q u e n c y component o f t h e s e c o n d o r d e r v e l o c i t y p o t e n t i a l 
a s s o c i a t e d w i t h t h e s e waves i s as f o l l o w s : 

m 2 2 . c o s h { (k - k ) ( X , +h) } 
$ = - £ E C U , C • 'A. . 1,, J f u • 
ww i = 1 j = 1 * i * j 13 c o s h ( k i - k . j h 

• s i n { ( k ± - k j ) X 1 - (,U>1 - 0 ) j ) t + ( c ± - E j ) } 

( I V - 1 8 ) 

i n w h i c h Â _. i s a c o e f f i c i e n t d e p e n d i n g on , to. and t h e w a t e r 
d e p t h h: 

B. . + C. , 
A = % g 2 j U ^ 

J (to. -to.) - (k. - k . ) g t a n h ( k . - k . ) h 1 : 1 3 1 

i n w h i c h : 

B 
1, 2 , 2 k . k . 

1 J _ 
1 ^ to. c o s h 2 k.h to. c o s h 2 k.h 

1 1 : ] 

2k. k. (10. - 0 ) . ) (1 + t a n h k.h t a n h k.h) 
q — 1 J i 3 

i j 0 ) i 0)j 

( I V - 1 9 ) 

( I V - 2 0 ) 

( I V - 2 i : 
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The l o w f r e q u e n c y component o f t h i s s e c o n d o r d e r p o t e n t i a l 
r e p r e s e n t s a l o n g wave w h i c h i s i n d u c e d by t h e p r e s e n c e o f t h e r e g 
u l a r wave g r o u p . The p h a s e o f t h i s l o n g wave r e l a t i v e t o t h e r e g u ­
l a r wave g r o u p i s s u c h t h a t i t h a s a t r o u g h where t h e wave g r o u p 
a t t a i n s i t s maximum wave h e i g h t . T h i s i s shown i n F i g u r e I V - 1 . 

ENVELOPE OF GROUP 

F i g . I V - 1 Wave due t o s e c o n d o r d e r p o t e n t i a l o f a wave g r o u p . 

The p o t e n t i a l a s s o c i a t e d w i t h s u c h a wave does n o t s a t i s f y t h e 
b o u n d a r y c o n d i t i o n on t h e body w h i c h f o r t h e s i m p l i f i e d c a s e i s 
assumed t o be e q u i v a l e n t t o t h e n o r m a l f i r s t o r d e r b o u n d a r y c o n d i ­
t i o n . T h i s means t h a t i n t h e r i g h t - h a n d s i d e o f e q u a t i o n ( I V - 1 5 ) 
f i r s t o r d e r c o n t r i b u t i o n s a r e n e g l e c t e d . 

As shown i n c h a p t e r I I I t h e s e c o n d o r d e r d i f f r a c t i o n p o t e n -
( 2 ) 

t i a l <t>̂  s a t i s f i e s t h e e q u a t i o n o f c o n t i n u i t y , t h e b o u n d a r y c o n ­
d i t i o n a t t h e s e a f l o o r , t h e r a d i a t i o n c o n d i t i o n and t h e homoge­
neous f r e e s u r f a c e c o n d i t i o n : 

g * x + » t t = 0 ( I V - 2 2 ) 

T h i s l a s t c o n d i t i o n g i v e s r i s e t o t h e w e l l known d i s p e r s i o n r e l a ­
t i o n s h i p : 

OÙ2 = k g t a n h k h ( I V - 2 3 ) 

The i n c o m i n g waves due t o t h e l o w f r e q u e n c y s e c o n d o r d e r p o t e n t i a l 
h a v e a wave number e q u a l t o k. - k. and wave f r e q u e n c y e q u a l t o 
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UK - u)j . These waves do n o t obey t h e d i s p e r s i o n e q u a t i o n ( I V - 2 3 ) . 

I f t h e i n c o m i n g waves ha v e a f r e q u e n c y o f - Wj t h e n t h e 
d i f f r a c t e d waves ha v e t h e same f r e q u e n c y b u t t h e wave number w i l l 
be a c c o r d i n g t o t h e r e l a t i o n s h i p : 

2 
(io i - t a . J = k g t a n h kh ( I V - 2 4 ) 

I n o r d e r t o s i m p l i f y t h e s i t u a t i o n we a l l o w t h e d i f f r a c t e d 
waves t o have t h e same wave number k. - k. as t h e i n c o m i n q waves. 

i l y 

T h i s means t h a t d i f f e r e n c e s w i l l o c c u r i n t h e d i f f r a c t e d waves 
f u r t h e r away f r o m t h e v e s s e l . C l o s e t o t h e body t h e s i t u a t i o n w i l l 
be s i m i l a r s i n c e t h e b o u n d a r y c o n d i t i o n a t t h e body s t i l l h a s t o 
be s a t i s f i e d . The r e a s o n f o r t h i s a l t e r a t i o n i n wave number o f t h e 
d i f f r a c t e d waves w i l l be a p p a r e n t f r o m t h e f o l l o w i n g . 

We h a v e r e d u c e d t h e p r o b l e m t o t h e s i t u a t i o n where we ha v e 
t o d e t e r m i n e t h e wave e x c i t i n g f o r c e on t h e body d-ue t o a wave 
w h i c h has a v e l o c i t y p o t e n t i a l as g i v e n by e q u a t i o n ( I V - 1 8 ) w h i l e 
we a l l o w t h e d i f f r a c t e d waves t o ha v e t h e same wave number and 
f r e q u e n c y as t h e i n c o m i n g waves. T h i s i s s o l v e d by c o n s i d e r i n g t h e 
o r d i n a r y f i r s t o r d e r wave e x c i t i n g f o r c e F ' 1 ^ on t h e body i n a 
r e g u l a r wave w i t h wave number k e q u a l t o k. - k. i n an o r d i n a r y 

l ] 1 

g r a v i t y f i e l d w i t h g as c o n s t a n t o f g r a v i t y . F o r s u c h a c a s e t h e 
a s s o c i a t e d wave f r e q u e n c y co w i l l be i n a c c o r d a n c e w i t h t h e d i s p e r ­
s i o n r e l a t i o n s h i p o f e q u a t i o n ( I V - 2 3 ) . The f r e q u e n c y o f t h i s wave 
c a n be made e q u a l t o t h e f r e q u e n c y LO^ - cô  o f t h e s e c o n d o r d e r 
waves by s e l e c t i n g a d i f f e r e n t v a l u e f o r t h e c o n s t a n t o f g r a v i t y : 

i < 2 

( (iK - (0 . ) 
g i j = ( k ± - k j ) t a n h ( k ± - k j ) h ( I V - 2 5 ) 

S i n c e t h e wave e x c i t i n g f o r c e i s p r o p o r t i o n a l t o t h e c o n s t a n t o f 
g r a v i t y t h e i n i t i a l f o r c e F ^ 1 ' w i t h wave w i t h f r e q u e n c y to, w h i c h 
f o l l o w s f r o m e q u a t i o n ( I V - 2 3 ) , becomes a s e c o n d o r d e r f o r c e w i t h 
f r e q u e n c y to^ - <o_j by s i m p l y a p p l y i n g t h e f a c t o r : 

h i 
n i j = g (IV-26) 
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t o t h e i n i t i a l f o r c e . T h i s does n o t c o m p l e t e t h e t r a n s f o r m a t i o n , 
h o w e v e r , s i n c e , b e s i d e s s a t i s f y i n g t h e r e q u i r e m e n t t h a t wave num­
b e r and wave f r e q u e n c y be e q u a l , t h e a m p l i t u d e s o f t h e p o t e n t i a l s 
must be e q u a l . A f t e r t h e a l t e r a t i o n o f t h e c o n s t a n t o f g r a v i t y t h e 
t r a n s f o r m e d p o t e n t i a l o f t h e f i r s t o r d e r r e g u l a r wave i s : 

X, { 1 ] g. . c o s h { (k . - k . ) (X. + h) } 
* = - N u ^ s i n { ( k . - k . ) X . + 

(OJ^ - oj. ) c o s h ( k ^ - k j ) h 1 j 1 

- (o) i - to. ) t + ( e i - £j ) } 

(I V - 2 7 ) 

The a m p l i t u d e o f t h e s e c o n d o r d e r p o t e n t i a l i s g i v e n i n e q u a t i o n 
( I V - 1 8 ) . E q u a l i t y o f t h e a m p l i t u d e s means t h a t : 

(1) 

,S = Z
{ 1 \ U ) A ( I V - 2 8 ) 

T h i s means t h a t t h e f i r s t o r d e r wave a m p l i t u d e must be s e l e c t e d 
s o t h a t : 

.,, ,.. ,,,A . . ( o o . - oj.) 
= ~ 3- ( I V - 2 9 ) 

The f i r s t o r d e r f o r c e F i s d e t e r m i n e d f o r a v a l u e o f u n i t y f o r 
C ' 1 ' . S i n c e f o r c e s a r e p r o p o r t i o n a l t o t h e wave a m p l i t u d e e q u a t i o n a 
I V - 2 9 ) g i v e s a s e c o n d c o r r e c t i o n f a c t o r w h i c h h as t o be a p p l i e d 
3 1 
( 2 : 

t o t h e f o r c e F ' 1 ^ i n o r d e r t o g i v e t h e r e q u i r e d s e c o n d o r d e r f o r c e 
F 

F ( 2 ) = n . . ^ ^ ^ — i L F ( D ( I V _ 3 0 ) 

13 iD 9 i j 

w h i c h t a k i n g i n t o a c c o u n t e q u a t i o n ( I V - 2 2 ) g i v e s : 

F . ( 2 ) = f . . . F ( 1 ) ( I V - 3 1 ) 
ID ID 

where: 
?

( 1 ) C ( , ) A . . k -oo.) 
f . . = — J ^ 2_ (IV - 3 2 ) 

i : g 
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IV^2^3i3i_Comgarison_between_the 
m a t i o n 

I t c a n be shown t h a t t h i s m ethod o f a p p r o x i m a t i o n g i v e s 
e x a c t r e s u l t s i n two s i m p l e c a s e s and g i v e s a r e a s o n a b l e a p p r o x i ­
m a t i o n f o r a t h i r d , more p r a c t i c a l , c a s e . 

The f i r s t c a s e c o n c e r n s t h e s e c o n d o r d e r p r e s s u r e due t o 
t h e s e c o n d o r d e r p o t e n t i a l i n u n d i s t u r b e d i r r e g u l a r waves i n a 
p o i n t X-j = - a b e l o w t h e s t i l l w a t e r l e v e l . The s e c o n d o r d e r p r e s ­
s u r e i s : 

(2 ) (2 ) 
p' ' = - p * ^ ( I V - 3 3 ) 

F o r t h e low f r e q u e n c y component g i v e n i n e q u a t i o n ( I V - 1 8 ) t h e am­
p l i t u d e o f t h e p r e s s u r e i s : 

m m m c o s h { (k - k ) ( - a + h ) } 
P = PC- 'C- A. . (to. - to.) tn J , re 
r i ] 1 3 i l i ] coshfk.^ - k . ) h 

(I V - 3 4 ) 

F o r t h e f i r s t o r d e r p o t e n t i a l t h e p r e s s u r e f o l l o w s f r o m : 

P U ) - -p*^ ( I V - 3 5 ) 

The a m p l i t u d e o f t h e p r e s s u r e u s i n g a f i r s t o r d e r p o t e n t i a l compo 
n e n t o f t h e t y p e g i v e n i n e q u a t i o n ( I V - 1 7 ) , u n i t wave a m p l i t u d e 
L ' 1' and wave number k. - k. i s : a i 3 

, j . c o s h { ( k . - k . ) ( - a + h ) } 
p a = ™ c o s h ( k . J - k . ) h ( I V " 3 6 ) 

i 3 

U s i n g t h e c o e f f i c i e n t f ^ g i v e n i n e q u a t i o n ( I V - 3 2 ) g i v e s t h e f o l 
l o w i n g a p p r o x i m a t i o n f o r t h e s e c o n d o r d e r p r e s s u r e a m p l i t u d e : 

I n ( 2 ) _ n r U ) r U ) f i , , c o s h { ( k i - k ) ( - a + h ) } 
J p.. - PC. C j A . ^ ^ - t O j ) c o s h ( k , 3 - k j ) h 

*" " (IV-37) 

* S T - '3 
50 



w h i c h e q u a l s t h e e x a c t v a l u e g i v e n i n e q u a t i o n ( I V - 3 4 ) . The r e a s o n 
f o r t h i s i s t h a t o t h e r c o n t r i b u t i o n s t o t h e e x a c t v a l u e w h i c h a r e 
n e g l e c t e d i n t h e a p p r o x i m a t i o n ( t h o s e due t o d i f f r a c t i o n and body 
m o t i o n s ) a r e i n t h i s c a s e z e r o . 

The s e c o n d c a s e c o n c e r n s t h e h o r i z o n t a l l o w f r e q u e n c y wave 
d r i f t i n g f o r c e , due t o t h e s e c o n d o r d e r p o t e n t i a l , a c t i n g on a 
v e r t i c a l w a l l i n deep w a t e r . I t can be shown t h a t t h e a p p r o x i m a ­
t i o n i s a l s o e q u a l t o t h e e x a c t r e s u l t i n t h i s c a s e . The r e a s o n 
f o r t h i s i s t h a t t h e f i r s t o r d e r i n c o m i n g waves and t h e f i r s t o r ­
d e r o u t g o i n g waves a r e i d e n t i c a l ( t o t a l r e f l e c t i o n ) and t h e l o w 
f r e q u e n c y component o f t h e t o t a l s e c o n d o r d e r p o t e n t i a l c o n s i s t s 
o f a c o n t r i b u t i o n a s s o c i a t e d w i t h t h e u n d i s t u r b e d i n c o m i n g waves 
and a c o n t r i b u t i o n due t o t h e o u t g o i n g d i f f r a c t i o n waves. S i n c e 
t h e a p p r o x i m a t i o n g i v e s t h e e x a c t v a l u e f o r t h e s e c o n d o r d e r p o t e n ­
t i a l a s s o c i a t e d w i t h t h e i n c o m i n g waves i t a l s o g i v e s t h e e x a c t 
v a l u e f o r t h e s e c o n d o r d e r p o t e n t i a l a s s o c i a t e d w i t h t h e o u t g o i n g 
waves and h e n c e t h e a p p r o x i m a t i o n i s a l s o t h e e x a c t v a l u e . 

The t h i r d e x a m p l e c o n c e r n s t h e t w o - d i m e n s i o n a l c a s e o f a 
f r e e f l o a t i n g c y l i n d e r i n beam waves as p r e s e n t e d by F a l t i n s e n and 
LszSken [ l V - 4 l . T h e s e a u t h o r s s o l v e d t h e s e c o n d o r d e r p r o b l e m and 
gave n u m e r i c a l r e s u l t s on t h e c o n t r i b u t i o n o f t h e t o t a l s e c o n d o r ­
d e r p o t e n t i a l t o t h e low f r e q u e n c y s e c o n d o r d e r sway f o r c e i n r e g ­
u l a r wave g r o u p s i n deep w a t e r . The method o f a p p r o x i m a t i o n p r e ­
s e n t e d h e r e was a p p l i e d t o t h e same c a s e u s i n g r e s u l t s g i v e n by 
V u g t s [ I V - 5 ] on t h e f i r s t o r d e r sway f o r c e i n r e g u l a r beam waves. 
The c o e f f i c i e n t f ^ . o f e q u a t i o n ( I V - 3 2 ) becomes f o r deep w a t e r : 

f. . = - - A - i 11 ( I V - 3 8 ) 
13 g i j 

The r e s u l t s a r e p r e s e n t e d i n t h e 
f r e q u e n c y s e c o n d o r d e r f o r c e s due 
f o r a r a n g e o f c o m b i n a t i o n s o f 
o f two waves m a k i n g up a r e g u l a r 
a r e c o m p a r e d w i t h t h e a p p r o x i m a t i 

f o r m o f t h e a m p l i t u d e o f t h e l o w 
t o t h e s e c o n d o r d e r p o t e n t i a l 
a n d a), w h i c h a r e t h e f r e q u e n c i e s 

3 

wave g r o u p . F a l t i n s e n ' s r e s u l t s 
on i n T a b l e I V - 1 . 
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FALTINSEN 

0 . 59 0 72 0 84 0 95 1 12 

0 . 59 0 0 02 0 0 1 0 02 0 13 

0 . 72 0 0 03 0 01 0 10 

0 . 84 0 0 03 0 04 

0 .95 0 0 06 

1 . 12 0 

w V d / g 

F ( 2 > 

ojj /d/g 

APPROXIMATION 

0 . 59 0 72 0 84 0 95 1 12 

0. 59 0 0 03 0 11 0 20 0 33 

0. 72 0 0 03 0 11 0 26 

0. 84 0 0 04 0 18 

0 . 95 0 0 10 

1. 12 0 

O K / d / g 

F ( 2 ) 

p g L ^ ' c ] 1 ' 

w V d / g 

T a b l e I V - 1 Low f r e q u e n c y d r i f t i n g f o r c e s on a c y l i n d e r i n beam 
s e a s due t o t h e s e c o n d o r d e r p o t e n t i a l . 
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C o m p a r i s o n o f t h e r e s u l t s shows t h a t n e a r t h e l i n e OJ^ = to. 
t h e a p p r o x i m a t i o n i s good b u t f o r l a r g e r d i f f e r e n c e s b e t w e e n UK 
and ojj t h e a p p r o x i m a t i o n i s c o n s i d e r a b l y h i g h e r t h a n F a l t i n s e n ' s 
v a l u e s . F u r t h e r s t u d y w i l l be r e q u i r e d t o d e t e r m i n e t h e r e a s o n f o r 
t h e l a r g e d i f f e r e n c e s w h i c h o c c u r a t h i g h e r f r e q u e n c i e s . A t t h e 
p r e s e n t , h o w e v e r , i t may be t e n t a t i v e l y c o n c l u d e d t h a t t h e method 
o f a p p r o x i m a t i o n g i v e s t h e r i g h t o r d e r o f m a g n i t u d e t o t h e low f r e ­
q u e n c y f o r c e s due t o t h e s e c o n d o r d e r p o t e n t i a l f o r d i f f e r e n c e f r e ­
q u e n c i e s w h i c h a r e n o t t o o l a r g e . F o r t h e c y l i n d e r i n beam s e a s 
l a r g e d i f f e r e n c e s b e t w e e n F a l t i n s e n ' s r e s u l t s and t h e a p p r o x i m a t i o n 
o c c u r r e d f o r v a l u e s o f t h e n o n - d i m e n s i o n a l d i f f e r e n c e f r e q u e n c y 
g r e a t e r t h a n a b o u t 0.1. 

F o r f l o a t i n g b o d i e s t h e a p p r o x i m a t i o n w i l l g i v e b e s t r e s u l t s 
when t h e c o n t r i b u t i o n t o t h e s e c o n d o r d e r p o t e n t i a l o f t h e f i r s t 
o r d e r d i f f r a c t i o n waves and waves due t o body m o t i o n s a r e n e g l i g i ­
b l e . T h i s r e q u i r e m e n t i s s a t i s f i e d more by v e s s e l s s u c h as s e m i -
s u b m e r s i b l e s t h a n by o r d i n a r y s h i p o r b a r g e s h a p e s . I t w i l l be 
f o u n d , h o w e v e r , t h a t when f i r s t o r d e r d i f f r a c t i o n and body m o t i o n 
e f f e c t s i n c r e a s e t h e i n f l u e n c e o f t h e f i r s t o r d e r c o n t r i b u t i o n s t o 
t h e t o t a l s e c o n d o r d e r f o r c e s w i l l become d o m i n a n t , so t h a t t h e 
i n c r e a s e i n t h e e r r o r o f t h e component due t o t h e s e c o n d o r d e r po­
t e n t i a l s s t i l l r e m a i n s s m a l l r e l a t i v e t o t h e t o t a l f o r c e . 

I V . 2 . 4 . Symmetry o f t h e q u a d r a t i c t r a n s f e r f u n c t i o n s 

The f i r s t o r d e r wave e l e v a t i o n i n a r e g u l a r wave g r o u p c o n ­
s i s t i n g o f two r e g u l a r waves w i t h f r e q u e n c y and w. i s as f o l ­
l o w s : 

2 
( t ) = T. C U ) . c o s U . t +E. ) 

i = l 1 

= c{ X ) - c o s (oJ 1t + e x ) + 1 • c o s ( w 2 f c + E 2 ' 

( I V - 3 9 ) 

The s e c o n d o r d e r f o r c e a s s o c i a t e d w i t h s u c h a wave t r a i n h a s t h e 
f o l l o w i n g f o r m : 
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2 2 
F l 2 ) ( t ) = 1 1 c . ( 1 ) 5 . ( 1 ) P . ..gosKu. - i o . ) t + (e. - e . ) } + 

i = l j = l 1 3 1 3 1 3 1 3 

2 2 
Í 1 1 ( 1 1 

+ I E Ci J Q . , . s i n { (u. - u . ) t + (e - e . ) } 
i = l j = l J 1 J J J 

= S
( 1 ) 2 . P + 5

( 1 ) 2 P + ' ' i 11 ^2 22 

+ s j 1 5 C 2
( 1 ) < p

1 2
 + P 2 1 ) - c o s i ( a ) i " Ü J 2 ) t + ( e i " £ 2 ^ + 

+ ¡;{ 1 )C 2
( 1 ) ( Q 1 2 Í Q 2 1 5 - s i n { - w 2 ) t + ( e 1 - e 2 ) } 

( I V - 4 0 ) 

From e q u a t i o n ( I V - 4 0 ) i t i s s e e n t h a t t h e s e c o n d o r d e r f o r c e c o n ­
t a i n s two c o n s t a n t c o m p o n e n t s . E a c h o f t h e s e c o m p o n e n t s r e p r e s e n t s 
t h e c o n s t a n t f o r c e w h i c h w o u l d be f o u n d i f t h e wave t r a i n c o n s i s t e d 
o f a s i n g l e r e g u l a r wave w i t h f r e q u e n c y o r r e s p e c t i v e l y . 
T h i s shows t h a t , a l t h o u g h t h e f o r c e i s a n o n - l i n e a r phenomenon, 
t h e c o n s t a n t o r mean s e c o n d o r d e r f o r c e i n a wave t r a i n c o n s i s t i n g 
o f a s u p e r p o s i t i o n o f r e g u l a r waves i s t h e sum o f t h e mean f o r c e s 
f o u n d f o r e a c h o f t h e component waves. The q u a d r a t i c t r a n s f e r 
f u n c t i o n : 

P X 1 = P ( w 1 , u 2 ) ( I V - 4 1 ) 

g i v e s t h e mean s e c o n d o r d e r f o r c e i n r e g u l a r waves w i t h f r e q u e n c y 
to... I n l i t e r a t u r e d e a l i n g w i t h t h e mean s e c o n d o r d e r f o r c e s on 
f l o a t i n g o b j e c t s i n r e g u l a r o r i r r e g u l a r waves t h i s i s o f t e n e x ­
p r e s s e d as a f u n c t i o n d e p e n d e n t on one f r e q u e n c y OJ . The above 
e q u a t i o n s show t h a t t h e t r a n s f e r f u n c t i o n f o r t h e mean o r c o n s t a n t 
p a r t i s , h o w e v e r , o n l y a s p e c i f i c c a s e o f t h e g e n e r a l q u a d r a t i c 
t r a n s f e r f u n c t i o n P(ÜJ.,Ü)_) f o r t h e f o r c e i n r e g u l a r wave g r o u p s . 

B e s i d e s t h e c o n s t a n t p a r t s t h e s e c o n d o r d e r f o r c e c o n t a i n s 
low f r e q u e n c y p a r t s w i t h a f r e q u e n c y c o r r e s p o n d i n g t o t h e d i f f e r ­
e n c e f r e q u e n c y t o - i o 2 o f t h e component r e g u l a r w aves. I t i s s e e n 
t h a t t h e a m p l i t u d e s o f t h e i n - p h a s e and o u t - o f - p h a s e p a r t s d e p e n d 
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on t h e sum o f t h e i n - p h a s e q u a d r a t i c . t r a n s f e r f a c t i o n s , P ^ and 
P_, and t h e d i f f e r e n c e o f t h e o u t - o f - p h a s e f u n c t i o n s Q,. and Q N,. .„24 . _ ,—™_ _ £ _ »—,— s4.j-.2- 21 
F r om e q u a t i o n ( I V - 4 0 ) i t i s s e e n t h a t l,the.,„tra.n5f.,e.r._ f u n c t i o n s do 
n o t a p p e a r _ i n _ i s o l a t i o n b u t _ r a t h e r i n p a i r s . I n g e n e r a l , t h e i f l -
p h a s e a n d o u t - o f - p h a s e c omponents o f t h e q u a d r a t i c , t r a n s f e r f y n c -
t i o n s as d e t e r m i n e d f r o m e q u a t i o n s ( I V - 1 ) t h r o u g h ( I V - 4 ) f o r com­
b i n a t i o n s o f and «2 w i l l be s o t h a t , f o r i n s t a n c e : 

P ( O J 1 , O J 2 ) f •P(u2,m1) ( I V - 4 2 ) 

However, s i n c e t h e f o r c e as g i v e n i n e q u a t i o n ( I V - 4 0 ) depends on 
t h e sum o r d i f f e r e n c e o f t h e c o mponents o f t h e q u a d r a t i c t r a n s f e r 
f u n c t i o n s t h e s e may be so r e f o r m u l a t e d t h a t t h e f o l l o w i n g symmetry 
r e l a t i o n s a r e v a l i d : 

P(u> ,u>2) = P ( O J 2 , O J ) ( I V - 4 3 ) 

Q ( 0 ) 1 , U ) 2 ) = - Q ( O J 2 , O J 1 ) ( I V - 4 4 ) 

The a p p r o x i m a t i o n f o r t h e f o r c e due t o t h e s e c o n d o^der_^£tential 
(2) " $ _ a s g i v e n i n e q u a t i o n ( I V - 3 1 ) i s o n l y d e f i n e d f o r ui^ ,> ttf. . I n 

o r d e r t o c o n f o r m w i t h t h e d e f i n i t i o n g i v e n i n e q u a t i o n s ( I V - 4 3 ) 
and ( I V - 4 4 ) f o r t h e q u a d r a t i c t r a n s f e r f u n c t i o n t h e i n - p h a s e and 

(2 ) 
o u t - o f - p h a s e p a r t s o f t h e f o r c e component due t o $ become: 

P ± j = hV[

±V U± > to. ( I V - 4 5 ) 

P j i = P i j < I V" 4 6> 

Q ± J = hQ^ u>± > ojj ( I V - 4 7 ) 

Q J ; L = - Q ± J ( I V - 4 8 ) 

12) (2) 

I n t h e s e e q u a t i o n s P.. and Q.. r e p r e s e n t t h e i n - p h a s e and o u t - o f -
p h a s e components o f t h e s e c o n d o r d e r f o r c e as d e t e r m i n e d by means 
o f e q u a t i o n ( I V - 3 1 ) . T h i s t r a n s f o r m a t i o n was a p p l i e d t o t h e exam­
p l e c o n c e r n i n g t h e f r e e f l o a t i n g c y l i n d e r i n beam waves. The i n -
p h a s e component P d u ^ , ^ ) o f t h e q u a d r a t i c t r a n s f e r f u n c t i o n o f t h e 
t o t a l s e c o n d o r d e r f o r c e t a k e s t h e f o r m o f a m a t r i x w h i c h i s sym-
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m e t r i c a l a b o u t t h e d i a g o n a l f o r w h i c h i s e q u a l t o w 2 w h i l e t h e 
o u t - o f - p h a s e component Q(io ,w2) i s a s y m m e t r i c a l a b o u t t h e d i a g o n a l . 
The s e c o n d o r d e r f o r c e g i v e n i n e q u a t i o n ( I V - 4 0 ) may a l s o be w r i t ­
t e n as f o l l o w s : 

» « ' ( « ^ < " 2 . p 1 1 + c » ' 2 . p 2 2 * 

+ 2 ç ^ 1 > . T 1 2 . c o s { (o) 1 - u 2 ) t + ( e 1 - e 2 ) + e 1 2 > 

( I V - 4 9 ) 

i n w h i c h T.„ i s t h e a m p l i t u d e o f t h e q u a d r a t i c t r a n s f e r f u n c t i o n : 

T 1 2 = T ( < V V = \jp2 ( " 1 ^ 2 ) + ° 2 ( U I ' u 2 ) ' • - • • ( I V - 5 0 ) 

I t a l s o f o l l o w s t h a t : 

T(ü> ,u) 2) = T(u 2,ü) 1) ( I V - 5 1 ) 

i s a p h a s e a n g l e d e f i n e d by: 

Q ((JÜ 1 , lú,¿ ) 
t a n E 1 2 = t a n e t u ^ , ^ ) = - p ( ̂  ^ } ( I V - 5 2 ) 

e 2 g i v e s t h e p h a s e a n g l e o f t h e low f r e q u e n c y p a r t o f t h e s e c o n d 
o r d e r f o r c e r e l a t i v e t o t h e l o w f r e q u e n c y p a r t o f t h e s q u a r e o f 
t h e wave e l e v a t i o n o f e q u a t i o n ( I V - 3 9 ) , w h i c h i s as f o l l o w s : 

2 2 2 
S U ) ( t ) = I I ^ . U ) c Í 1' .cos{ (u - M . ) t + ( e i -£•)} 

i = l j = l : J . J 

+ (e, - e 2 ) } 

( I V - 5 3) 
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IY^.3i_?Eg2y§QSY_^2S!§iS_£§EE§§§Gt§ti22_2 t h e _mean_and_low_ f r e q u e n c y 
f o r c e s _ i n _ i r r e g u l a r _ w a v e s 

We c o n s i d e r t h e c a s e o f a body f l o a t i n g i n i r r e g u l a r waves 
w h i c h a r e c h a r a c t e r i z e d by a s p e c t r a l d e n s i t y o r e n e r g y d e n s i t y 
S (u) w h e r e : 

( l ) 2 

S (u>) ,du) = hZ ( I V - 5 4 ) 

The wave e l e v a t i o n i n a p o i n t i s a n o r m a l l y d i s t r i b u t e d p r o c e s s 
w i t h z e r o mean and a p r o b a b i l i t y d e n s i t y g i v e n by: 

p U » ) , , _ L _ . e
 2 " » n v - 5 5 , 

/2-rrm0 

w h e r e : 

CO 

m_ = ƒ S (w).du = a r e a o f t h e s p e c t r u m . . . . ( I V - 5 6 ) 
0 C 

The mean s e c o n d o r d e r f o r c e i s f o u n d by p u t t i n g OK = u)^ i n e q u a t i o n 
( I V - 9 ) : 

N 2 N 2 
(2) (I) (I) 

f : z i ( t ) = z c . p . - = 2 k- . p(OD.,O).) 
1 , 1 11 , 1 1 1 
mean i = l i = l 

(I V - 5 7 ) 

P a s s i n g f r o m a d i s c r e t e t o a c o n t i n u o u s f o r m u l a t i o n t a k i n g i n t o 
a c c o u n t e q u a t i o n ( I V - 5 4 ) g i v e s : 

00 

F ( 2 ) ( t ) = 2 ƒ S (a)) .P(w,o)) .do> ( I V - 5 8 ) 
mean 0 C 

The s p e c t r a l d e n s i t y o f t h e l o w f r e q u e n c y c omponents o f t h e f o r c e 
i n e q u a t i o n ( I V - 9 ) i s f o u n d t o be as f o l l o w s : 

00 
S (y) = 8 ƒ S (u+y).S (u) . T 2 (u+y , OJ) . do) 

0 C 

( I V - 5 9 ) 
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w h e r e : 

T 2(OJ+U,W) = P 2(oj+y,m) + Q 2(O!+P,OJ) ( I V - 6 0 ) 

and: 
p = f r e q u e n c y o f t h e low f r e q u e n c y s e c o n d o r d e r 

f o r c e 
P(w+y,u)), Q((o+y,io) = i n - p h a s e and o u t - o f - p h a s e c o m p o n e n t s o f t h e 

q u a d r a t i c t r a n s f e r f u n c t i o n 
T(u>+y,u)) = a m p l i t u d e o f t h e q u a d r a t i c t r a n s f e r f u n c t i o n 
S_(y) = s p e c t r a l d e n s i t y o f t h e f o r c e . 
r 

B e s i d e s k n o w l e d g e o f t h e mean and s p e c t r a l d e n s i t y o f t h e 
s e c o n d o r d e r f o r c e s , k n o w l e d g e o f t h e d i s t r i b u t i o n f u n c t i o n o f t h e 
f o r c e i s o f i n t e r e s t . I n g e n e r a l , h o w e v e r , t h e d i s t r i b u t i o n f u n c ­
t i o n o f a s e c o n d o r d e r f o r c e i n i r r e g u l a r waves o f t h e t y p e as 
g i v e n by e q u a t i o n ( I V - 9 ) c a n n o t be g i v e n . An i n d i c a t i o n c a n , how­
e v e r , be g i v e n o f t h e t y p e o f p r o b a b i l i t y d i s t r i b u t i o n f u n c t i o n 
i n v o l v e d by i n s p e c t i o n o f a q u a n t i t y w h i c h i s c l o s e l y r e l a t e d t o 
t h e s e c o n d o r d e r f o r c e . T h i s i s t h e l o w f r e q u e n c y p a r t o f t h e 
s q u a r e o f t h e wave e l e v a t i o n a s g i v e n i n e q u a t i o n ( I V - 1 2 ) . I t c a n 
be shown (see r e f . [ I V - 6 ] ) t h a t t h e l o w f r e q u e n c y p a r t o f t h e 
s q u a r e o f a n o r m a l l y d i s t r i b u t e d s i g n a l i s o f t h e e x p o n e n t i a l t y p e 
w i t h a p r o b a b i l i t y d e n s i t y f u n c t i o n : 

? ( 1 ) 2 

^ l o w 
( 1 ) 2 1 m 0 

? < w > = 4 • e ( I V " 6 1 ) 

I n t h i s e q u a t i o n m^ i s t h e a r e a o f t h e wave s p e c t r u m g i v e n by equa­
t i o n ( I V - 5 6 ) . The d i s t r i b u t i o n f u n c t i o n as g i v e n by e q u a t i o n ( I V -
61) i s shown i n F i g u r e I V - 2 . 
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F i g . IV-2 P r o b a b i l i t y d e n s i t y o f low f r e q u e n c y p a r t o f t h e s q u a r e 
o f t h e wave e l e v a t i o n . 

I Y i 4 i _ T i m e _ d o m a i n _ r e g r e s e n t a t i g n _ g f _ t h e _ m e a n _ a n d _ l o w _ f r e q u e n c y 

A c c o r d i n g t o D a l z e l l [ I V - 7 ] t h e low f r e q u e n c y s e c o n d o r d e r 
f o r c e s c a n be co m p u t e d g i v e n t h e q u a d r a t i c t r a n s f e r f u n c t i o n a n d 
t h e t i m e r e c o r d o f t h e wave e l e v a t i o n u s i n g t h e f o l l o w i n g r e l a t i o n ­
s h i p : 

F ( 2 ) ( t ) = ƒ ƒ g ( 2 ) ( t l , t 2 ) . S ( 1 ) ( t - t l ) . 
— CO — 0 0 

. ( t - t 2 ) . d t 1 . d t 2 

( I V - 6 2 ) 
w h e r e : 

( 2 ) 

g ( t , t 2 ) = q u a d r a t i c i m p u l s r e s p o n s e f u n c t i o n 

5' 1' ( t ) = t i m e d e p e n d e n t wave e l e v a t i o n 

t ^ , t 2 = t i m e s h i f t s . 
(2) 

The q u a d r a t i c i m p u l s r e s p o n s e f u n c t i o n g (t.,t„) i s d e r i v e d f r o m 
t h e f o l l o w i n g e x p r e s s i o n : 
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( t'X^t ^ - i W g t j ) 
e 

(to. , u>0 ) . du. . do) 

( I V - 6 3) 
i n w h i c h : 

( u ^ , U)~) = c o m p l e x q u a d r a t i c t r a n s f e r f u n c t i o n 
= P ( u 1 , u 2 ) + iO((i5 l VUS 23 ( I V - 6 4 ) 

and: 
P ( u 1 , o ) 2 ) , Q ( W 1 , O I 2 ) = i n - p h a s e and o u t - o f - p h a s e c o m p o n e n t s o f t h e 

q u a d r a t i c r e s p o n s e f u n c t i o n . 

From e q u a t i o n ( I V - 6 2 ) i t i s s e e n t h a t i f t h e q u a d r a t i c i m p u l s r e -
(2 ) 

s p o n s e f u n c t i o n g ( t ^ ,t_ 2) i s known t h e t i m e r e c o r d o f t h e l o w 
f r e q u e n c y s e c o n d o r d e r f o r c e s c a n be c o m p u t e d f o r a r b i t r a r y wave 
e l e v a t i o n r e c o r d s . The a p p l i c a b i l i t y o f t h i s t e c h n i q u e h a s been 
d e m o n s t r a t e d e x t e n s i v e l y a n d c o n v i n c i n g l y by D a l z e l l [ I V - 7 ] u s i n g 
q u a d r a t i c t r a n s f e r f u n c t i o n s f o r t h e s e c o n d o r d e r f o r c e s o b t a i n e d 
f r o m t e s t s i n i r r e g u l a r waves u s i n g c r o s s - b i - s p e c t r a l a n a l y s i s 
t e c h n i q u e s . 

I V . 5 . C o n c l u s i o n s 

s e c o n d o r d e r f o r c e s a n d moments may be e x p r e s s e d i n t h e f r e q u e n c y 
d omain i n t e r m s o f q u a d r a t i c t r a n s f e r f i i n r h i n n s wh i r h a r e d e p e n ­
d e n t on two f r e q u e n c i e s . P h y s i c a l l y , t h e q u a d r a t i c t r a n s f e r f u n c ­
t i o n s c o n t a i n i n f o r m a t i o n on t h e mean and a m p l i t u d e o f t h e l o w f r e ­
q u e n c y s e c o n d o r d e r f o r c e s on t h e body f l o a t i n g i n r e g u l a r wave 
g r o u p s c o n s i s t i n g o f two r e g u l a r w a v e s . I t h a s b e e n i n d i c a t e d how 
t h e s e q u a d r a t i c t r a n s f e r f u n c t i o n s a r e e v a l u a t e d and an a p p r o x i m a ­
t i o n f o r t h e c o n t r i b u t i o n due t o s e c o n d o r d e r p o t e n t i a l e f f e c t s 
h a s b e e n d i s c u s s e d . D a l z e l l [ I V - 7 ] h a s d e m o n s t r a t e d t h a t on t h e 
b a s i s o f t h e q u a d r a t i c t r a n s f e r f u n c t i o n s t i m e r e c o r d s o f t h e s e c ­
ond o r d e r f o r c e s c a n be g e n e r a t e d . I n t h i s s t u d y t h e r e f o r e a t t e n ­
t i o n w i l l be f o c u s s e d on t h e f r e q u e n c y d o m a i n r e s u l t s o n l y . I f s u c h 
r e s u l t s c a n be a c c u r a t e l y p r e d i c t e d by c o m p u t a t i o n s t h e n t i m e do­
m a i n r e s u l t s , w h i c h a r e o f t e n r e q u i r e d f o r s i m u l a t i o n s , c a n a l s o 
be g e n e r a t e d w i t h g o o d a c c u r a c y . 

I n t h i s c h a p t e r i t i s shown t h a t t h e mean and l o w f r e q u e n c y 
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V. COMPARISON BETWEEN RESULTS OF COMPUTATIONS AND ANALYTICAL 
RESULTS ON THE MEAN WAVE DRIFT FORCE IN REGULAR WAVES 

V ^ l ^ I n t r o d u c t i o n 

I n c h a p t e r I I I and c h a p t e r I V t h e t h e o r y and method o f com­
p u t a t i o n o f t h e mean and l o w f r e q u e n c y s e c o n d o r d e r wave d r i f t 
f o r c e s on f l o a t i n g o b j e c t s t h r o u g h d i r e c t i n t e g r a t i o n o f p r e s s u r e 
h a s b e e n t r e a t e d . I n t h i s s e c t i o n r e s u l t s o f c o m p u t a t i o n o f t h e 
mean wave d r i f t f o r c e s i n r e g u l a r waves w i l l be compared w i t h a n ­
a l y t i c a l r e s u l t s o b t a i n e d by Kudou [ V - l ] who made u s e o f an e x ­
p r e s s i o n g i v e n by M a r u o [ V - 2 ] . T h i s e x p r e s s i o n i s b a s e d on e n e r g y 
and momentum c o n s i d e r a t i o n s . The r e s u l t s c o n c e r n t h e t h r e e - d i m e n ­
s i o n a l c a s e o f a f r e e f l o a t i n g h e m i s p h e r e i n i n f i n i t e l y deep w a t e r 
I n o r d e r t o make a c o m p l e t e c o m p a r i s o n r e s u l t s o f f i r s t o r d e r wave 
l o a d s , added mass and damping and m o t i o n s a r e a l s o c o m p a r e d . 

Y^ 2 ^ C o m p u t a t i o n s 

V.2.1. G e n e r a l 

F o r t h e c o m p u t a t i o n s t h e mean w e t t e d s u r f a c e o f t h e body 
i s a p p r o x i m a t e d by 2 06 f a c e t s as shown i n F i g u r e V - l . 

F i g . V - l D i s t r i b u t i o n o f f a c e t s on t h e s p h e r e and t h e d i s t r i b u ­
t i o n o f l i n e e l e m e n t s on t h e w a t e r l i n e . 

6 1 



F o r t h e c o m p u t a t i o n o f t h e s e c o n d o r d e r f o r c e component d e p e n d e n t 
on t h e r e l a t i v e wave e l e v a t i o n t h e w a t e r l i n e i s a p p r o x i m a t e d by 
36 l i n e e l e m e n t s . The r e l a t i v e wave e l e v a t i o n i s co m p u t e d i n t h e 
c e n t r e o f e a c h l i n e e l e m e n t . The f i r s t o r d e r wave l o a d s , a d d e d 
mass and da m p i n g and f i r s t o r d e r m o t i o n s i n l o n g - c r e s t e d r e g u l a r 
waves a r e co m p u t e d i n a c c o r d a n c e w i t h t h e method g i v e n i n Appen­
d i x A. The c o m p u t a t i o n s c a n n o t be c a r r i e d o u t f o r i n f i n i t e l y d eep 
w a t e r due t o r e s t r i c t i o n o f a n u m e r i c a l n a t u r e . F o r t h i s c a s e t h e 
w a t e r d e p t h was d i f f e r e n t f o r e a c h wave f r e q u e n c y . I n a l l c a s e s 
t h e w a t e r d e p t h was l a r g e r t h a n one wave l e n g t h . The e f f e c t o f t h e 
r e s t r i c t i o n i n w a t e r d e p t h t h e n becomes n e g l i g i b l e and r e s u l t s a r e 
c o m p a r a b l e t o deep w a t e r r e s u l t s . H a v i n g s o l v e d t h e f i r s t o r d e r 
p r o b l e m t h e mean s e c o n d o r d e r wave d r i f t f o r c e s a r e c a l c u l a t e d a c ­
c o r d i n g t o c h a p t e r I V . I n r e g u l a r waves o n l y t h e f o u r c o m p o n e n t s 
g i v e n i n e q u a t i o n s ( I V - 1 ) t h r o u g h ( I V - 4 ) g i v e c o n t r i b u t i o n s t o t h e 
mean s e c o n d o r d e r f o r c e s . The c o n t r i b u t i o n o f e q u a t i o n ( I V - 5 ) due 
t o s e c o n d o r d e r p o t e n t i a l s i s a l w a y s z e r o i n r e g u l a r waves. See 
S a l v e s e n [ V - 3 ] . I n F i g u r e s V-2 and V-3 t h e t r a n s f e r f u n c t i o n s f o r 
t h e a m p l i t u d e s o f t h e f i r s t o r d e r wave e x c i t i n g f o r c e s i n s u r g e 
and h e a v e a r e com p a r e d . The co m p u t e d v a l u e s o f t h e p h a s e a n g l e s 
a r e a l s o g i v e n . No a n a l y t i c a l v a l u e s were a v a i l a b l e . The p h a s e 
a n g l e i s p o s i t i v e when t h e q u a n t i t y u n d e r c o n s i d e r a t i o n r e a c h e s 
i t s maximum p o s i t i v e v a l u e b e f o r e t h e c r e s t o f t h e u n d i s t u r b e d 
i n c o m i n g wave p a s s e s t h e mean p o s i t i o n o f t h e c e n t r e o f t h e h e m i ­
s p h e r e . The ad d e d mass and d a m p i n g c o e f f i c i e n t s i n s u r g e and he a v e 
a r e g i v e n i n F i g u r e s V-4 and V-5. The f i r s t o r d e r s u r g e a n d h e a v e 
m o t i o n t r a n s f e r f u n c t i o n s i n c l u d i n g t h e co m p u t e d p h a s e a n g l e s a r e 
g i v e n i n F i g u r e s V-6 and V-7, w h i l e t h e mean s e c o n d o r d e r h o r i z o n ­
t a l d r i f t f o r c e i s g i v e n i n F i g u r e V-8. The co m p o n e n t s o f t h e com­
p u t e d mean h o r i z o n t a l d r i f t f o r c e a r e g i v e n i n F i g u r e V-9. The 
n u m e r a l s r e f e r t o t h e c o n t r i b u t i o n s g i v e n i n e q u a t i o n s ( I V - 1 ) 
t h r o u g h ( I V - 4 ) . I n F i g u r e V-10 t h e t o t a l and t h e components o f t h e 
computed mean v e r t i c a l d r i f t f o r c e s a r e g i v e n . No a n a l y t i c a l r e ­
s u l t s have been g i v e n by Kudou on t h i s q u a n t i t y . The r e s u l t s i n 
t h e s e f i g u r e s a r e g i v e n t o a b a s e o f t h e p r o d u c t o f wave number k 
and r a d i u s a o f t h e s p h e r e . 
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F i g . V-4 Added mass and d a m p i n g c o e f f i c i e n t f o r s u r g e . 

1 . 0 0 

0 . 7 5 

0 5 0 

0 . 2 5 

a 3 3 / p v 

/ 

b 3 3 / p 7 C U 

0 0 . 5 1 .0 1.5 2 0 2 . 5 

k a 

F i g . V-5 Added mass and d a m p i n g c o e f f i c i e n t f o r h e a v e . 
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F i g . V-8 Mean s e c o n d o r d e r h o r i z o n t a l d r i f t f o r c e . 
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F i g . V-9 Components o f t h e computed mean s e c o n d o r d e r h o r i z o n t a l 
d r i f t f o r c e . 
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F i g . V-10 Components o f t h e computed mean s e c o n d o r d e r v e r t i c a l 
f o r c e . 

V.2.2. M o t i o n s and mean h o r i z o n t a l d r i f t f o r c e 

From t h e s e r e s u l t s i t i s s e e n t h a t t h e computed r e s u l t s o f 
b o t h f i r s t and s e c o n d o r d e r q u a n t i t i e s a g r e e w e l l w i t h a n a l y t i c a l 
r e s u l t s . When v i e w i n g t h e g e n e r a l c h a r a c t e r i s t i c s o f t h e mean h o r ­
i z o n t a l d r i f t f o r c e g i v e n i n F i g u r e V-8 i t i s s e e n t h a t f o r low 
wave f r e q u e n c i e s t h e f o r c e i s z e r o . I n t h i s c o n d i t i o n t h e s p h e r e 
h a s a f i r s t o r d e r h e a v e a m p l i t u d e e q u a l t o t h e wave a m p l i t u d e as 
s e e n i n F i g u r e V-7. The s p h e r e i s f o l l o w i n g t h e wave m o t i o n com­
p l e t e l y w i t h o u t c r e a t i n g n o t i c e a b l e d i s t u r b a n c e . As t h e wave f r e ­
q u e n c y i n c r e a s e s t h e h e a v e m o t i o n i n c r e a s e s and a t t h e same t i m e 
t h e mean h o r i z o n t a l d r i f t f o r c e i n c r e a s e s . The maximum he a v e mo­
t i o n o c c u r s a t a s l i g h t l y l o w e r wave f r e q u e n c y t h a n t h e maximum 
h o r i z o n t a l d r i f t f o r c e . I n t h i s r a n g e o f f r e q u e n c i e s t h e e f f e c t s 
due t o d i f f r a c t i o n a n d body m o t i o n s on t h e wave d r i f t f o r c e s a r e 
i n c r e a s i n g . A t h i g h e r f r e q u e n c i e s t h e body m o t i o n s d e c r e a s e c o n ­
t i n u o u s l y t o become z e r o a t f r e q u e n c i e s t e n d i n g t o i n f i n i t y . I n 
t h e r a n g e o f t h e s e f r e q u e n c i e s t h e e f f e c t s o f body m o t i o n s on t h e 
d r i f t f o r c e d e c r e a s e r a p i d l y and i n t h e l i m i t o n l y e f f e c t s due t o 
d i f f r a c t i o n r e m a i n . As c a n be s e e n f r o m F i g u r e V-8 t h e mean d r i f t 
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f o r c e a t h i g h f r e q u e n c i e s i s o f t h e same o r d e r o f m a g n i t u d e as t h e 
peak v a l u e and a t i n c r e a s i n g f r e q u e n c y t e n d s t o some l i m i t . 

The v a l u e o f t h e mean h o r i z o n t a l d r i f t f o r c e f o r wave f r e ­
q u e n c i e s t e n d i n g t o i n f i n i t y i s e a s i l y f o u n d by t a k i n g i n t o c o n ­
s i d e r a t i o n t h a t f o r v e r y h i g h wave f r e q u e n c i e s t h e wave a c t i o n , 
due t o t h e v e r y s m a l l wave l e n g t h , i s c o n f i n e d t o a t h i n l a y e r 
n e a r t h e w a t e r l i n e o f t h e s t a t i o n a r y o b j e c t . I n t h i s c a s e t h e f o r m 
o f t h e h u l l may be r e p l a c e d by a v e r t i c a l w a l l w h i c h t o t a l l y r e ­
f l e c t s t h e s h o r t w aves. The c i r c u m f e r e n c e o f t h e w a t e r l i n e may be 
c o n s i d e r e d as s h o r t s e c t i o n s o f s t r a i g h t v e r t i c a l w a l l s by w h i c h 
t h e i n c o m i n g wave i s r e f l e c t e d as i s shown i n F i g u r e V - l l . 

F i g . V - l l The mean h o r i z o n t a l d r i f t f o r c e i n s h o r t w aves. 

The c o n t r i b u t i o n o f s u c h a s e c t i o n o f t h e c i r c u m f e r e n c e o f t h e 
w a t e r l i n e t o t h e mean h o r i z o n t a l d r i f t f o r c e i s due t o co m p o n e n t s 
I and I I o f e q u a t i o n s ( I V - 1 ) and ( I V - 2 ) and i s f o u n d t o be as 
f o l l o w s : 

2 
dF1 = -hpgr,{

a
l) . ( s i n 2 6 ) . d X 2 ( V - l ) 

mean 

The t o t a l mean f o r c e i s f o u n d t o b e : 

, „ 2 +a , 
F1 = - ^ P g S a • ƒ ( s i n 6 ) . d X 2 (V-2) 

me an - a 
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T h i s e q u a t i o n h as b e e n g i v e n p r e v i o u s l y by a number o f a u t h o r s . 
See f o r i n s t a n c e M a r u o [ V - 2 ] . I t i s a p p l i c a b l e t o f l o a t i n g o b j e c t s 
o f a r b i t r a r y s h a p e f o r d e t e r m i n i n g t h e h i g h f r e q u e n c y l i m i t o f t h e 
h o r i z o n t a l wave d r i f t i n g f o r c e s . T a k i n g i n t o a c c o u n t t h a t a t h i g h 
f r e q u e n c i e s t h e r e a r e no waves b e h i n d t h e body t h e f o l l o w i n g r e ­
s u l t s a r e f o u n d f o r t h e s p h e r e : 

2 
F x = - f P g a 4 X ) <v-3> 

mean 
w h i c h means t h a t t h e h i g h f r e q u e n c y l i m i t o f t h e n o n - d i m e n s i o n a l 

2 
f o r c e g i v e n i n F i g u r e V-8 e q u a l s - r_- . 

V.2.3. Components o f t h e mean h o r i z o n t a l d r i f t f o r c e 

The computed components I t h r o u g h IV o f t h e mean h o r i z o n t a l 
d r i f t f o r c e a r e g i v e n i n F i g u r e V-9. T h e s e components c a n n o t be 
compared w i t h a n a l y t i c a l r e s u l t s s i n c e t h e a n a l y t i c a l r e s u l t s 
g i v e n by Kudou w e r e d e t e r m i n e d u s i n g a d i f f e r e n t t h e o r y and a r e 
g i v e n o n l y as a t o t a l f o r c e . I n s p e c t i o n o f F i g u r e V-9 r e v e a l s t h a t 
t h e t o t a l f o r c e c o n s i s t s o f c o m p o n e n t s w h i c h d i f f e r c o n s i d e r a b l y 
b o t h i n s i g n and m a g n i t u d e . C o n t r i b u t i o n I , due t o t h e r e l a t i v e 
wave e l e v a t i o n , i s a b o u t t w i c e as l a r g e and o f t h e same s i g n a s 
t h e t o t a l f o r c e . C o n t r i b u t i o n I I , due t o t h e s q u a r e o f t h e v e l o c ­
i t y , i s d i f f e r e n t i n s i g n and o f a b o u t t h e same m a g n i t u d e as t h e 
t o t a l . C o n t r i b u t i o n I I I i s s m a l l e r and d i f f e r e n t i n s i g n t o t h e 
t o t a l f o r c e and a l s o d i f f e r e n t i n c h a r a c t e r s i n c e i t t e n d s t o z e r o 
a t h i g h f r e q u e n c i e s . C o n t r i b u t i o n I V , due t o p r o d u c t s o f a n g u l a r 
m o t i o n s and a c c e l e r a t i o n s , r e m a i n s z e r o f o r a l l f r e q u e n c i e s . A t 
h i g h wave f r e q u e n c i e s o n l y c o n t r i b u t i o n I and I I r e m a i n . T h i s i s 
i n a g r e e m e n t w i t h t h e p r e v i o u s d i s c u s s i o n on t h e h i g h f r e q u e n c y 
l i m i t o f t h e t o t a l f o r c e . I t i s o f i n t e r e s t t o d i s c u s s some a s ­
p e c t s o f t h e v a r i o u s c o m p o n e n t s . 

5r°0£Ei2Ution_I 
The g e n e r a l e q u a t i o n f o r t h i s c o n t r i b u t i o n i s as f o l l o w s : 

( n 2 -
F j = " ƒ ^ p g ^ - n - d l ( v _ 4 ) 

mean WL mean 

69 



The i n t e g r a n d i n t h i s c a s e a l w a y s r e p r e s e n t s a p r e s s u r e i n c r e a s e 
a c t i n g i n w a r d l y a t t h e w a t e r l i n e . The s i g n o f t h i s c o n t r i b u t i o n 
i n F i g u r e V - l l i s i n t h e d i r e c t i o n o f p r o p a g a t i o n o f t h e waves i n ­
d i c a t i n g t h a t , as may be e x p e c t e d , t h e r e l a t i v e wave e l e v a t i o n on 
t h e i n c o m i n g wave s i d e i s l a r g e r t h a n on t h e shadow s i d e o f t h e 
s p h e r e . I n g e n e r a l , t h e r e f o r e , i f i t i s s e e n t h a t an o b j e c t f l o a t ­
i n g i n waves e x h i b i t s a l a r g e d i f f e r e n c e i n r e l a t i v e wave h e i g h t 
on b o t h s i d e s o f t h e o b j e c t , i t may be e x p e c t e d t h a t t h i s c o n t r i ­
b u t i o n w i l l be l a r g e . 

22D£Eihytion_II 
The g e n e r a l e q u a t i o n f o r t h i s c o n t r i b u t i o n i s as f o l l o w s : 

F X I = -ƒƒ -ht>\V$U) | 2 . n . d S (V-5) 
mean Sq mean 

The i n t e g r a n d i n t h i s c a s e a l w a y s r e p r e s e n t s a p r e s s u r e d e c r e a s e 
a c t i n g o u t w a r d l y on t h e mean w e t t e d s u r f a c e o f t h e h u l l . I n g e n ­
e r a l , t h e f l u i d v e l o c i t y V $ ' 1 ' t e n d s t o be l a r g e s t on t h e i n c o m i n g 
wave s i d e . T h i s r e s u l t s i n a mean f o r c e component w h i c h c o n t r a r y 
t o i n t u i t i o n , i s d i r e c t e d i n t o t h e w a v e s . 

£°0£ribution_III 
The g e n e r a l e q u a t i o n i n t h i s c a s e i s : 

I I I •ƒƒ - P ( X ( 1 ) 
( 1 ) .n.dS (V-6) 

mean 

S i n c e t h i s i s a m i x e d p r o d u c t o f f i r s t o r d e r m o t i o n and p r e s s u r e 
g r a d i e n t i t i s n o t p o s s i b l e , i n g e n e r a l , t o p r e d i c t t h e s i g n o f 
t h i s q u a n t i t y . The s i g n depends on t h e p h a s e a n g l e s o f b o t h q u a n ­
t i t i e s . I n t h e c a s e o f t h e s p h e r e t h e mean f o r c e due t o t h i s com­
p o n e n t was a l s o d i r e c t e d i n t o t h e waves. T h i s f o r c e component i s 
d e p e n d e n t on t h e m o t i o n s o f t h e body and on p r e s s u r e g r a d i e n t s . 
A t v e r y h i g h wave f r e q u e n c i e s t h e m o t i o n s and h e n c e t h i s component 
t e n d t o z e r o , w h i l e a t v e r y l ow f r e q u e n c i e s i t i s t h e p r e s s u r e g r a ­
d i e n t s w h i c h t e n d t o z e r o and c o n s e q u e n t l y t h e f o r c e a l s o . 
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C o n t r i b u t i o n _ I V 
The g e n e r a l e q u a t i o n f o r t h i s component i s : 

F I V = a U ) x (M.X* 1* ) (V-7) 
me an me an 

As may be s e e n t h i s component depends on a n g u l a r m o t i o n s and body 
a c c e l e r a t i o n s . I n t h e c a s e o f t h e s p h e r e no a n g u l a r m o t i o n s o c c u r 
and h e n c e t h i s f o r c e component i s z e r o a t a l l f r e q u e n c i e s . I n g e n ­
e r a l , a t h i g h wave f r e q u e n c i e s , m o t i o n s c e a s e and as a r e s u l t t h i s 
c o n t r i b u t i o n t e n d s t o z e r o . A t v e r y l o w f r e q u e n c i e s a c c e l e r a t i o n s 
t e n d t o z e r o and c o n s e q u e n t l y t h i s component a l s o . A t i n t e r m e d i a t e 
f r e q u e n c i e s t h e s i g n o f t h i s f o r c e component i s n o t g e n e r a l l y 
known s i n c e i t i s a p r o d u c t o f two q u a n t i t i e s . The s i g n i n s u c h 
c a s e s d e p e n d s on t h e p h a s e a n g l e s o f t h e f i r s t o r d e r q u a n t i t i e s 
i n v o l v e d . 

V.2.4. Mean v e r t i c a l d r i f t f o r c e 

The computed v a l u e o f t h e mean v e r t i c a l d r i f t f o r c e i s g i v ­
en i n F i g u r e V-10 a l o n g w i t h i t s c o m p o n e n t s . I n t h i s c a s e t h e com­
p o n e n t due t o t h e r e l a t i v e wave e l e v a t i o n i s a l w a y s z e r o . T h i s i s 
due t o t h e f a c t t h a t a t t h e w a t e r l i n e t h e body l i n e s r u n v e r t i c a l ­
l y . As i s a l s o t h e c a s e w i t h t h e mean h o r i z o n t a l f o r c e , t h e compo­
n e n t due t o t h e p r o d u c t o f a n g u l a r m o t i o n s and body a c c e l e r a t i o n s 
i s z e r o . The component due t o t h e s q u a r e o f t h e f i r s t o r d e r v e l o c ­
i t y a c t s v e r t i c a l l y downwards w h i l e t h e component due t o t h e p r o ­
d u c t o f m o t i o n and p r e s s u r e g r a d i e n t a c t s u p w a r d s . The t o t a l mean 
f o r c e i s v e r t i c a l l y upwards f o r wave f r e q u e n c i e s b e l o w t h e peak i n 
t h e v e r t i c a l m o t i o n s and downwards f o r wave f r e q u e n c i e s above t h e 
p e a k i n t h e v e r t i c a l m o t i o n s . F o r low wave f r e q u e n c i e s t h e mean 
v e r t i c a l f o r c e t e n d s t o z e r o due t o t h e f a c t t h a t v e l o c i t i e s and 
p r e s s u r e g r a d i e n t s t e n d t o z e r o . A t h i g h wave f r e q u e n c i e s t h e wave 
a c t i o n i s c o n f i n e d t o a t h i n l a y e r a t t h e w a t e r l i n e . S i n c e a t t h e 
w a t e r l i n e t h e body l i n e s r u n v e r t i c a l l y no mean v e r t i c a l f o r c e 
component i s g e n e r a t e d . 
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3 ^ C o n c l u s i o n s 

From t h e ag r e e m e n t o b t a i n e d b e t w e e n n u m e r i c a l and a n a l y t i ­
c a l r e s u l t s i t may be c o n c l u d e d t h a t t h e p o t e n t i a l a c c u r a c y o f 
n u m e r i c a l methods i s s u f f i c i e n t f o r t h e p r e d i c t i o n o f b o t h f i r s t 
o r d e r o s c i l l a t o r y q u a n t i t i e s and t h e mean s e c o n d o r d e r d r i f t 
f o r c e s . 

The a g r e e m e n t b e t w e e n r e s u l t s o b t a i n e d u s i n g t h e method o f 
d i r e c t i n t e g r a t i o n o f p r e s s u r e and t h e r e s u l t s g i v e n by Kudou 
b a s e d on M a r u o ' s t h e o r y d e m o n s t r a t e s t h e e q u i v a l e n c e o f t h e s e f o r ­
m u l a t i o n s w i t h r e s p e c t t o t h e t o t a l f o r c e . 

I n s p e c t i o n o f t h e v a r i o u s c o n t r i b u t i o n s t o t h e mean s e c o n d 
o r d e r f o r c e r e v e a l s t h a t t h e t o t a l f o r c e c o n s i s t s o f c o n t r i b u t i o n s 
w h i c h d i f f e r b o t h i n s i g n and m a g n i t u d e . From t h e r e s u l t s f o u n d 
f o r t h e mean h o r i z o n t a l f o r c e on t h e s p h e r e i t i s s e e n t h a t t h e 
g e n e r a l c h a r a c t e r i s t i c s o f t h e t o t a l f o r c e a r e a l s o p r e s e n t i n 
c o n t r i b u t i o n I due t o t h e r e l a t i v e wave e l e v a t i o n ( s e e F i g u r e V-9) 
a l t h o u g h c o n t r i b u t i o n I i s g r e a t e r t h a n t h e t o t a l by a b o u t a f a c ­
t o r 2 . 

I n t h e n e x t s e c t i o n , i n w h i c h e x p e r i m e n t a l d a t a on t h e mean 
h o r i z o n t a l d r i f t f o r c e s on s t a t i o n a r y v e s s e l s a r e c o m p a r e d w i t h 
c o m p u t e d r e s u l t s , a t t e n t i o n w i l l a l s o be p a i d t o t h e r e l a t i v e i m ­
p o r t a n c e o f t h e v a r i o u s c o n t r i b u t i o n s . 
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: 
V I . COMPARISON BETWEEN COMPUTATIONS AND MEASUREMENTS OF THE MEAN 

SECOND ORDER FORCE IN REGULAR WAVES 

V I . 1 . I n t r o d u c t i o n 

I n t h i s c h a p t e r e x p e r i m e n t a l r e s u l t s on t h e f i r s t o r d e r 
o s c i l l a t o r y m o t i o n s and mean s e c o n d o r d e r f o r c e s and moments f o r 
d i f f e r e n t v e s s e l f o r m s f l o a t i n g i n r e g u l a r waves w i l l be compared 
w i t h r e s u l t s o f c o m p u t a t i o n s . The p u r p o s e o f t h i s c o m p a r i s o n i s 
t o d e m o n s t r a t e t h e v a l i d i t y o f t h e t h e o r y w i t h r e s p e c t t o p h y s i c a l 
r e a l i t y . F o r t h i s p u r p o s e t h e f o l l o w i n g v e s s e l s were s e l e c t e d : 

- a t a n k e r ; 
- a s e m i - s u b m e r s i b l e ; 
- a r e c t a n g u l a r b a r g e ; 
- a submerged h o r i z o n t a l c y l i n d e r . 

M a i n p a r t i c u l a r s a n d body p l a n s o f t h e s e v e s s e l s a r e g i v e n i n 
T a b l e V I - 1 and i n F i g u r e V I - 1 . 

The h u l l f o r m s o f t h e f i r s t t h r e e v e s s e l s encompass t h e 
m a j o r i t y o f v e s s e l s i n use by t h e o f f s h o r e i n d u s t r y e i t h e r as p e r ­
manent s t o r a g e v e s s e l s , d r i l l s h i p s , d r i l l i n g p l a t f o r m s , s e m i - s u b ­
m e r s i b l e c r a n e v e s s e l s , d e r r i c k b a r g e s and l a y b a r g e s . F o r t h e s e 
v e s s e l s t h e f i r s t o r d e r m o t i o n s and mean h o r i z o n t a l d r i f t f o r c e s 
and y a w i n g moment were d e t e r m i n e d f o r a r a n g e o f wave f r e q u e n c i e s 
and t h r e e wave d i r e c t i o n s , i . e . h e a d waves (180°), bow q u a r t e r i n g 
waves (135°) and beam waves f r o m t h e s t a r b o a r d s i d e (90°). 

The s u b m e r g e d h o r i z o n t a l c y l i n d e r i s r e p r e s e n t a t i v e o f a 
s u b m e r s i b l e h o v e r i n g j u s t b e l o w t h e s u r f a c e o r o f h o r i z o n t a l s u b ­
merged e l e m e n t s o f a semi-submersiblë. F o r t h i s v e s s e l t h e f i r s t 
o r d e r v e r t i c a l m o t i o n s and t h e mean s e c o n d o r d e r v e r t i c a l f o r c e s 
w e r e d e t e r m i n e d f o r a r a n g e o f wave f r e q u e n c i e s and t h e same wave 
d i r e c t i o n s as m e n t i o n e d a b o v e . 
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D e s i g n a t i o n Symbol U n i t 
T a n k e r Semi-

subiïiersible 
R e c t a n g u l a r 

barge 
Submerged 
h o r i z o n t a l 
c y l i n d e r 

T e s t e d C a l c u ­
l a t e d T e s t e d C a l c u ­

l a t e d T e s t e d C a l c u ­
l a t e d T e s t e d C a l c u ­

l a t e d 

S c a l e r a t i o - - 1:82.5 1 : 40 1:50 1:30 

Length (between 
p e r p e n d i c u l a r s ) L P P m 310 00 100 00 150 00 75. 60 

B r e a d t h B m 47 17 76 00 50 00 8. 40 

D r a f t T m 18 90 20 00 10 00 12 . 60* 

D i s p l a c e m e n t volume V 3 
m 234,826 35,925 73 ,750 4 , 034 

C e n t r e o f g r a v i t y 
above base KG m 13 32 8.64 7.92 10 00 4. 20 

M e t a c e n t r i c h e i g h t GM m 5 78 16.76 17.48 16 23 0. 00 

T r a n s v e r s e g y r a d i u s 
i n a i r k 

XX 
m - 14.77 - 30 . 55 - 20.00 2.94 2 . 94 

T r a n s v e r s e g y r a d i u s 
i n water k 

XX 
m 17.02 17.02 43.47 46.60 24. 16 24.20 - -

L o n g i t u d i n a l g y r a d i u s 
i n a i r k 

yy 
m 77.47 77.50 30 . 89 30 . 89 39.00 39 .00 16.80 16 . 80 

V e r t i c a l g y r a d i u s i n a i r k 
zz 

m - 79.30 - 4 1.74 - 39.00 16 . 80 16 . 80 

N a t u r a l p e r i o d o f heave T 
z 

s e c . 11.8 11.7 21. 3 21.8 - 10 . 4 - -
N a t u r a l p e r i o d o f r o l l T * s e c . 14.2 14.2 2 1.3 22 . 4 12.0 12.1 - -
N a t u r a l p e r i o d o f p i t c h s e c . 10.8 10.6 1*1 19.8 9 . 3 9.4 - -
Water depth Wd m 82 . 5 40 . 0 50 .0 75 .0 

* D i s t a n c e between base and mean s t i l l w ater s u r f a c e . 

T a b l e V I - l M a i n p a r t i c u l a r s and s t a b i l i t y d a t a . 
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TANKER SEMI- SUBMERSIBLE 

10-6 

i O O O 

16
.0

 
——

—1
 1 

O O Œ ISf
il 

100.0 

ISf
il 

¿1 1 1 

O 
O 

150.0 

75.6 

F i g . V I - 1 The v e s s e l s . 
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V I . 2. M o d e l t e s t s 

V I . 2 . 1 . G e n e r a l 

I n o r d e r t o measure t h e mean s e c o n d o r d e r wave d r i f t f o r c e s 
on t h e m o d e l o f a v e s s e l i n r e g u l a r waves , a t t e n t i o n h as t o be p a i 
t o t h e m e a s u r i n g s y s t e m e m p l o y e d . T h i s g e n e r a l l y t a k e s t h e f o r m o f 
a m o o r i n g s y s t e m i n w h i c h f o r c e t r a n s d u c e r s a r e i n c o r p o r a t e d w h i c h 
measure t h e m o o r i n g f o r c e n e c e s s a r y t o k e e p t h e v e s s e l i n a mean 
p o s i t i o n . The mean m o o r i n g f o r c e i s e q u a t e d t o t h e mean s e c o n d o r ­
d e r d r i f t f o r c e . I n c h a p t e r I I and c h a p t e r I I I i t was shown t h a t 
t h e s e c o n d o r d e r f o r c e s a r e d e p e n d e n t on f i r s t o r d e r q u a n t i t i e s . 
F i r s t o r d e r q u a n t i t i e s a r e , f o r i n s t a n c e , t h e body m o t i o n s w i t h 
f r e q u e n c y e q u a l t o t h e wave f r e q u e n c y . 

I f i t i s r e q u i r e d t o measure t h e mean s e c o n d o r d e r f o r c e s 
on a f r e e f l o a t i n g v e s s e l t h e m o o r i n g s y s t e m must be s u c h t h a t t h e 
f i r s t o r d e r m o t i o n , e t c . a r e n o t i n f l u e n c e d by t h e s y s t e m . I n t h e ­
o r y t h i s r e q u i r e s t h a t t h e o n l y f o r c e w h i c h t h e m o o r i n g s y s t e m 
a p p l i e s t o t h e v e s s e l i s a c o n s t a n t f o r c e e q u a l and o p p o s i t e t o 
t h e mean s e c o n d o r d e r wave d r i f t f o r c e . 

The m o o r i n g s y s t e m shown i n F i g u r e V I - 2 ( a ) makes u s e o f a 
f a l l i n g w e i g h t t o c o u n t e r a c t t h e mean wave d r i f t f o r c e s . 

F i g . V I - 2 ( a ) a n d 2 ( b ) S y s t e m s o f r e s t r a i n t . 
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T h i s s y s t e m h as c h a r a c t e r i s t i c s w h i c h c o n f o r m w e l l w i t h t h e above 
g i v e n r e q u i r e m e n t and i t has been u s e d by s e v e r a l i n v e s t i g a t o r s i n 
t h e p a s t . T h i s s y s t e m , b e i n g o f t h e c o n s t a n t t e n s i o n t y p e , h as 
c e r t a i n d i s a d v a n t a g e s , h o w e v e r . I n a t e s t i n r e g u l a r waves t h e 
f a l l i n g w e i g h t h as t o be s e l e c t e d s o t h a t t h e m o d e l r e m a i n s i n t h e 
same mean p o s i t i o n . I f t h e w e i g h t i s n o t q u i t e c o r r e c t , o r t h e 
wave a m p l i t u d e v a r i e s s l i g h t l y i n t i m e , t h e e q u i l i b r i u m o f f o r c e s 
i s u p s e t and t h e m o d e l w i l l commence t o d r i f t away f r o m t h e mean 
p o s i t i o n . S i n c e t h i s m o o r i n g s y s t e m i s o f t h e c o n s t a n t t e n s i o n 
t y p e t h e d r i f t m o t i o n w i l l n o t be c h e c k e d u n l e s s t h e w e i g h t i s a l ­
t e r e d . I n p r a c t i c e i t a p p e a r s t o be d i f f i c u l t t o f i n d t h e c o r r e c t 
v a l u e f o r t h e w e i g h t due t o t h i s e f f e c t . 

A m o o r i n g s y s t e m w h i c h i s u s e d e x t e n s i v e l y i s t h e s o f t 
s p r i n g m o o r i n g s y s t e m shown i n F i g u r e V I - 2 ( b ) . T h i s s y s t e m was 
a l s o e m p l o y e d f o r t h e m o d e l t e s t s o f w h i c h r e s u l t s a r e g i v e n i n 
t h i s c h a p t e r . I n t h i s c a s e t h e v e s s e l i s moored by means o f l i n e s 
i n c o r p o r a t i n g s o f t s p r i n g s . I n r e g u l a r waves t h i s s y s t e m . a p p l i e s 
a f o r c e w h i c h c o n t a i n s a c o n s t a n t p a r t e q u a l t o t h e mean s e c o n d 
o r d e r d r i f t f o r c e and an o s c i l l a t i n g p a r t commensurate w i t h t h e 
f i r s t o r d e r m o t i o n s and t h e s p r i n g c h a r a c t e r i s t i c s o f t h e m o o r i n g 
s y s t e m . T h i s o s c i l l a t i n g p a r t may m o d i f y t h e f i r s t o r d e r m o t i o n s 
i f t h e s p r i n g i s t o o s t i f f . T h i s i n t u r n a f f e c t s t h e mean s e c o n d 
o r d e r f o r c e . I n p r a c t i c e t h e s p r i n g c o n s t a n t s a r e c h o s e n s o t h a t 
t h e n a t u r a l f r e q u e n c i e s o f t h e m o t i o n s o f t h e v e s s e l , w h i c h a r e 
i n d u c e d by t h e p r e s e n c e o f t h e s p r i n g s i n t h e m o o r i n g s y s t e m , a r e 
s u f f i c i e n t l y f a r removed f r o m t h e f r e q u e n c i e s o f i n t e r e s t o f t h e 
r e g u l a r waves. G e n e r a l l y , s p r i n g c o n s t a n t s a r e c h o s e n s u c h t h a t 
t h e n a t u r a l f r e q u e n c i e s i n d u c e d by t h e m o o r i n g s y s t e m a r e i n t h e 
o r d e r o f 5 t i m e s l o w e r t h a n t h e f r e q u e n c i e s o f t h e waves. T h i s e n ­
s u r e s t h a t t h e e f f e c t o f t h e m o o r i n g s y s t e m on t h e f i r s t o r d e r mo­
t i o n s a n d h e n c e t h e mean s e c o n d o r d e r f o r c e s w i l l be n e g l i g i b l e . 

Once t h e method o f r e s t r a i n t f o r t h e m o d e l has b e e n c h o s e n , 
t h e q u e s t i o n a r i s e s as t o where t h e f o r c e i n t h e m o o r i n g s y s t e m 
must be m e a s u r e d i n o r d e r t o o b t a i n t h e c o r r e c t v a l u e o f t h e mean 
s e c o n d o r d e r f o r c e s . I n g e n e r a l , t h r e e p o s i t i o n s o f t h e f o r c e 
t r a n s d u c e r s a r e p o s s i b l e , i . e . : i n t h e m o o r i n g l i n e , f i x e d t o t h e 
v e s s e l and f i x e d t o t h e m o o r i n g p o i n t . The t h r e e p o s i t i o n s a r e 
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shown i n F i g u r e V I - 3 ( a ) . I n t h i s f i g u r e o n l y one m o o r i n g l i n e i s 
shown. 

1 

o 
a ) 

P 

b) 

F i g . V I - 3 ( a ) and 3(b) D r i f t f o r c e m e a s u r i n g s e t - u p . 

T h i s s i t u a t i o n a p p l i e s t o a v e s s e l f o r w h i c h i t i s r e q u i r e d t o 
d e t e r m i n e t h e mean h o r i z o n t a l d r i f t f o r c e s . The m o o r i n g l i n e r u n s 
h o r i z o n t a l l y f r o m t h e v e s s e l t o t h e m o o r i n g p o i n t w i t h t h e v e s s e l 
i n t h e r e s t p o s i t i o n . The t h r e e f o r c e t r a n s d u c e r s shown i n t h e 
f i g u r e a r e : 

- a f o r c e t r a n s d u c e r m e a s u r i n g t h e l o n g i t u d i n a l f o r c e component o f 
t h e m o o r i n g l i n e f o r c e r e l a t i v e t o t h e body a x e s ( t r a n s d u c e r I ) ; 

- a f o r c e t r a n s d u c e r m e a s u r i n g t h e t e n s i o n i n t h e m o o r i n g l i n e 
( t r a n s d u c e r 2 ) ; 

- a f o r c e t r a n s d u c e r m e a s u r i n g t h e h o r i z o n t a l component o f t h e 
m o o r i n g l i n e f o r c e r e l a t i v e t o an e a r t h - b o u n d s y s t e m o f a x e s 
( t r a n s d u c e r 3 ) . 

S i n c e i t i s r e q u i r e d t o d e t e r m i n e t h e h o r i z o n t a l d r i f t f o r c e t h e 
t r u e f o r c e w i l l be m e a s u r e d by t r a n s d u c e r 3. 

by t r a n s d u c e r 1 o r t r a n s d u c e r 2 we assume t h a t t h e v e s s e l i s c a r ­
r y i n g o u t o s c i l l a t o r y m o t i o n s w h i c h i n d u c e t h e a n g l e s a and $ b e ­
t w e en t h e m o o r i n g l i n e and t h e h o r i z o n t a l p l a n e and t h e l o n g i t u d i -

I n o r d e r t o d e t e r m i n e t h e v a l i d i t y o f m e a s u r i n g t h e f o r c e 
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n a l a x i s o f t h e v e s s e l (see F i g u r e V I - 3 ( b ) ) . I f t h e f o r c e i n t h e 
m o o r i n g l i n e i s m e a s u r e d by t r a n s d u c e r 2 i s F^, t h e n t h e r e l a t i o n ­
s h i p b e t w e e n t h i s f o r c e and t h e f o r c e F._ i s : 

F 3 = F 2 c o s a ( V I - 1 ) 

o r : 

F n = F_, ( V I - 2 ) 
2 3 c o s a 

A s s u m i n g t h a t t h e a n g l e a i s s m a l l we may w r i t e : 

2 
c o s a ~ 1 - ha ( V I - 3 ) 

f r o m w h i c h i t f o l l o w s t h a t : 

F 2 s F 3 ( l + ^ a 2 ) ( V I - 4 ) 

F rom t h i s i t i s s e e n t h a t t h e e r r o r i n F_ i s i n t h e o r d e r o f 
2 

F^.^a . N o r m a l l y t h e a n g l e a w i l l be o f t h e same o r d e r as t h e a n ­
g u l a r m o t i o n s o f t h e v e s s e l ( p i t c h , r o l l and yaw) w h i c h , e x c e p t 
f o r t h e c a s e o f r e s o n a n t r o l l m o t i o n s , w i l l n o r m a l l y have a m p l i ­
t u d e s l e s s t h a n a b o u t 0.1 r a d . A s s u m i n g t h i s v a l u e o f a t h e e r r o r 
i n F 2 w i l l , a t m o s t , be o f t h e o r d e r o f F^ x 0.005 o r a b o u t one 
h a l f p e r c e n t o f F^. I n t h e same way i t c a n be shown t h a t t h e e r r o r 
i n F. i s o f a b o u t t h e same m a g n i t u d e f r o m w h i c h i t can be c o n ­
c l u d e d t h a t t h e f o r c e s may be m e a s u r e d i n any o f t h e t h r e e men­
t i o n e d p o s i t i o n s p r o v i d e d t h e a n g u l a r m o t i o n s o f t h e v e s s e l a r e 
n o t l a r g e . 

V I . 2.2. M o d e l t e s t c o n d i t i o n s 

M o d e l t e s t s were c a r r i e d o u t i n r e g u l a r waves f o r t h r e e 
d i r e c t i o n s , i . e . h e a d w a v e s , bow q u a r t e r i n g waves and beam waves 
f o r a r a n g e o f r e g u l a r wave f r e q u e n c i e s . The t e s t c o n d i t i o n s w i t h 
r e s p e c t t o t h e wave d i r e c t i o n , wave f r e q u e n c i e s and wave a m p l i ­
t u d e s a r e g i v e n i n T a b l e V I - 2 t h r o u g h T a b l e V I - 5 . 
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Wave f r e q u e n c y Wave a m p l i t u d e Ç& i n m e t r e s 

i n \ / v l / 3 ' Wave d i r e c t i o n Wave d i r e c t i o n Wave d i r e c t i o n 
r a d . / s e c . «V 90 d e g r e e s 135 d e g r e e s 180 d e g r e e s 

0 . 178 0 446 2 . 14 2 14 2 14 
0 . 267 0 669 1 .21 1 2 1 1 21 
0 . 267 0 669 2 . 11 2 11 2 11 
0 . 267 0 669 2 . 86 2 86 2 86 
0 . 357 0 895 1 . 86 1 86 1 86 
0 . 443 1 110 1 .23 1 23 1 23 
0 . 443 1 110 1 .98 1 98 1 98 
0 . 443 1 110 - 2 83 2 83 
0 . 532 1 333 2 .02 2 02 2 02 
0 . 623 1 562 2 . 19 2 19 2 19 
0 . 713 1 787 1 .20 1 20 1 20 
0. 713 1 787 2 .06 2 06 2 06 
0 . 713 1 787 - 2 76 2 76 
0 . 804 2 0 16 2 . 11 2 11 2 11 
0 . 887 2 223 1 . 76 1 76 1 76 

T a b l e V I - 2 T e s t c o n d i t i o n s f o r m o d e l t e s t s w i t h a t a n k e r . 

Wave f r e q u e n c y Wave a m p l i t u d e i n m e t r e s 

U i n \ 1 v l / 3 ' Wave d i r e c t i o n Wave d i r e c t i o n Wave d i r e c t i o n 
r a d . / s e c . "V 90 d e g r e e s 135 d e g r e e s 180 d e g r e e s 

0 . 300 0 . 550 - - 2 .61 
0 . 300 0 . 550 - - 4 . 49 
0 . 300 0. 550 - - 5 .09 
0 . 455 0 . 834 0.97 0.97 1 .02 
0 . 455 0 . 834 2 . 15 2.15 1 .96 
0 . 455 0 . 834 3.18 3.18 2 . 79 
0 . 525 0 . 963 0.91 0.91 0 .98 
0 . 630 1. 155 1.01 1.01 1 .02 
0 . 630 1. 155 1.99 1.99 1 .97 
0 . 630 1. 155 2.83 2 . 83 -
0. 727 1. 333 1 . 10 1. 10 -0. 785 1. 440 - - 1 .03 
0 . 805 1. 476 1. 18 1 . 18 -
0 . 910 1. 668 1.14 1.14 -0 . 920 1. 687 - - 1 .04 
0 . 920 1. 687 - - 1 . 76 
1. 047 1. 920 - - 0 .98 
1. 047 1. 920 - - 1 .61 
1. 060 1. 944 1.04 1.04 -1. 168 2 . 142 0.94 0.94 -1. 200 2 . 200 - - 0 . 78 
1. 200 2 . 200 - - 0 . 81 
1. 278 2 . 344 0.98 0.98 -
1. 339 2 . 455 0 . 80 0.80 -
1. 350 2 . 476 - - 0 .64 
1. 398 2 . 564 0.83 0.83 -
1. 570 2 . 879 - - 0 .43 

T a b l e V I - 3 T e s t c o n d i t i o n s f o r m o d e l t e s t s w i t h a s e m i - s u b m e r s i b l e . 
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Wave f r e q u e n c y Wave a m p l i t u d e £ a i n m e t r e s 

a) i n \ / v 1 / 3 ' Wave d i r e c t i o n Wave d i r e c t i o n Wave d i r e c t i o n 
r a d . / s e c . 90 d e g r e e s 135 d e g r e e s 180 d e g r e e s 

0 . 300 0 .620 0 81 0.81 0 81 
0 . 400 0.827 0 94 1.07 1 07 
0 . 500 1.033 0 96 0 .96 0 96 
0.600 1.241 0 98 0 .98 0 98 
0. 700 1.447 1 09 1.09 1 09 
0. 800 1.654 1 16 1. 16 1 16 
0.900 1. 86 1 1 08 1.08 1 08 
1.000 2.067 0 94 0.94 0 94 
1.100 2.274 0 79 0 . 79 0 79 

T a b l e V I - 4 T e s t c o n d i t i o n s f o r m o d e l t e s t s w i t h a r e c t a n g u l a r 
b a r g e . 

Wave f r e q u e n c y Wave a m p l i t u d e i n m e t r e s 

ai i n \ / v 1 / 3 ' Wave d i r e c t i o n Wave d i r e c t i o n Wave d i r e c t i o n 
r a d . / s e c . * "A/\ 90 d e g r e e s 135 d e g r e e s 180 d e g r e e s 

0. 760 0.968 0 . 55 0.55 0.55 
0.881 1. 122 0.73 0 . 73 0.94 
1.081 1 . 377 1. 06 1.06 1.06 
1.260 1.605 1.08 1.08 1.08 
1.530 1.949 1.20 1.20 1. 20 
1. 880 2 . 395 0. 75 0.75 0.75 
2.167 2 . 760 0 . 50 0 . 50 0. 50 

T a b l e V I - 5 T e s t c o n d i t i o n s f o r m o d e l t e s t s w i t h a submerged 
h o r i z o n t a l c y l i n d e r . 
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V I ̂  3 ^ C o m p u t a t i o n s 

The d i s t r i b u t i o n o f f a c e t e l e m e n t s on t h e mean w e t t e d p a r t 
o f t h e h u l l s o f t h e v e s s e l s a n d , f o r t h e s u r f a c e v e s s e l s , t h e d i s ­
t r i b u t i o n o f t h e l i n e e l e m e n t s a r o u n d t h e w a t e r l i n e a r e g i v e n i n 
F i g u r e s V I - 4 t h r o u g h V I - 8 . 

FACET S C H E M A T I S A T I O N TANKER 

TOTAL 3 0 2 FACETS 

F i g . V I - 4 F a c e t and w a t e r l i n e e l e m e n t d i s t r i b u t i o n o f a t a n k e r . 



FACET SCHEMATISATION SEMI-SUBMERSIBLE 

TOTAL 216 FACETS 

WATER LINE SCHEMATISATION 

TOTAL 72 ELEMENTS 

F i g . V I - 5 F a c e t a n d w a t e r l i n e e l e m e n t d i s t r i b u t i o n 
s u b m e r s i b l e : 2 16 f a c e t s . 

o f t h e s e r a i -
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FACET SCHEMATISATION BARGE 

TOTAL 138 E L E M E N T S 

WATER LINE SCHEMATISATION 

TOTAL 4 8 ELEMENTS 

H 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

H 1 1 1 1 1 1 1 1 1 h 

F i g . V I - 6 F a c e t and w a t e r l i n e e l e m e n t d i s t r i b u t i o n o f t h e r e c t a n 
g u i a r b a r g e 
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FACET S C H E M A T I S A T I O N C Y L I N D E R 

F i g . V I - 7 F a c e t d i s t r i b u t i o n o f t h e submerged h o r i z o n t a l c y l i n d e r . 

85 



FACET S C H E M A T I S A T I O N S E M I - S U B M E R S I B L E 

TOTAL 3 6 0 FACETS 

WATER LINE SCHEMATISATION 

TOTAL 144 ELEMENTS 

F i g . V I - 8 F a c e t and w a t e r l i n e e l e m e n t d i s t r i b u t i o n o f t h e s e m i -
s u b m e r s i b l e : 360 f a c e t s . 
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The c o m p u t a t i o n s were c a r r i e d o u t f o r t h e same wave d i r e c ­
t i o n s as t h e m o d e l t e s t s and c o v e r e d t h e r a n g e o f wave f r e q u e n c i e s 
t e s t e d . The wave f r e q u e n c i e s f o r w h i c h c o m p u t a t i o n s were c a r r i e d 
o u t f o r t h e f o u r v e s s e l s a r e g i v e n i n T a b l e V I - 6 . 

V e s s e l 
Wave f r e q u e n c y 

V e s s e 1 
Wave f r e q u e n c y 

V e s s e l 
r a d 

i n 
/ s e c . 

V e s s e 1 to i n 
r a d . / s e c . <*\ 

0 300 0 620 
0 450 0 930 

0 079 0 198 0 480 0 990 
0 112 0 .281 0 500 1 035 
0 189 0 474 0 516 1 070 
0 266 0 667 0 539 1 116 
0 354 0 . 887 0 560 1 160 

T a n k e r 0 444 1 113 R e c t a n g u l a r 0 600 1 240 
0 523 1 . 312 b a r g e 0 650 1 340 
0 600 1 .505 0 700 1 450 
0 713 1 .788 0 780 1 610 
0 758 1 901 0 800 1 660 
0 887 2 224 0 900 1 860 

1 000 2 070 
1 100 2 270 

0 098 0 180 
0 146 0 268 
0 200 0 367 
0 300 0 550 
0 400 0 733 
0 500 0 916 
0 600 1 100 0 421 0 536 
0 702 1 290 0 698 0 889 

S e m i - 0 800 1 466 Submerged 0 836 1 064 
s u b m e r s i b l e 0 900 1 650 h o r i z o n t a l 1 080 1 376 

1 000 1 830 c y l i n d e r 1 325 1 687 
1 050 1 925 1 528 1 946 
1 100 2 020 1 872 2 385 
1 150 2 108 2 160 2 . 752 
1 200 2 200 
1 250 2 292 
1 300 2 380 
1 400 2 570 
1 500 2 750 

T a b l e V I - 6 F r e q u e n c i e s u s e d f o r c o m p u t a t i o n s . 
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A d d i t i o n a l i n p u t d a t a f o r t h e c o m p u t a t i o n s w i t h r e s p e c t t o t h e 
v e s s e l s a r e g i v e n i n T a b l e V I - 1 . I n t h e c a s e o f t h e s e m i - s u b m e r s ­
i b l e some d i f f e r e n c e s o c c u r b e t w e e n t h e m o d e l d a t a and i n p u t d a t a 
f o r c o m p u t a t i o n s w i t h r e s p e c t t o t h e p o s i t i o n o f t h e c e n t r e o f 
g r a v i t y a nd t h e t r a n s v e r s e r a d i u s o f g y r a t i o n i n a i r . The i n f l u ­
e n c e o f t h e s e d i f f e r e n c e s on t h e r e s u l t s o f c o m p u t a t i o n s was s m a l l , 
h o w e v e r . 

V I . 4. _?§§ults o f _ c o m p _ u t a t i o n s _ a n d _ m e a s u r e m e n t s 

The r e s u l t s o f c o m p u t a t i o n s and m e a s u r e m e n t s w i t h r e s p e c t 
t o t h e f i r s t o r d e r o s c i l l a t o r y m o t i o n s o f and a b o u t t h e c e n t r e o f 
g r a v i t y a r e g i v e n i n F i g u r e s V I - 9 t h r o u g h V I - 1 3 . The r e s u l t s a r e 
p r e s e n t e d i n t h e f o r m o f n o n - d i m e n s i o n a l f r e q u e n c y r e s p o n s e f u n c ­
t i o n s o f t h e a m p l i t u d e s o f t h e m o t i o n s t o a b a s e o f t h e n o n - d i m e n ­
s i o n a l wave f r e q u e n c y . The p h a s e a n g l e s o f t h e m o t i o n s a r e g i v e n 
i n d e g r e e s , a l s o t o a b a s e o f t h e n o n - d i m e n s i o n a l wave f r e q u e n c y . 
A p o s i t i v e p h a s e a n g l e i n d i c a t e s t h a t a m o t i o n r e a c h e s i t s p o s i ­
t i v e maximum v a l u e b e f o r e t h e c r e s t o f t h e u n d i s t u r b e d i n c o m i n g 
r e g u l a r wave p a s s e s t h e c e n t r e o f g r a v i t y o f t h e v e s s e l . The p o s i ­
t i v e d i r e c t i o n o f m o t i o n s and f o r c e s a r e i n a c c o r d a n c e w i t h t h e 
r e c t a n g u l a r s y s t e m o f a x e s G -Xj-X'-X^ shown i n F i g u r e I I I - l . 

C o m p a r i s o n o f c o m p u t e d and e x p e r i m e n t a l d a t a on t h e f i r s t 
o r d e r m o t i o n s shows t h a t t h e m o t i o n a m p l i t u d e s o f a l l f o u r v e s s e l s 
a r e g e n e r a l l y w e l l p r e d i c t e d by t h e c o m p u t a t i o n s . S i g n i f i c a n t d i f ­
f e r e n c e s o c c u r i n r o l l and sway m o t i o n a m p l i t u d e s n e a r t h e n a t u r a l 
f r e q u e n c y o f t h e r o l l m o t i o n s o f t h e b a r g e and t h e t a n k e r . T h e s e 
a r e m a i n l y due t o t h e f a c t t h a t t h e c o m p u t a t i o n s p r e d i c t a l a r g e r 
r o l l m o t i o n due t o t h e o m i s s i o n o f v i s c o u s e f f e c t s i n r o l l d a m p i n g 
i n t h e c o m p u t a t i o n s . Due t o t h e s w a y - r o l l c o u p l i n g c o m p u t e d sway 
m o t i o n s a l s o d i f f e r somewhat f r o m t h e r e s u l t s o f m e a s u r e m e n t s . 

A t v e r y l o w wave f r e q u e n c i e s n o n - d i m e n s i o n a l a m p l i t u d e s o f 
t h e m e a s u r e d r o l l m o t i o n s o f t h e t a n k e r become i n c r e a s i n g l y l a r g e r 
t h a n t h e c o m p u t e d v a l u e s . The d i f f e r e n c e s b e t w e e n c o m p u t a t i o n s and 
m e a s u r e m e n t s a t t h e s e f r e q u e n c i e s a r e , h o w e v e r , e x a g g e r a t e d due t o 
t h e way a n g u l a r m o t i o n s a r e made n o n - d i m e n s i o n a l . 
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F i g . V I - 1 0 F i r s t o r d e r l i n e a r m o t i o n s i n bow q u a r t e r i n g w aves. 
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F i g . V I - 1 1 F i r s t o r d e r a n g u l a r m o t i o n s i n bow q u a r t e r i n g w aves. 
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F i g . V I - 1 3 F i r s t o r d e r v e r t i c a l m o t i o n s o f t h e c y l i n d e r i n h e a d 
w a v e s , bow q u a r t e r i n g waves and beam waves. 
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I n t e r m s o f a b s o l u t e d i f f e r e n c e s b e t w e e n t h e m e a s u r e d r o l l a n g l e 
and t h e r o l l a n g l e computed f o r t h e wave a m p l i t u d e c o n c e r n e d t h e 
d i f f e r e n c e s a r e c o m p a r a b l e t o t h o s e f o u n d a t h i g h e r f r e q u e n c i e s . 

The p h a s e a n g l e s o f t h e f i r s t o r d e r m o t i o n s a r e g e n e r a l l y 
r e a s o n a b l y w e l l p r e d i c t e d . When m o t i o n a m p l i t u d e s a r e s m a l l d i f ­
f e r e n c e s i n t h e p h a s e a n g l e s a r e somewhat i n c r e a s e d . I n s u c h c a s e s 
t h e h a r m o n i c a n a l y s i s t e c h n i q u e , by means o f w h i c h t h e a m p l i t u d e 
and p h a s e a n g l e o f t h e m o t i o n s a r e d e t e r m i n e d f r o m m e a s u r e d d a t a , 
t e n d s t o g i v e l e s s c o r r e c t r e s u l t s s i n c e a t low m o t i o n a m p l i t u d e s 
t h e i n f l u e n c e o f e r r o r s i n t h e m e a s u r e m e n t s become more i m p o r t a n t . 

The r e s u l t s o f c o m p u t a t i o n s a nd e x p e r i m e n t s on t h e mean 
s e c o n d o r d e r f o r c e s a r e g i v e n i n F i g u r e s V I - 1 4 t h r o u g h V I - 1 7 . 
T h e s e r e s u l t s a r e g i v e n i n n o n - d i m e n s i o n a l f o r m m a k i n g u s e o f t h e 
d i s p l a c e d v o l u m e o f t h e v e s s e l s . F o r e q u a l d i s p l a c e m e n t v o l u m e s 
t h e r e s u l t s f o r t h e v a r i o u s v e s s e l s a r e d i r e c t l y c o m p a r a b l e . The 
f o r c e s a n d moments a r e g i v e n t o a b a s e o f t h e n o n - d i m e n s i o n a l wave 
f r e q u e n c y . 

F i g . 'VI-14 Mean l o n g i t u d i n a l d r i f t f o r c e s i n h e a d waves. 
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F i g . V I - 1 5 Mean l o n g i t u d i n a l and t r a n s v e r s e d r i f t f o r c e s and 
y a w i n g moment i n bow q u a r t e r i n g waves. 
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COMPUTED 

o.i.a MEASURED (ASCENDING WAVE AMPLITUDE °.« ° ) 

F i g . V I - 1 6 Mean t r a n s v e r s e d r i f t f o r c e s i n beam waves. 

CYLINDER 

— COMPUTED 

F i g . V I - 1 7 Mean v e r t i c a l d r i f t f o r c e and t r i m moment on t h e c y l 
i n d e r i n h e a d w a v e s , bow q u a r t e r i n g waves and beam 
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The r e s u l t s g i v e n i n F i g u r e V I - 1 4 t h r o u g h F i g u r e V I - 1 7 i n d i c a t e 
t h a t i n g e n e r a l t h e mean s e c o n d o r d e r f o r c e s and moments a r e r e a ­
s o n a b l y w e l l p r e d i c t e d w i t h some n o t a b l e e x c e p t i o n s . F o r t h e t a n ­
k e r t h e mean t r a n s v e r s e f o r c e i n beam waves g i v e n i n F i g u r e V I - 1 6 
and t h e mean yaw moment i n bow q u a r t e r i n g waves i n F i g u r e V I - 1 5 
show a l a r g e d i f f e r e n c e b e t w e e n c o m p u t a t i o n s and measurements a t 
t h e n o n - d i m e n s i o n a l wave f r e q u e n c y c o r r e s p o n d i n g t o t h e n a t u r a l 
r o l l f r e q u e n c y . A t t h i s f r e q u e n c y t h e mean t r a n s v e r s e f o r c e g i v e n 
i n F i g u r e V I - 1 6 shows a l a r g e peak i n t h e computed r e s u l t s w h i c h 
i s n o t p r e s e n t i n t h e e x p e r i m e n t a l r e s u l t s . The mean yaw moment 
g i v e n i n F i g u r e V I - 1 5 shows t h a t a t t h e n a t u r a l r o l l f r e q u e n c y 
c o mputed and e x p e r i m e n t a l r e s u l t s a r e o p p o s i t e i n s i g n . The com­
p u t e d r e s u l t s show a m a r k e d n e g a t i v e peak w h i c h a g a i n i s n o t p r e ­
s e n t i n t h e e x p e r i m e n t a l r e s u l t s . F o r t h e b a r g e s i m i l a r a b r u p t 
c h a n g e s i n t h e co m p u t e d d r i f t f o r c e s and y a w i n g moment a r e f o u n d 
n e a r t h e n a t u r a l r o l l f r e q u e n c y . I t i s f e l t t h a t , as i s t h e c a s e 
w i t h t h e o v e r p r e d i c t i o n by t h e c o m p u t a t i o n s o f t h e f i r s t o r d e r 
r o l l m o t i o n s , t h e l a r g e d i s c r e p a n c i e s i n t h e mean d r i f t f o r c e s may 
be a l s o due t o t h e f a c t t h a t v i s c o u s e f f e c t s i n t h e r o l l d a m p i n g 
a r e n o t i n c l u d e d . 

I n o r d e r t o c h e c k , q u a l i t a t i v e l y , t h e i n f l u e n c e o f t h e r o l l 
d a m p i n g on t h e r e s u l t s o f t h e mean d r i f t f o r c e s , c o m p u t a t i o n s were 
r e p e a t e d f o r d i f f e r e n t v a l u e s o f t h e l i n e a r r o l l d a m p i n g a t t h e 
n a t u r a l r o l l f r e q u e n c y o f t h e t a n k e r . C o m p u t a t i o n s were c a r r i e d 
o u t f o r r o l l d a m p i n g v a l u e s o f 1, 3 and 5 t i m e s t h e p o t e n t i a l r o l l 
d a m p i n g . The r e s u l t s o f c o m p u t a t i o n s a r e shown i n T a b l e V I - 7 i n 
w h i c h t h e mean v a l u e s o f t h e m e a s u r e d d a t a , g i v e n a t t h i s f r e q u e n ­
c y i n t h e f i g u r e s , a r e a l s o g i v e n . From t h e r e s u l t s g i v e n i n t h i s 
t a b l e i t may be c o n c l u d e d t h a t i n c r e a s i n g t h e r o l l d a mping t e n d s 
t o e f f e c t b o t h f i r s t and s e c o n d o r d e r q u a n t i t i e s i n s u c h a way 
t h a t b e t t e r a g r e e m e n t w i t h e x p e r i m e n t a l d a t a i s o b t a i n e d . The r e ­
s u l t s a l s o show, h o w e v e r , t h a t i f t h e r o l l d a m p i n g i s i n c r e a s e d 
t o s u c h an amount t h a t t h e computed r o l l m o t i o n s a g r e e w i t h t h e 
m e a s u r e d r o l l m o t i o n s t h i s d o e s n o t n e c e s s a r i l y r e s u l t i n a g r e e ­
ment i n t h e computed and m e a s u r e d d r i f t f o r c e s . T h i s d i s c r e p a n c y 
may be a r e s u l t o f t h e phenomenon t h a t v i s c o u s d a m p i n g e f f e c t s 
a r e l e s s l i n e a r t h a n h as been assumed h e r e . 
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FREQUENCY : u = 0 . 444 r a d . / s e c . 

•Arî- - i-1 1 3 

Calculât i o n s 

Wave R o l l damping m u l t i p l i c a t i o n f a c t o r M e a s u r e ­
ments 

D e s c r i p t i o n d i r e c t i o n 
i n deg. 

U n i t 1 3 5 

u 
a uç V " u 

a 
u a / . . E 

u r. 

MOTIONS 

Sway 90 •PK" 0 . 35 140 0.63 255 0 70 263 1 . 12 267 

Heave 90 1 . 38 353 1 . 38 353 1 38 353 1 . 35 2 

R o l l 90 ) 62 . 50 1 4 1 15.19 172 8 46 176 9 . 36 248 

S u r g e 135 x ! u / c a ) 

l a s a 
0 .25 9 1 0.25 9 1 0 25 9 1 0.28 112 

Sway 1 35 x ' U / ç ( 1 ) 

2a s a 0 . 19 290 0.25 268 0 .26 268 0.41 273 

Heave 135 3a ^a 0 . 56 9 0. 56 9 0 56 9 0.68 33 

R o l l 1 35 ) 7 . 12 85 1. 73 117 0 97 121 5.13 253 

P i t c h 1 35 ) 0 .48 253 0 . 48 253 0 48 253 0.71 271 

Yaw 1 35 ) 0 . 25 348 0 . 26 356 0 26 357 0 .26 8 

MEAN DRIFT FORCES AND MOMENT 

T r a n s v e r s e 
f o r c e 

90 F 2 A p g V 1 / 3 ç ( l) a 
2 

33.628 9.650 5. 431 1 . 210 

L o n g i t u d i n a l 
f o r c e 

135 (1) 
a 

2 
-0.274 -0.203 -0. 193 -0 . 203 

T r a n sve r s e 
f o r c e 

135 F 2 / ^ p g v 1 / 3 c ( 1) 
a 

2 
-0 . 152 0.233 0. 22 1 0 . 44 3 

Yaw moment 135 M 3 / b p g V 2 / 3 ç (1) 
a 

2 
-0.783 0.405 0 . 505 1 . 143 

T a b l e V I - 7 I n f l u e n c e o f l i n e a r r o l l d a m p i n g on t h e m o t i o n s and 
mean d r i f t f o r c e s and moment on a t a n k e r a t t h e n a t u r a l 
r o l l f r e q u e n c y . 
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W i t h r e s p e c t t o t h e r e s u l t s o b t a i n e d f o r t h e s e m i - s u b m e r s ­
i b l e i t i s n o t e d t h a t t h e mean d r i f t f o r c e i n h e a d waves g i v e n i n 
F i g u r e V I - 1 4 shows r a p i d f l u c t u a t i o n s w i t h t h e wave f r e q u e n c y , 
w h i c h a r e n o t p r e s e n t i n t h e c o r r e s p o n d i n g r e s u l t s f o r t h e t a n k e r 
and t h e b a r g e . F l u c t u a t i o n s a r e a l s o p r e s e n t i n t h e r e s u l t s f o r 
t h e t a n k e r and b a r g e a t o t h e r h e a d i n g s . I n t h a t c a s e t h e y a r e m a i n ­
l y due t o t h e a d d i t i o n a l peak a t t h e n a t u r a l r o l l f r e q u e n c y o f t h e 
t a n k e r and t h e b a r g e . F o r t h e s e m i - s u b m e r s i b l e t h e s e f l u c t u a t i o n s 
a r e n o t due t o s u c h e f f e c t s s i n c e t h e f r e q u e n c i e s a t w h i c h r e s o ­
n ance i n r o l l , p i t c h o r h e a v e o c c u r s a r e r e s t r i c t e d t o q u i t e low 
f r e q u e n c i e s as c a n be s e e n f r o m t h e r e s u l t s on t h e f i r s t o r d e r mo­
t i o n s g i v e n i n F i g u r e s V I - 9 t h r o u g h V I - 1 2 . 

F o r t h e s e m i - s u b m e r s i b l e t h e f l u c t u a t i o n s i n t h e mean d r i f t 
f o r c e s a p p e a r t o be r e l a t e d t o i n t e r a c t i o n e f f e c t s b e t w e e n t h e c o l ­
umns. I n h e a d waves t h e r e s u l t s g i v e n i n F i g u r e V I - 1 4 show a marked 
r e d u c t i o n i n t h e mean d r i f t f o r c e a t a n o n - d i m e n s i o n a l wave f r e ­
q u e n c y o f 2.2. I n beam waves t h e r e s u l t s g i v e n i n F i g u r e V I - 1 6 show 
a s i m i l a r r e d u c t i o n a t a n o n - d i m e n s i o n a l wave f r e q u e n c y o f a b o u t 
1.8. The wave l e n g t h s c o r r e s p o n d i n g t o t h e s e f r e q u e n c i e s f o r t h e 
h e a d waves and t h e beam wave c a s e amount t o 43 m and 62 m r e s p e c ­
t i v e l y f o r t h e v e s s e l s i z e as g i v e n i n F i g u r e V I - 1 . Thes e v a l u e s 
a r e q u i t e c l o s e t o t h e d i s t a n c e b e t w e e n t h e c o l u m n s as m e a s u r e d i n 
t h e d i r e c t i o n o f t h e wave p r o p a g a t i o n w h i c h amount t o 38 iti and 
60 m r e s p e c t i v e l y . I n s u c h c a s e s s t a n d i n g wave e f f e c t s may o c c u r 
b e t w e e n t h e c o l u m n s . 

I n o r d e r t o c h e c k t h e q u a d r a t i c r e l a t i o n s h i p b e t w e e n t h e 
mean s e c o n d o r d e r f o r c e s and t h e wave a m p l i t u d e , e x p e r i m e n t s w i t h 
t h e t a n k e r and t h e s e m i - s u b m e r s i b l e were c a r r i e d o u t i n waves w i t h 
d i f f e r e n t a m p l i t u d e s . The i n f l u e n c e o f t h e wave a m p l i t u d e on t h e 
v a r i o u s q u a n t i t i e s a t a number o f wave f r e q u e n c i e s c a n be s e e n i n 
t h e f i g u r e s . The wave a m p l i t u d e s a r e g i v e n i n T a b l e V I - 2 and T a b l e 
V I - 3 . I n g e n e r a l t h e q u a d r a t i c r e l a t i o n s h i p b e t w e e n t h e mean f o r c e s 
a nd t h e wave a m p l i t u d e i s c o n f o r m e d w i t h t o a r e a s o n a b l e d e g r e e . 
F o r t h e t a n k e r t h e r e i s a t r e n d , h o w e v e r , w h i c h i n d i c a t e s t h a t t h e 
n o n - d i m e n s i o n a l f o r c e s and m o t i o n s r e d u c e w i t h i n c r e a s i n g wave am­
p l i t u d e s . F o r t h e s e m i - s u b m e r s i b l e t h e i n f l u e n c e o f t h e wave a m p l i ­
t u d e i s l e s s c o n s i s t e n t . 
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F o r t h e c o m p u t a t i o n s t h e s u r f a c e o f t h e h u l l o f t h e v e s s e l 
i s a p p r o x i m a t e d by a d i s t r i b u t i o n o f p l a n e e l e m e n t s o r f a c e t s . 
T hese f a c e t s r e p r e s e n t a d i s t r i b u t i o n o f s o u r c e s i n g u l a r i t i e s 
w h i c h e a c h c o n t r i b u t e t o t h e p o t e n t i a l o f t h e f l o w a b o u t t h e v e s ­
s e l . The c h o i c e o f t h e number o f f a c e t s u s e d f o r t h e c o m p u t a t i o n s 
i s a c o m p r o m i s e b e t w e e n t h e q u a l i t y o f t h e r e s u l t s o b t a i n e d and 
t h e c o s t s o f c o m p u t a t i o n s . I n c r e a s i n g t h e number o f f a c e t s i s e x ­
p e c t e d t o i n c r e a s e t h e q u a l i t y o f t h e r e s u l t s b u t t h e c o s t s a l s o 
i n c r e a s e . The q u e s t i o n as t o w h e t h e r a g i v e n number o f f a c e t s w i l l 
y i e l d s a t i s f a c t o r y r e s u l t s c a n o n l y be c h e c k e d by r e p e a t i n g compu­
t a t i o n s u s i n g more e l e m e n t s and c o m p a r i n g t h e r e s u l t s . I n o r d e r t o 
show t h e i n f l u e n c e o f t h e number o f f a c e t s on t h e r e s u l t s a d d i t i o n ­
a l c o m p u t a t i o n s were c a r r i e d o u t f o r t h e s e m i - s u b m e r s i b l e a t t h r e e 
wave f r e q u e n c i e s . F o r t h e s e c o m p u t a t i o n s 360 f a c e t s were u s e d i n ­
s t e a d o f 2 16 f a c e t s . The d i s t r i b u t i o n s a r e shown i n F i g u r e V I - 5 
and F i g u r e V I - 8 . F rom t h e s e f i g u r e s i t c a n be s e e n t h a t f o r t h e 
c a s e o f 360 f a c e t s t h e a d d i t i o n a l number o f f a c e t s a r i s e s f r o m t h e 
f i n e r d i s t r i b u t i o n on t h e c o l u m n s . The r e s u l t s o f t h e a d d i t i o n a l 
c o m p u t a t i o n s a r e i n d i c a t e d i n t h e f i g u r e s . I n g e n e r a l t h e i n f l u e n c e 
o f t h e number o f f a c e t s i s s m a l l . Some i n f l u e n c e i s f o u n d a t t h e 
h i g h e s t wave f r e q u e n c y . The d i f f e r e n c e s i n t h e r e s u l t s u s i n g more 
o r l e s s e l e m e n t s a r e , h o w e v e r , l e s s t h a n t h e d i f f e r e n c e s f o u n d b e ­
t w e en m e asurements and c o m p u t a t i o n s , s o t h a t f o r t h i s c a s e 216 
f a c e t s were s u f f i c i e n t t o g i v e s a t i s f a c t o r y r e s u l t s . 

I n F i g u r e V I - 1 8 t h e c omputed components o f t h e mean s e c o n d 
o r d e r l o n g i t u d i n a l d r i f t f o r c e s on t h e t a n k e r , s e m i - s u b m e r s i b l e 
and b a r g e a r e g i v e n . The n u m e r a l s i n d i c a t e t h e c o mponents g i v e n 
by e q u a t i o n s ( I V - 1 ) t h r o u g h ( I V - 4 ) . F rom t h e r e s u l t s g i v e n i n t h i s 
f i g u r e i t i s s e e n t h a t , as was t h e c a s e w i t h t h e h e m i s p h e r e t r e a t e d 
i n c h a p t e r V, c o n t r i b u t i o n I due t o t h e r e l a t i v e wave e l e v a t i o n i s 
d o m i n a n t i n a l l c a s e s . C o n t r i b u t i o n I I , due t o t h e p r e s s u r e d r o p 
as a c o n s e q u e n c e o f t h e f l u i d v e l o c i t y , i s i n a d i r e c t i o n o p p o s i t e 
t o c o n t r i b u t i o n I . C o n t r i b u t i o n s I I I and I V a r e g e n e r a l l y l e s s i m ­
p o r t a n t . The s i g n o f t h e s e c o n t r i b u t i o n s i s d i f f e r e n t f o r t h e t h r e e 
v e s s e l s . F o r t h e t a n k e r t h e y a r e p r e d o m i n a n t l y o f t h e same s i g n as 
t h e t o t a l f o r c e . F o r t h e b a r g e t h e o p p o s i t e i s t r u e . F o r t h e s e m i -
s u b m e r s i b l e c o n t r i b u t i o n IV i s p r a c t i c a l l y z e r o e x c e p t f o r t h e v e r y 
l o w f r e q u e n c i e s n e a r h e a v e and p i t c h r e s o n a n c e . F o r t h i s v e s s e l 
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c o n t r i b u t i o n I I I o s c i l l a t e s i n s i g n w i t h t h e wave f r e q u e n c y . 

F o r t h e s u b m e r g e d c y l i n d e r t h e c o n t r i b u t i o n s t o t h e t o t a l 
mean v e r t i c a l d r i f t f o r c e a r e g i v e n i n F i g u r e V I - 1 9 f o r t h e h e a d 
wave and beam wave c a s e . S i n c e t h e v e s s e l i s f u l l y s u b merged no 
c o n t r i b u t i o n a r i s e s f r o m r e l a t i v e wave e l e v a t i o n s a r o u n d a w a t e r -
l i n e . Hence c o n t r i b u t i o n I i s z e r o . S i n c e t h e c y l i n d e r i s c i r c u l a r 
w i t h t h e c e n t r e o f g r a v i t y i n t h e c e n t r e o f t h e c y l i n d e r no r o l l 
m o t i o n s o c c u r . Due t o t h i s e f f e c t c o n t r i b u t i o n IV i s z e r o i n beam 
waves. The r e s u l t s shown i n F i g u r e V I - 1 9 show t h a t i n t h i s c a s e 
t h e r e l a t i v e i m p o r t a n c e o f t h e c o n t r i b u t i o n s t o t h e t o t a l f o r c e 
c a n v a r y q u i t e s i g n i f i c a n t l y . I n h e a d waves c o n t r i b u t i o n I I i s 
d o m i n a n t and c o n t r i b u t i o n s I I I and I V h a v e o n l y m i n o r e f f e c t on 
t h e t o t a l . I n beam w a v e s , h o w e v e r , c o n t r i b u t i o n s I I and I I I a r e o f 
t h e same o r d e r b u t o p p o s i t e i n s i g n . I n b o t h c a s e s t h e t o t a l mean 
f o r c e i s d i r e c t e d u p w a r d s . The s i g n o f c o n t r i b u t i o n I I i s a l s o up­
w a r d s i n b o t h c a s e s . I t w i l l be r e c a l l e d t h a t f o r s u r f a c e v e s s e l s 
t h e mean h o r i z o n t a l f o r c e due t o c o n t r i b u t i o n I I was d i r e c t e d op­
p o s i t e t o t h e t o t a l f o r c e . 

V I . 5 . C o n c l u s i o n s 

From t h e r e s u l t s p r e s e n t e d i n t h i s s e c t i o n i t c a n be c o n ­
c l u d e d t h a t t h e mean wave f o r c e s on b o d i e s o f a r b i t r a r y s hape c a n 
be computed w i t h r e a s o n a b l e a c c u r a c y b a s e d on t h e method p r e s e n t e d 
i n t h i s s t u d y . I t was g e n e r a l l y r e c o g n i z e d t h a t t h e mean f o r c e s 
a c t i n g on f u l l f o r m s s u c h as b a r g e s and s h i p s c o u l d be c o m p u t e d 
w i t h t h e a i d o f p o t e n t i a l t h e o r y and t h e s u p p o s i t i o n t h a t t h e 
f o r c e s a r e b a s i c a l l y a s e c o n d o r d e r phenomenon. The c o r r e l a t i o n 
shown h e r e b e t w e e n t h e r e s u l t s o f c o m p u t a t i o n s and m e a s u r e m e n t s o f 
t h e mean wave f o r c e s a c t i n g on a s e m i - s u b m e r s i b l e and a submerged 
c y l i n d e r i n d i c a t e s t h a t t h e same t h e o r y c a n a l s o be u s e d t o p r e ­
d i c t t h e s e f o r c e s on more s l e n d e r f o r m s . 

From t h e r e s u l t s some i n t e r e s t i n g o b s e r v a t i o n s w i t h r e s p e c t 
t o t h e mean h o r i z o n t a l f o r c e s a c t i n g on a s e m i - s u b m e r s i b l e c a n be 
made. The r e s u l t s shown i n F i g u r e V I - 1 5 on t h e mean h o r i z o n t a l 
d r i f t f o r c e i n h e a d waves i n d i c a t e t h a t , c o n t r a r y t o e x p e c t a t i o n , 
f o r e q u a l d i s p l a c e d v o l u m e s t h e mean f o r c e a c t i n g on t h e s e m i -
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s u b m e r s i b l e c a n be as l a r g e as t h e f o r c e a c t i n g on a r e c t a n g u l a r 
b a r g e and c o n s i d e r a b l y l a r g e r t h a n t h e f o r c e a c t i n g on a t a n k e r . 
F u r t h e r m o r e , i n beam waves t h e r e v e r s e i s t r u e . From F i g u r e V I - 1 6 
i t i s s e e n t h a t t h e mean f o r c e s on t h e s e m i - s u b m e r s i b l e a r e l e s s 
t h a n on t h e b a r g e o r on t h e t a n k e r . The mean f o r c e on t h e s e m i -
s u b m e r s i b l e i n beam waves i s o f t h e same m a g n i t u d e as i n h e a d 
w a v e s ; h o w e v e r , t h e f r e q u e n c i e s a t w h i c h t h e mean f o r c e s a r e l a r g e 
o r s m a l l a r e d i f f e r e n t i n h e a d waves and beam wa v e s . T h i s means 
t h a t i n i r r e g u l a r w a v e s , i f i t i s r e q u i r e d t o m i n i m i z e t h e mean 
f o r c e s a c t i n g on t h e v e s s e l , i t may be p o s s i b l e t o l e t t h e peak o f 
t h e wave s p e c t r u m c o i n c i d e w i t h a minimum i n t h e r e s p o n s e f u n c t i o n 
o f t h e mean f o r c e by a l t e r i n g t h e h e a d i n g o f t h e s e m i - s u b m e r s i b l e . 
F o r t h e c a s e o f t h i s s e m i - s u b m e r s i b l e , f o r i n s t a n c e , i f t h e i r r e g ­
u l a r wave s p e c t r u m i s s u c h t h a t t h e n o n - d i m e n s i o n a l f r e q u e n c y o f 
t h e p eak o f t h e s p e c t r u m i s a b o u t e q u a l t o 1.8, t h e mean f o r c e on 
t h e v e s s e l w i l l be s m a l l e s t w i t h t h e v e s s e l t u r n e d beam-on t o t h e 
waves. I f t h e n o n - d i m e n s i o n a l f r e q u e n c y o f t h e peak o f t h e s p e c ­
t r u m i s a p p r e c i a b l y l o w e r , s a y a b o u t e q u a l t o 1.2, t h e n t h e mean 
f o r c e i s s m a l l e s t w i t h t h e v e s s e l h e a d - o n t o t h e wa v e s . 

From t h e a f o r e g o i n g d i s c u s s i o n i t c a n a l s o be c o n c l u d e d 
t h a t , i f a s e m i - s u b m e r s i b l e i s t o o p e r a t e i n a s p e c i f i c l o c a t i o n 
and u n d e r s p e c i f i c d e s i g n c o n d i t i o n s w i t h r e s p e c t t o t h e i r r e g u l a r 
w a v e s , i t i s i n p r i n c i p l e m e a n i n g f u l and p o s s i b l e t o i n v e s t i g a t e 
t h e i n f l u e n c e o f t h e d i m e n s i o n s and l a y o u t o f t h e v e s s e l on t h e 
mean s e c o n d o r d e r d r i f t f o r c e s w i t h t h e a i m o f o p t i m i z i n g a d e s i g n 
f r o m t h i s p o i n t o f v i e w . 
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V I I . DETERMINATION OF THE QUADRATIC TRANSFER FUNCTION OF THE LOW 
FREQUENCY SECOND ORDER FORCES 

V I I . 1 . I n t r o d u c t i o n 

E x p e r i m e n t a l d e t e r m i n a t i o n o f t h e l o w f r e q u e n c y c o mponents 
o f t h e s e c o n d o r d e r wave f o r c e s a c t i n g on v e s s e l s i n waves p l a c e s 
u n u s u a l demands on t h e s y s t e m o f r e s t r a i n t a n d t h e m e a s u r i n g s y s ­
tem e m p l o y e d . I n t h i s c h a p t e r t h e i d e a l c h a r a c t e r i s t i c s o f t h e 
s y s t e m o f r e s t r a i n t a r e d i s c u s s e d and two p o s s i b l e r e a l i z a t i o n s o f 
s u c h s y s t e m s a r e i n t r o d u c e d . The i d e a l c h a r a c t e r i s t i c s o f t h e s y s ­
tem o f r e s t r a i n t a r e o n l y p a r t l y o b t a i n e d by t h e s e two s y s t e m s so 
t h a t i t must be b o r n e i n m i n d t h a t f u r t h e r d e v e l o p m e n t i n t h i s 
f i e l d i s n e c e s s a r y . 

I n o r d e r t o d e m o n s t r a t e t h e t y p e o f r e s u l t s w h i c h may be 
o b t a i n e d e x p e r i m e n t a l l y and t o v e r i f y t h e r e s u l t s o f c o m p u t a t i o n s 
some e x p e r i m e n t a l r e s u l t s on t h e q u a d r a t i c t r a n s f e r f u n c t i o n s f o r 
t h e a m p l i t u d e o f t h e low f r e q u e n c y s e c o n d o r d e r l o n g i t u d i n a l f o r c e 
on two v e s s e l s i n h e a d waves w i l l be c o m p a r e d w i t h r e s u l t s o f com­
p u t a t i o n s . 

As i n d i c a t e d i n c h a p t e r IV t h e q u a d r a t i c t r a n s f e r f u n c t i o n 
f o r t h e low f r e q u e n c y f o r c e c o r r e s p o n d s w i t h t h e low f r e q u e n c y 
component o f t h e s e c o n d o r d e r f o r c e when a v e s s e l i s f l o a t i n g i n a 
r e g u l a r wave g r o u p c o n s i s t i n g o f two r e g u l a r waves w i t h f r e q u e n ­
c i e s (jj^ a n d u¡2- T h e r e a r e two methods by means o f w h i c h t h e s e r e ­
s u l t s may be o b t a i n e d f r o m e x p e r i m e n t s : 

1. From m o d e l t e s t s i n r e g u l a r wave g r o u p s ; t h e r e s u l t s a r e d i r e c t ­
l y c o m p a r a b l e w i t h c o m p u t e d r e s u l t s . 

2. F rom m o d e l t e s t s i n i r r e g u l a r w aves; t h e t i m e r e c o r d s o f t h e 
s e c o n d o r d e r f o r c e s a r e a n a l y z e d by means o f c r o s s - b i - s p e c t r a l 
a n a l y s i s t e c h n i q u e s . The r e s u l t s o f t h i s a n a l y s i s a r e d i r e c t l y 
c o m p a r a b l e w i t h r e s u l t s o f c o m p u t a t i o n s . 

I n t h i s c h a p t e r some r e s u l t s o b t a i n e d by b o t h methods w i l l be g i v ­
e n . The c r o s s - b i - s p e c t r a l a n a l y s i s t e c h n i q u e e m p l o y e d h e r e was 
b a s e d on t h e method d e v e l o p e d by D a l z e l l [ V I I - 1 ] . The c o m p u t a t i o n s 
o f t h e q u a d r a t i c t r a n s f e r f u n c t i o n a r e i n a c c o r d a n c e w i t h t h e 
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method d i s c u s s e d i n c h a p t e r I V . 

E x p e r i m e n t s and c o m p u t a t i o n s were c a r r i e d o u t f o r t h e f o l ­
l o w i n g v e s s e l s , w h i c h were a l s o t r e a t e d i n c h a p t e r V I : 

- a t a n k e r ; 
- a s e m i - s u b m e r s i b l e . 

The main p a r t i c u l a r s o f t h e s e v e s s e l s a r e g i v e n i n T a b l e V I - 1 . F o r 
t h e t a n k e r m o d e l t e s t s were c a r r i e d o u t i n r e g u l a r wave g r o u p s and 
i n i r r e g u l a r w aves. F o r t h e s e m i - s u b m e r s i b l e m o d e l t e s t s were c a r ­
r i e d o u t i n i r r e g u l a r waves o n l y . I n a l l c a s e s r e s u l t s a r e g i v e n 
f o r h e a d waves. F o r many p r a c t i c a l c a s e s , f o r i n s t a n c e i n v e r y 
h i g h s e a s , h e a d waves r e p r e s e n t t h e most i m p o r t a n t wave d i r e c t i o n 
f o r m oored v e s s e l s . 

Y ï ï ^ 2 ^ _ M o d e l _ t e s t _ s e t 3 u p 

V I I . 2 . 1 . G e n e r a l 

I n t h i s s e c t i o n t h e s p e c i f i 
met i n o r d e r t o be a b l e t o m e a s u r e 
wave f o r c e s on a v e s s e l , w i l l be d 

c r e q u i r e m e n t s , w h i c h must be 
t h e l o w f r e q u e n c y s e c o n d o r d e r 

i s c u s s e d . 

F rom t h e e x p r e s s i o n s d e r i v e d f o r t h e s e c o n d o r d e r f o r c e s i n 
c h a p t e r I I I i t c a n be c o n c l u d e d t h a t , i n o r d e r t o a r r i v e a t t h e 
c o r r e c t v a l u e o f t h e f o r c e s , t h e m o d e l r e s t r a i n t must be so t h a t 
f i r s t o r d e r m o t i o n s a r e n o t a f f e c t e d by t h e method o f r e s t r a i n t . 
I n c a s e t h e mean s e c o n d o r d e r f o r c e s a r e t o be d e t e r m i n e d no o t h e r 
r e q u i r e m e n t s h a v e t o be met by t h e m o o r i n g s y s t e m . When i t i s r e ­
q u i r e d t o measure t h e l o w f r e q u e n c y s e c o n d o r d e r f o r c e an a d d i t i o n ­
a l r e q u i r e m e n t must be f u l f i l l e d , n a m e l y t h a t t h e m o d e l d o e s n o t 
c a r r y o u t m o t i o n s w i t h f r e q u e n c i e s w h i c h c o i n c i d e w i t h t h e f r e q u e n ­
c y o f t h e s e c o n d o r d e r f o r c e s . T h i s r e q u i r e m e n t i s a n a l o g o u s t o t h e 
c a s e w h e re i t i s r e q u i r e d t o m e a s u r e f i r s t o r d e r wave l o a d s . I n 
t h a t c a s e t h e c a p t i v e m o d e l must be r i g i d l y h e l d s o t h a t i t does 
n o t c a r r y o u t m o t i o n s a t wave f r e q u e n c i e s . F a i l u r e t o c o m p l y w i t h 
t h i s r e q u i r e m e n t r e s u l t s i n i n c o r r e c t v a l u e s o f t h e f o r c e s due t o 
d y n a m i c m a g n i f i c a t i o n e f f e c t s f o l l o w i n g f r o m t h e e l a s t i c i t y o f t h e 
s y s t e m o f r e s t r a i n t . F o r t h e c a s e u n d e r c o n s i d e r a t i o n t h e s y s t e m 
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o f r e s t r a i n t must a l l o w t h e m o d e l t o move f r e e l y a t wave f r e q u e n ­
c i e s w h i l e a t t h e same t i m e l o w f r e q u e n c y m o t i o n s c o r r e s p o n d i n g t o 
t h e l o w f r e q u e n c y wave d r i f t f o r c e s must be f u l l y s u p p r e s s e d . I n 
t h a t c a s e t h e f o r c e s i n t h e m o o r i n g s y s t e m w i l l p o s s e s s o n l y mean 
and l ow f r e q u e n c y c omponents w h i c h w i l l c o r r e s p o n d t o t h e r e q u i r e d 
f o r c e s . 

The r e s p o n s e o f t h e m o o r i n g s y s t e m i s shown s c h e m a t i c a l l y 
i n F i g u r e V I I - 1 . 

W A V E S P E C T R U M 

S P E C T R U M O F L O W F R E Q U E N C Y 
S E C O N D O R D E R F O R C E 

I D E A L R E S P O N S E O F S Y S T E M O F R E S T R A I N T 

F R E Q U E N C Y 

F i g . V I I - 1 I d e a l c h a r a c t e r i s t i c o f t h e s y s t e m o f r e s t r a i n t . 

I n t h i s f i g u r e t h e wave s p e c t r u m a nd t h e s p e c t r u m o f t h e l o w f r e ­
q u e n c y s e c o n d o r d e r f o r c e s i n i r r e g u l a r waves a r e g i v e n s c h e m a t ­
i c a l l y t o a b a s e o f f r e q u e n c y . A l s o shown i n t h i s f i g u r e i s a l i n e 
w h i c h i n d i c a t e s t h e i d e a l i z e d c h a r a c t e r i s t i c s o f t h e s y s t e m o f 
r e s t r a i n t o f t h e v e s s e l . I n t h e r a n g e o f f r e q u e n c i e s o f t h e s e c o n d 
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o r d e r f o r c e s t h e s y s t e m i s a t 100%, i n d i c a t i n g t h a t i t must s u p ­
p r e s s f u l l y m o t i o n c omponents o f t h e s e f r e q u e n c i e s . A t wave f r e ­
q u e n c i e s t h e s y s t e m i s a t 0%, i n d i c a t i n g t h a t f o r t h e s e f r e q u e n c i e s 
t h e s y s t e m s h o u l d , i d e a l l y , n o t e x e r t any f o r c e s on t h e v e s s e l . 
The s y s t e m o f r e s t r a i n t , i n e f f e c t , must p o s s e s s l o w - p a s s c h a r a c ­
t e r i s t i c s . The h i g h f r e q u e n c i e s t o be f i l t e r e d o u t i n t h i s c a s e 
b e i n g t h e f r e q u e n c i e s o f t h e waves. Such c h a r a c t e r i s t i c s may be 
a p p r o x i m a t e d by t h e a p p l i c a t i o n o f a d y n a m i c s y s t e m o f r e s t r a i n t 
i n c o r p o r a t i n g c o n t r o l and s e r v o s y s t e m s w h i c h r e a c t i n t h e r e q u i r e d 
manner t o t h e m o t i o n s o f t h e v e s s e l i n waves. I n F i g u r e V T I - 2 a 
b l o c k d i a g r a m o f s u c h a s y s t e m i s g i v e n . 

W A V E S 

S E R V O 

S Y S T E M 
V E S S E L 

P O S I T I O N 

C O N T R O L L E R 

F i g . V I I - 2 B l o c k d i a g r a m o f d y n a m i c s y s t e m o f r e s t r a i n t . 

T h i s d i a g r a m r e p r e s e n t s a p o s s i b l e c o n t r o l s y s t e m f o r a v e s s e l 
moored i n w a v e s . The waves e x e r t f o r c e s on t h e v e s s e l w h i c h i n 
t u r n c a u s e m o t i o n s w h i c h c o n t a i n wave f r e q u e n c i e s and l o w f r e q u e n ­
c i e s due t o t h e d r i f t f o r c e s . The m o t i o n s a r e m e a s u r e d a nd f e d t o 
t h e c o n t r o l u n i t w h i c h f i l t e r s o u t t h e h i g h f r e q u e n c y p a r t o f t h e 
m o t i o n s i g n a l and g i v e s o n l y l o w f r e q u e n c y f o r c e commands t o t h e 
s e r v o s y s t e m w h i c h e x e r t s t h e r e q u i r e d f o r c e on t h e v e s s e l . I n some 
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c a s e s , i n s t e a d o f u s i n g an a c t i v e s y s t e m o f r e s t r a i n t as d e s c r i b e d 
h e r e , a s i m p l e p a s s i v e s y s t e m c o n s i s t i n g o f l i n e a r s p r i n g s may be 
e m p l o y e d . C o n s i d e r t h e c a s e o f a v e s s e l r e s t r a i n e d i n t h e l o n g i t u ­
d i n a l d i r e c t i o n by means o f l i n e a r s p r i n g s . F o r s i m p l i c i t y we a s ­
sume t h e v i r t u a l mass and d a m p i n g t o be c o n s t a n t . The s y s t e m o f 
r e s t r a i n t i s shown s c h e m a t i c a l l y i n F i g u r e V I I - 3 . 

W A V E F O R C E 

H Y D R O D Y N A M I C 

D A M P I N G 

F m ( t ) M E A S U R E D F O R C E 

^ V V W v - ö 
S P R I N G 

V E S S E L 

F i g . V I I - 3 S c h e m a t i c r e p r e s e n t a t i o n o f a p a s s i v e m o o r i n g s y s t e m . 

The waves e x e r t f i r s t and s e c o n d o r d e r f o r c e s on t h e v e s s e l w h i c h 
c a u s e i t t o e x e c u t e m o t i o n s . The f o r c e i s d e n o t e d by F ( t ) i n F i g ­
u r e V I I - 3 . I n t h e m o o r i n g s y s t e m a f o r c e t r a n s d u c e r i s mounted 
w h i c h m e a s u r e s t h e m o o r i n g f o r c e F ( t ) . I f t h e s h i p - m o o r i n g - s y s t e m 
i s assumed t o be l i n e a r t h e a m p l i t u d e r e s p o n s e f u n c t i o n o f t h e 
m e a s u r e d f o r c e i n r a t i o t o t h e wave f o r c e i s : 

where : 
A = 0)/a) 

e 
a) = f r e q u e n c y o f f o r c e e x c i t a t i o n 
to = n a t u r a l f r e q u e n c y o f t h e h o r i z o n t a l m o t i o n o f t h e moored 

v e s s e l = /c/m 
c = s t i f f n e s s o f t h e m o o r i n g s y s t e m 
m = v i r t u a l mass o f t h e v e s s e l 
v = n o n - d i m e n s i o n a l d a m p i n g f a c t o r = b//cm 
b = d a m p i n g c o e f f i c i e n t . 
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The a m p l i t u d e r e s p o n s e f u n c t i o n i s shown i n F i g u r e V I I - 4 . 

F i g . V I I - 4 A m p l i t u d e r e s p o n s e o f m e a s u r e d f o r c e . 

From t h e f i g u r e we c a n see t h a t a t low f r e q u e n c i e s o f e x c i t a t i o n 
t h e m e a s u r e d f o r c e e q u a l s t h e wave f o r c e w h i l e f o r f r e q u e n c i e s 
above t h e n a t u r a l f r e q u e n c y t h e m e a s u r e d f o r c e becomes p r o g r e s ­
s i v e l y s m a l l e r i n r a t i o t o t h e wave f o r c e s . I n b e t w e e n t h e s e 
r e g i o n s c o n s i d e r a b l e d y n a m i c m a g n i f i c a t i o n i s e v i d e n t . We now 
c o n s i d e r t h e c a s e t h a t t h e v e s s e l i s moored i n i r r e g u l a r w a v e s . 
The wave s p e c t r u m and t h e s p e c t r u m o f t h e l o w f r e q u e n c y s e c o n d 
o r d e r f o r c e s a r e shown s c h e m a t i c a l l y i n F i g u r e V I I - 5 . S u p e r i m ­
p o s e d on t h e s e s p e c t r a i s t h e a m p l i t u d e r e s p o n s e f u n c t i o n o f 
t h e m e a s u r e d f o r c e ( m o o r i n g f o r c e ) i n r a t i o t o t h e wave f o r c e s . 
As c a n be s e e n f r o m t h i s f i g u r e , i f t h e s t i f f n e s s o f t h e m o o r i n g 
s y s t e m i s s u f f i c i e n t l y l a r g e s o t h a t t h e peak o f t h e r e s p o n s e f u n c 
t i o n i s b e t w e e n t h e f r e q u e n c i e s o f t h e s e c o n d o r d e r f o r c e s a n d t h e 
wave f r e q u e n c i e s , t h e d y n a m i c m a g n i f i c a t i o n o f t h e m e a s u r e d f o r c e 
i s s m a l l i n t h e r a n g e o f f r e q u e n c i e s o f t h e low f r e q u e n c y s e c o n d 
o r d e r f o r c e s . A t t h e same t i m e t h e r a t i o o f m e a s u r e d o r m o o r i n g 
f o r c e t o wave f o r c e i n t h e r a n g e o f t h e f i r s t o r d e r m o t i o n s a nd 
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f i r s t o r d e r wave f r e q u e n c i e s c a n be s m a l l . T h i s means t h a t , a l ­
t h o u g h a s t i f f s y s t e m i s e m p l o y e d , t h e i n f l u e n c e o f t h e m o o r i n g 
s y s t e m on t h e f i r s t o r d e r m o t i o n s , a l t h o u g h p r e s e n t , n e e d n o t a f ­
f e c t a p p r e c i a b l y t h e f i r s t o r d e r m o t i o n s . 

W A V E S P E C T R U M 

S P E C T R U M O F L O W F R E Q U E N C Y 

S E C O N D O R D E R F O R C E 

A M P L I T U D E R E S P O N S E O F M E A S U R E D F O R C E 

F i g . V I I - 5 S c h e m a t i c r e p r e s e n t a t i o n o f wave s p e c t r u m , d r i f t f o r c e 
s p e c t r u m and a m p l i t u d e r e s p o n s e o f t h e m e a s u r i n g s y s ­
tem. 

I t w i l l be e v i d e n t t h a t t h e a p p l i c a b i l i t y o f s u c h a s y s t e m o f r e ­
s t r a i n t becomes g r e a t e r i n i r r e g u l a r waves w i t h a n a r r o w s p e c t r u m 
a n d w i t h d e c r e a s i n g mean p e r i o d s . I n s u c h c a s e s t h e s e p a r a t i o n 
b e t w e e n t h e h i g h f r e q u e n c y wave s p e c t r u m and l o w f r e q u e n c y f o r c e 
s p e c t r u m becomes l a r g e r s o t h a t t h e i n f l u e n c e o f t h e peak o f t h e 
r e s p o n s e f u n c t i o n o f t h e m e a s u r e d f o r c e i s r e d u c e d . I n t h a t c a s e 
b o t h t h e d y n a m i c m a g n i f i c a t i o n o f t h e m e a s u r e d l o w f r e q u e n c y f o r c e 
a n d t h e e f f e c t o f t h e m o o r i n g s y s t e m on t h e f i r s t o r d e r m o t i o n s 
a r e r e d u c e d . A d r a w b a c k i n t h i s s y s t e m i s t h a t , a l t h o u g h t h e f i r s t 
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o r d e r m o t i o n s a t wave f r e q u e n c i e s may be r e l a t i v e l y u n a f f e c t e d , 
t h e m e a s u r e d f o r c e F ( t ) w i l l n e v e r t h e l e s s c o n t a i n f o r c e c o mponents 

m 
w i t h wave f r e q u e n c i e s w h i c h a r e commensurate w i t h t h e f i r s t o r d e r 
m o t i o n s a nd t h e m o o r i n g s t i f f n e s s . T h e s e wave f r e q u e n c y f o r c e com­
p o n e n t s c a n be l a r g e r e l a t i v e t o t h e s e c o n d o r d e r f o r c e s . B e f o r e 
t h e r e s u l t s o f s u c h m e a s u r e m e n t s a r e a n a l y z e d f u r t h e r t h e h i g h f r e ­
q u e n c y f o r c e c o mponents a r e f i l t e r e d o u t o f t h e f o r c e s i g n a l s . 

V I I . 2.2. R e a l i z a t i o n s o f two s y s t e m s o f r e s t r a i n t 

I n t h e a f o r e g o i n g t h e b a s i c p r i n c i p l e s o f two s y s t e m s o f 
r e s t r a i n t o f a v e s s e l h a v e been d i s c u s s e d . The e x p e r i m e n t a l d a t a 
on t h e l o w f r e q u e n c y s e c o n d o r d e r h o r i z o n t a l f o r c e s a c t i n g on t h e 
t a n k e r w e r e o b t a i n e d u s i n g t h e d y n a m i c s y s t e m o f r e s t r a i n t . The 
v e s s e l was p o s i t i o n e d i n t h e h o r i z o n t a l p l a n e by means o f t h r e e 
s e r v o u n i t s a r r a n g e d as shown i n F i g u r e V I I - 6 . 

F i g . V I I - 6 D y n a m ic s y s t e m o f r e s t r a i n t . 

One s e r v o u n i t was u s e d t o c o n t r o l t h e s u r g e m o t i o n w h i l e two 
a d d i t i o n a l u n i t s were u s e d t o c o n t r o l t h e sway and yaw m o t i o n . 
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E a c h s e r v o u n i t c o u l d e x e r t f o r c e s on t h e m o d e l t h r o u g h t h e l i g h t ­
w e i g h t m e t a l r o d c o n n e c t i n g t h e m o d e l t o t h e s e r v o u n i t s . F o r c e 
t r a n s d u c e r s , f r o m w h i c h t h e r e q u i r e d f o r c e s were o b t a i n e d , were 
i n c o r p o r a t e d i n t h e c o n n e c t i n g r o d s . 

B a s i c a l l y , e a c h s e r v o u n i t w o r k e d i n d e p e n d e n t l y as a p o s i ­
t i o n c o n t r o l s y s t e m w i t h c h a r a c t e r i s t i c s b a s e d on f e e d - b a c k o f t h e 
m o t i o n s o f t h e v e s s e l i n t h e d i r e c t i o n o f t h e a x i s o f t h e c o n n e c t ­
i n g r o d s . The m o t i o n and m o t i o n v e l o c i t y were m e a s u r e d w i t h i n e a c h 
o f t h e u n i t s a n d f e d t o a n a l o g c o n t r o l u n i t s w i t h p r o p o r t i o n a l -
d i f f e r e n t i a l t y p e c h a r a c t e r i s t i c s . The o u t p u t o f t h e s e u n i t s g ov­
e r n e d t h e f o r c e s a p p l i e d by t h e s e r v o u n i t s on t h e v e s s e l . The 
p r o p o r t i o n a l - d i f f e r e n t i a l c h a r a c t e r i s t i c s were so a d j u s t e d t h a t 
t h e c o n t r o l s y s t e m s a p p l i e d s m a l l r e s t o r i n g f o r c e s and h e a v y damp­
i n g t o t h e v e s s e l m o t i o n s f o r t h e l o w m o t i o n f r e q u e n c i e s . T h r o u g h 
t h e use o f a l o w - p a s s f i l t e r on t h e m o t i o n v e l o c i t i e s t h e d a m p i n g 
c h a r a c t e r i s t i c s were f i l t e r e d o u t f o r h i g h e r (wave) f r e q u e n c i e s . 
The p r o p o r t i o n a l p a r t o f t h e c o n t r o l was i n d e p e n d e n t o f t h e wave 
f r e q u e n c y . 

The f i n a l s e t t i n g s c h o s e n f o r t h e c o n t r o l s y s t e m s a l l o w e d 
d e t e r m i n a t i o n o f l o w f r e q u e n c y wave f o r c e s on t h e v e s s e l w i t h f r e ­
q u e n c i e s up t o a p p r o x i m a t e l y 0.05 r a d . / s e c . f u l l s c a l e . Above t h i s 
f r e q u e n c y d y n a m i c m a g n i f i c a t i o n e f f e c t s became e v i d e n t . T h i s was 
due t o p h a s e l a g i n t r o d u c e d by a n a l o g f i l t e r i n g o f t h e v e l o c i t y 
f e e d - b a c k w h i c h i n t r o d u c e d a r e s o n a n c e peak i n t h e r e s p o n s e o f t h e 
s y s t e m a t a f r e q u e n c y o f a b o u t 0.11 r a d . / s e c . A t h i g h e r f r e q u e n ­
c i e s t h a n 0.11 r a d . / s e c . t h e f o r c e s due t o t h e s y s t e m o f r e s t r a i n t 
r a p i d l y r e d u c e d u n t i l o n l y t h e r e l a t i v e l y weak p r o p o r t i o n a l r e ­
s t o r i n g f o r c e s r e m a i n e d i n t h e r a n g e o f n o r m a l wave f r e q u e n c i e s . 
A t t h e s e f r e q u e n c i e s t h e e f f e c t o f t h e s y s t e m o f r e s t r a i n t on t h e 
f i r s t o r d e r m o t i o n s was n e g l i g i b l e . 

The s y s t e m o f r e s t r a i n t u s e d f o r t h e t a n k e r d i d n o t f u l l y 
c o n f o r m w i t h t h e r e q u i r e m e n t s d i s c u s s e d i n s e c t i o n 2 o f t h i s c h a p ­
t e r . The d i s c r e p a n c i e s a r e e v i d e n t f r o m t h e r e l a t i v e l y n a r r o w b a n d 
(0 - 0.05 r a d . / s e c . ) o f t h e l o w f r e q u e n c i e s f o r w h i c h t h e l o w f r e ­
q u e n c y s e c o n d o r d e r wave f o r c e s may be m e a s u r e d w i t h o u t a p p r e c i a ­
b l e d y n a m i c m a g n i f i c a t i o n s . T h i s p r o b l e m w i l l p r o b a b l y be r e d u c e d 
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by t h e a p p l i c a t i o n o f more s o p h i s t i c a t e d c o n t r o l s y s t e m s t h a n u s e d 
f o r t h i s i n v e s t i g a t i o n . From t h e p o i n t o f v i e w o f p r a c t i c a l i t y o f 
r e s u l t s o b t a i n a b l e by t h e p r e s e n t s y s t e m i t c a n be s t a t e d t h a t , 
s i n c e t h e n a t u r a l f r e q u e n c i e s o f t h e h o r i z o n t a l m o t i o n s o f a moored 
t a n k e r a r e g e n e r a l l y l o w e r t h a n 0.05 r a d . / s e c , i t i s p o s s i b l e t o 
m easure a c c u r a t e l y t h o s e low f r e q u e n c y h o r i z o n t a l wave f o r c e s w h i c h 
a r e i m p o r t a n t f o r t h e low f r e q u e n c y h o r i z o n t a l b e h a v i o u r o f s u c h 
v e s s e I s . 

I n t h e a f o r e g o i n g t h e f e e d - b a c k c o n t r o l c h a r a c t e r i s t i c s o f 
t h e d y n a m i c s y s t e m o f r e s t r a i n t u s e d f o r t h e m o d e l t e s t s w i t h t h e 
t a n k e r a r e d i s c u s s e d . I n o r d e r t o e n h a n c e t h e p o s i t i o n k e e p i n g 
c h a r a c t e r i s t i c s o f t h e s y s t e m i n t h e r a n g e o f t h e low f r e q u e n c y 
h o r i z o n t a l m o t i o n s an a d d i t i o n a l c o n t r o l s i g n a l , b a s e d on t h e i n ­
s t a n t a n e o u s r e l a t i v e wave e l e v a t i o n m e a s u r e d a t a number o f p o i n t s 
a r o u n d t h e t a n k e r m o d e l , was g e n e r a t e d and u s e d as an a d d i t i o n a l 
command s i g n a l f o r t h e s e r v o u n i t s . T h i s c o n t r o l s i g n a l c o n s t i ­
t u t e d an a p p r o x i m a t i o n f o r t h e i n s t a n t a n e o u s v a l u e o f t h e l o w f r e ­
q u e n c y s e c o n d o r d e r h o r i z o n t a l wave f o r c e s on t h e v e s s e l as d e r i v e d 
f r o m i n s t a n t a n e o u s e v a l u a t i o n o f e q u a t i o n ( I V - 1 ) . The e f f e c t o f 
i n c l u d i n g t h i s a d d i t i o n a l c o n t r o l s i g n a l w i l l be d i s c u s s e d i n c h a p ­
t e r V I I I i n c o n n e c t i o n w i t h d y n a m i c p o s i t i o n i n g o f a v e s s e l a t s e a 
and w i l l n o t be t r e a t e d f u r t h e r h e r e . 

As s t a t e d p r e v i o u s l y t h e m o d e l t e s t s w i t h t h e s e m i - s u b m e r s ­
i b l e were c a r r i e d o u t u s i n g a p a s s i v e s y s t e m o f r e s t r a i n t b a s e d on 
s t i f f l i n e a r s p r i n g c h a r a c t e r i s t i c s . The m o d e l t e s t s were c a r r i e d 
o u t i n h e a d waves o n l y , s o t h a t o n l y i n t h e l o n g i t u d i n a l d i r e c t i o n 
a s t i f f s p r i n g s y s t e m o f r e s t r a i n t was u s e d . The s e t - u p i s shown 
i n F i g u r e V I I - 7 . The s y s t e m o f r e s t r a i n t c o n s i s t e d o f a f o r w a r d 
and a f t m o o r i n g l i n e , e a c h i n c o r p o r a t i n g a f o r c e t r a n s d u c e r and a 
l i n e a r s p r i n g . The r e s t o r i n g f o r c e o f t h e m o o r i n g s y s t e m i n t h e 
l o n g i t u d i n a l o r s u r g e d i r e c t i o n amounted t o 513 t f p e r m e t r e d i s ­
p l a c e m e n t f o r f u l l s c a l e . From a s u r g e m o t i o n d e c a y t e s t i n s t i l l 
w a t e r t h e n a t u r a l f r e q u e n c y o f t h e s u r g e m o t i o n as i n d u c e d by t h e 
s y s t e m o f r e s t r a i n t ( m o o r i n g s y s t e m ) amounted t o 0.4 r a d . / s e c . 
f u l l s c a l e . 

113 



o o o 

o o o 

W A V E S 1 8 0 

S P R I N G 

F O R C E T R A N S D U C E R 

F i g . V I I - 7 P a s s i v e s y s t e m o f r e s t r a i n t . 

I n o r d e r t o show t h e i n f l u e n c e o f t h e s t i f f n e s s o f t h e moor 
i n g s y s t e m on t h e wave f r e q u e n c y m o t i o n s o f t h e s e m i - s u b m e r s i b l e 
t h e a m p l i t u d e r e s p o n s e f u n c t i o n s o f t h e h e a v e , s u r g e and p i t c h mo­
t i o n s i n h e a d waves were computed f o r t h e s t i f f m o o r i n g s y s t e m and 
compared w i t h t h e r e s u l t s c o m p u t e d f o r t h e f r e e f l o a t i n g c a s e , i . e 
f o r t h e c a s e w i t h z e r o m o o r i n g s t i f f n e s s . The m o t i o n r e s p o n s e f u n c 
t i o n s a r e compared i n F i g u r e V I I - 8 . 

F i g . V I I - 8 I n f l u e n c e o f m o o r i n g s y s t e m on t h e a m p l i t u d e s o f t h e 
m o t i o n s o f t h e s e m i - s u b m e r s i b l e i n r e g u l a r h e a d waves. 
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From t h i s f i g u r e i t i s s e e n t h a t t h e h e a v e and p i t c h m o t i o n s a r e 
p r a c t i c a l l y u n a f f e c t e d by t h e s t i f f n e s s o f t h e m o o r i n g s y s t e m . A t 
l o w e r wave f r e q u e n c i e s t h e s u r g e r e s p o n s e i s i n c r e a s e d due t o t h e 
s t i f f n e s s o f t h e m o o r i n g s y s t e m . T h i s i n d i c a t e s t h a t f r o m t h i s 
p o i n t o f v i e w t h e s t i f f n e s s o f t h e m o o r i n g was somewhat t o o g r e a t . 
I t w i l l be s e e n , h o w e v e r , t h a t t h e s e c o n d o r d e r wave e x c i t i n g 
f o r c e s a r e p r a c t i c a l l y u n a f f e c t e d . C o m p u t a t i o n s o f t h e mean s e c o n d 
o r d e r f o r c e s i n r e g u l a r h e a d waves on t h e f r e e f l o a t i n g s e m i - s u b ­
m e r s i b l e w e r e p r e s e n t e d i n c h a p t e r V I . F o r some wave f r e q u e n c i e s 
t h e c o m p u t a t i o n s were r e p e a t e d t a k i n g i n t o a c c o u n t t h e s t i f f n e s s 
o f t h e m o o r i n g s y s t e m i n t h e l o n g i t u d i n a l d i r e c t i o n . 

I n F i g u r e V I I - 9 t h e mean l o n g i t u d i n a l f o r c e i n r e g u l a r waves 
i s c o m pared f o r t h e s t i f f m o o r i n g s y s t e m and t h e f r e e f l o a t i n g v e s ­
s e l . 

- 2 0 

U) in rad .sec : 

F i g . V I I - 9 I n f l u e n c e o f m o o r i n g s y s t e m on t h e mean l o n g i t u d i n a l 
d r i f t f o r c e on t h e s e m i - s u b m e r s i b l e i n r e g u l a r h e a d 
waves. 
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The r e s u l t s show t h a t t h e i n f l u e n c e o f t h e s t i f f m o o r i n g s y s t e m on 
t h e mean s e c o n d o r d e r f o r c e i s s m a l l . T h i s r e s u l t seems t o be i n 
c o n t r a d i c t i o n w i t h t h e s t a t e m e n t made p r e v i o u s l y t h a t i f t h e f i r s t 
o r d e r m o t i o n s a r e a f f e c t e d t h e s e c o n d o r d e r f o r c e s w i l l be a f f e c t e d 
as w e l l . I n t h e c a s e o f t h e s e m i - s u b m e r s i b l e , h o w e v e r , t h e f o r c e 
l e v e l a t t h e l o w e r wave f r e q u e n c i e s i s a l r e a d y s m a l l i n d i c a t i n g 
t h a t t h e v e s s e l i s o n l y c a u s i n g s l i g h t d i f f r a c t i o n o f t h e i n c o m i n g 
waves due t o t h e s m a l l s i z e o f t h e members, s u c h as t h e c o l u m n s 
r e l a t i v e t o t h e wave l e n g t h a t t h e s e f r e q u e n c i e s . I n s u c h c a s e s t h e 
d i s t u r b a n c e c r e a t e d by t h e v e s s e l m o t i o n s a l s o c o n t r i b u t e s l i t t l e 
t o t h e f o r c e s i n w h i c h c a s e s , e v e n t h o u g h t h e m o t i o n s i n c r e a s e , t h e 
s e c o n d o r d e r f o r c e s s t i l l r e m a i n s m a l l . On t h e b a s i s o f t h i s r e s u l t 
i t i s c o n c l u d e d t h a t a l s o t h e low f r e q u e n c y f o r c e s w i l l be o n l y 
s l i g h t l y a f f e c t e d by t h e s t i f f m o o r i n g s y s t e m . 

V I I _ : _ 3 i _ M o d e l _ t e s t s 

V I I . 3 . 1 . G e n e r a t i o n o f waves 

F o r b o t h v e s s e l s m o d e l t e s t s were c a r r i e d o u t i n t h e Wave 
and C u r r e n t L a b o r a t o r y o f t h e N e t h e r l a n d s S h i p M o d e l B a s i n . T h i s 
b a s i n m e a s u r e s 60 m by 40 m w i t h a v a r i a b l e w a t e r d e p t h f r o m 0 t o 
1.10 m. Wave g e n e r a t o r s o f t h e f i x e d s t r o k e , v a r i a b l e f r e q u e n c y 
t y p e a r e d i s p o s e d on two s i d e s o f t h e b a s i n ; s e e F i g u r e V I I - 1 0 . 
F o r t h e t e s t s o n l y t h e wave g e n e r a t o r s on t h e s h o r t s i d e o f t h e 
b a s i n w e r e u s e d . 

MOTOR 

3 3 0 0 m ( FULL S C A L E ) 

MOTOR 0) , 

WAVES WITH 
F R E Q U E N C Y CO. 

REGION O F WAVE GROUPS 
WITH F R E Q U E N C Y 0J, - U) , 

""Of 5 « 2 3 Ä f 
•7T/7777>7Z 

POSITION 
C G . O F 

WAVES W I T H 
F R E Q U E N C Y u) 

\ 
BEACH 

F i g . V I I - 1 0 Wave and C u r r e n t B a s i n . 
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5§9yi§E_wave_groups 
S i n c e t h e wave g e n e r a t o r s a r e o f t h e f i x e d s t r o k e , v a r i a b l e f r e ­
q u e n c y t y p e i t i s n o t p o s s i b l e t o g e n e r a t e r e g u l a r wave g r o u p s i n 
a s t r a i g h t f o r w a r d way. T h i s w o u l d r e q u i r e wave g e n e r a t o r s o f t h e 
t y p e w h i c h a r e v a r i a b l e b o t h i n f r e q u e n c y and s t r o k e . I n o r d e r t o 
g e n e r a t e r e g u l a r wave g r o u p s c o n s i s t i n g o f two r e g u l a r waves w i t h 
s m a l l d i f f e r e n c e f r e q u e n c y t h e bank o f wave g e n e r a t o r s was s p l i t 
i n t o two i n d e p e n d e n t l y d r i v e n s e c t i o n s d e n o t e d by A and B i n F i g ­
u r e V I I - 1 0 . By d r i v i n g s e c t i o n A a t a c o n s t a n t f r e q u e n c y t o p r o d u c e 
r e g u l a r waves o f f r e q u e n c y to^ and s e c t i o n B t o p r o d u c e r e g u l a r 
waves o f f r e q u e n c y u>_ r e g u l a r wave g r o u p s a r e c r e a t e d a t t h e common 
edge b e t w e e n t h e s e two wave f i e l d s . T h i s i s shown i n F i g u r e V I I - 1 0 . 
The f r e q u e n c y o f t h e wave g r o u p s i s e q u a l t o t h e d i f f e r e n c e f r e ­
q u e n c y tOj - «2 • T h e w i d t h o f t h e o v e r l a p r e g i o n b e t w e e n t h e two 
f i e l d s o f r e g u l a r waves i n c r e a s e s w i t h t h e d i s t a n c e f r o m t h e wave 
g e n e r a t o r s . F o r t h e t e s t s i n r e g u l a r wave g r o u p s t h e t a n k e r m o d e l 
was s i t u a t e d as i n d i c a t e d i n F i g u r e V I I - 1 0 . E x a m p l e s o f t h e wave 
e l e v a t i o n i n wave g r o u p s m e a s u r e d a t t h e l o c a t i o n o f t h e t a n k e r 
m o d e l a r e g i v e n i n F i g u r e V I I - 1 1 . Due t o t h e method o f g e n e r a t i n g 
wave g r o u p s t h e s e w e r e n o t l o n g - c r e s t e d . 

I r r e g u l a r _ w a v e s 
I r r e g u l a r waves a r e g e n e r a t e d by v a r y i n g i n a random manner t h e 
f r e q u e n c y o f t h e wave g e n e r a t o r s a t a f i x e d s t r o k e o f t h e wave p a d ­
d l e s . The s t r o k e o f t h e wave p a d d l e s and t h e v a r i a t i o n s o f t h e f r e ­
q u e n c y a r e c h o s e n s o t h a t i r r e g u l a r waves a r e g e n e r a t e d w h i c h c o n ­
f o r m w i t h a g i v e n s p e c t r a l d e n s i t y d i s t r i b u t i o n o r wave s p e c t r u m . 
The i r r e g u l a r waves w e r e i n a l l c a s e s l o n g - c r e s t e d . F o r t h e t e s t s 
w i t h t h e t a n k e r f o u r wave s p e c t r a were u s e d . T h e s e a r e shown i n 
F i g u r e V I I - 1 2 . F o r t h e t e s t s w i t h t h e s e m i - s u b m e r s i b l e o n l y one 
wave s p e c t r u m was u s e d . T h i s s p e c t r u m i s shown i n F i g u r e V I I - 1 3 . 
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I I I 

0 5 0 100 sec . 

F i g . V I I - 1 1 R e g u l a r wave g r o u p s . 
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3 0 

u 2 0 
to 

CM 

£ 

1/1 

10 

= 1 3 . 3 s e c . 

^ . 7 . 3 m ; 1 2 0 s e c . 

U , 4 . 8 m ; 10.1 

2 . 7 m ; 8 

sec 

.2 s e c . 

0.5 1 0 1.5 

OJ in rad.sec" 

F i g . V I I - 1 2 S p e c t r a o f i r r e g u l a r waves f o r t e s t s w i t h t h e t a n k e r . 

i/i 

^ w 1 / 3 • 3 - 3 1 m 

. T = 8 . 1 sec. 

0 . 5 1.0 

10 in rad. sec." 

F i g . V I I - 1 3 S p e c t r u m o f i r r e g u l a r waves f o r t e s t w i t h t h e semi-
s u b m e r s i b l e . 
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V I I . 3 . 2 . T e s t p r o c e d u r e and d u r a t i o n o f m e a s u r e m e n t s 

The g e n e r a l p r o c e d u r e d u r i n g t h e t e s t s i n r e g u l a r wave 
g r o u p s a nd i r r e g u l a r waves was as f o l l o w s : 

- i n s t i l l w a t e r t h e s t a t i c v a l u e o f t h e f o r c e s and m o t i o n s was 
r e c o r d e d ; 

- t h e wave g e n e r a t o r s a r e s w i t c h e d o n ; 
- a f t e r t r a n s i e n t m o t i o n b e h a v i o u r h a d d e c a y e d m e a s u r e m e n t s were 

c a r r i e d o u t . 

F o r t h e t e s t s w i t h t h e t a n k e r i n r e g u l a r wave g r o u p s t h e 
t e s t d u r a t i o n c o r r e s p o n d e d t o a t l e a s t 8 o s c i l l a t i o n s a t t h e wave 
g r o u p f r e q u e n c y . D u r i n g t h e t e s t s w i t h t h e t a n k e r i n i r r e g u l a r 
waves t h e t e s t d u r a t i o n c o r r e s p o n d e d w i t h 3.5 h o u r s f u l l s c a l e . 
The t e s t s w i t h t h e s e m i - s u b m e r s i b l e i n i r r e g u l a r waves l a s t e d a 
t i m e c o r r e s p o n d i n g w i t h 6 h o u r s f u l l s c a l e . 

The l o n g d u r a t i o n o f t h e t e s t s i n i r r e g u l a r waves i s n e c e s ­
s a r y due t o t h e low f r e q u e n c i e s o f t h e s e c o n d o r d e r f o r c e s . I n o r ­
d e r t o a n a l y z e t h e s e s i g n a l s by means o f s p e c t r a l m ethods t h e s i g ­
n a l s must c o n t a i n a c e r t a i n number o f o s c i l l a t i o n s a t t h e f r e q u e n ­
c i e s o f i n t e r e s t . When f i r s t o r d e r m o t i o n s a t wave f r e q u e n c i e s a r e 
c o n s i d e r e d a minimum number o f a b o u t 80 o s c i l l a t i o n s a r e s u f f i c i e n t 
f o r t h e n o r m a l s p e c t r a l a n a l y s i s . The l o w f r e q u e n c y s e c o n d o r d e r 
f o r c e s were a n a l y z e d by means o f c r o s s - b i - s p e c t r a l m e t h o d s . The 
f r e q u e n c i e s o f i n t e r e s t r a n g e d f r o m z e r o up t o 0.05 r a d . / s e c . f u l l 
s c a l e f o r t h e t a n k e r and f r o m z e r o up t o 0.1 r a d . / s e c . f u l l s c a l e 
f o r t h e s e m i - s u b m e r s i b l e . I t w i l l be c l e a r t h a t i n s u c h c a s e s , i f 
a minimum number o f o s c i l l a t i o n s i s r e q u i r e d a t z e r o f r e q u e n c y , 
t h e r e q u i r e d t e s t d u r a t i o n becomes i n f i n i t e . S i n c e t h i s r e q u i r e ­
ment c a n n o t be met i t c a n be c o n c l u d e d t h a t r e s u l t s o b t a i n e d by 
c r o s s - b i - s p e c t r a l methods on t h e l o w f r e q u e n c y s e c o n d o r d e r f o r c e s 
f o r f r e q u e n c i e s t e n d i n g t o z e r o w i l l be q u e s t i o n a b l e as f a r as t h e 
a c c u r a c y o f t h e r e s u l t s i s c o n c e r n e d . K n o w l e d g e o f t h e i n f l u e n c e 
o f t h e t e s t d u r a t i o n on t h e a c c u r a c y o f r e s u l t s o f c r o s s - b i - s p e c ­
t r a l a n a l y s e s i s a t p r e s e n t s t i l l l a c k i n g . D a l z e l l [ V I I - 1 ] s u g g e s t s 
t h a t t e s t d u r a t i o n s c o r r e s p o n d i n g t o a b o u t 1200 - 1600 o s c i l l a t i o n s 
a t wave f r e q u e n c y may be s u f f i c i e n t . The t e s t d u r a t i o n f o r t h e 
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t e s t s i n i r r e g u l a r waves w i t h t h e t a n k e r c o r r e s p o n d s t o 950 t o 
1500 o s c i l l a t i o n s a t wave f r e q u e n c y d e p e n d i n g on t h e mean p e r i o d 
o f t h e i r r e g u l a r w a v e s . F o r t h e t e s t w i t h t h e s e m i - s u b m e r s i b l e t h e 
t e s t d u r a t i o n c o r r e s p o n d e d w i t h a b o u t 2700 o s c i l l a t i o n s a t wave 
f r e q u e n c y . 

V I I i 4 ^ _ A n a l Y s i s _ o f _ r e s u i t s _ o f _ m e a s 

V I I . 4 . 1 . R e g u l a r wave g r o u p s 

I n F i g u r e V I I - 1 4 some t y p i c a l r e s u l t s o f t h e l o w f r e q u e n c y 
l o n g i t u d i n a l f o r c e on t h e t a n k e r i n r e g u l a r wave g r o u p s a r e shown. 
I n t h e same f i g u r e t h e c o r r e s p o n d i n g wave e l e v a t i o n i s a l s o shown. 

1 0 0 t f 

F O R C E 

-10011 

1 0 0 s e c . 

F i g . V I I - 1 4 L o n g i t u d i n a l d r i f t f o r c e on t h e t a n k e r i n r e g u l a r 
wave g r o u p . 

The t i m e r e c o r d o f t h e l o n g i t u d i n a l f o r c e c o n t a i n s a c o n s t a n t p a r t 
c o r r e s p o n d i n g t o t h e sum o f t h e mean s e c o n d o r d e r f o r c e due t o 
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e a c h o f t h e r e g u l a r wave components and a low f r e q u e n c y o s c i l l a t o r y 
p a r t a r i s i n g f r o m t h e c o m b i n e d a c t i o n o f t h e r e g u l a r wave compo­
n e n t s ; s e e e q u a t i o n ( I V - 4 9 ) . From t h e r e s u l t s o f m e a s u r e m e n t s t h e 
q u a d r a t i c t r a n s f e r f u n c t i o n o f t h e a m p l i t u d e o f t h e l o w f r e q u e n c y 
f o r c e T j 1 S f o u n d by s i m p l y d i v i d i n g t h e a m p l i t u d e o f t h e m e a s u r e d 
low f r e q u e n c y f o r c e by 2 e | 1 ^ c i 1 ^ , w h e r e s j 1 ^ and z,^ a r e t h e am~ 

p l i t u d e s o f t h e r e g u l a r wave c o m p o n e n t s . 

V I I . 4 . 2 . I r r e g u l a r waves 

I n F i g u r e V I I - 1 5 t y p i c a l r e s u l t s on t h e low f r e q u e n c y com­
p o n e n t s o f t h e l o n g i t u d i n a l f o r c e i n i r r e g u l a r waves on t h e t a n k e r 
and t h e s e m i - s u b m e r s i b l e a r e g i v e n w i t h t h e c o r r e s p o n d i n g wave 
e l e v a t i o n s . The t i m e r e c o r d s o f t h e l o n g i t u d i n a l f o r c e s c o n t a i n a 
c o n s t a n t p a r t c o r r e s p o n d i n g t o e q u a t i o n ( I V - 5 8 ) a nd l o w f r e q u e n c y 
c o m p o n e n t s . 

I n o r d e r t o o b t a i n r e s u l t s on t h e q u a d r a t i c t r a n s f e r f u n c ­
t i o n f o r t h e l o w f r e q u e n c y l o n g i t u d i n a l f o r c e s c r o s s - b i - s p e c t r a l 
a n a l y s i s was a p p l i e d b a s e d on methods d e v e l o p e d by D a l z e l l [ V I I - 1 ] . 
Due t o t h e s p e c i a l i z e d n a t u r e a f u l l d i s c u s s i o n on c r o s s - b i - s p e c ­
t r a l m e thods i s o u t s i d e t h e s c o p e o f t h i s w o r k . F o r t h i s we r e f e r 
t o t h e above m e n t i o n e d a u t h o r . I n A p p e n d i x B a b r i e f d i s c u s s i o n on 
t h e method and some d e t a i l s on t h e a n a l y s e s a r e g i v e n . The m o d e l 
t e s t r e s u l t s o b t a i n e d f o r t h e t a n k e r w e r e a n a l y z e d i n f u l l a c c o r ­
d a nce w i t h D a l z e l l ' s method. The r e s u l t s o f t h e m o d e l t e s t s w i t h 
t h e s e m i - s u b m e r s i b l e were a n a l y z e d u s i n g a s l i g h t l y m o d i f i e d v e r ­
s i o n o f D a l z e l l ' s m e thod. The m o d i f i c a t i o n i s d i s c u s s e d i n Appen­
d i x B. 

V I I ^ ^ C o m p u t a t i o n s 

C o m p u t a t i o n s o f t h e q u a d r a t i c t r a n s f e r f u n c t i o n o f t h e am­
p l i t u d e o f t h e l o n g i t u d i n a l f o r c e i n h e a d waves were c a r r i e d o u t 
i n a c c o r d a n c e w i t h t h e t h e o r y s e t f o r t h i n c h a p t e r I I t h r o u g h 
c h a p t e r I V . 

F o r t h e t a n k e r a nd t h e s e m i - s u b m e r s i b l e t h e q u a d r a t i c t r a n s ­
f e r f u n c t i o n s a r e g i v e n i n T a b l e V I I - 1 and T a b l e V I I - 2 r e s p e c t i v e l y . 
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F i g . V I I - 1 5 L o n g i t u d i n a l d r i f t f o r c e s i n i r r e g u l a r h e a d w a v e s . 

123 



The t r a n s f e r f u n c t i o n s a r e g i v e n i n m a t r i x f o r m o f w h i c h t h e two 
a x e s r e p r e s e n t t h e two f r e q u e n c y c o m p o n e n t s o f a r e g u l a r wave g r o u p . 
The d a t a g i v e n i n t h e s e t a b l e s r e p r e s e n t t h e a m p l i t u d e o f t h e low 
f r e q u e n c y f o r c e s as computed b a s e d on e q u a t i o n ( I V - 5 0 ) . The d a t a 
on t h e d i a g o n a l {us = to 2) r e p r e s e n t t h e a m p l i t u d e s o f t h e f o r c e s 
f o r z e r o d i f f e r e n c e f r e q u e n c y w h i c h , e x c e p t f o r t h e s i g n , c o r r e ­
s p o n d t o t h e mean d r i f t f o r c e i n r e g u l a r w a v e s . S i n c e t h e t r a n s f e r 
f u n c t i o n s a r e s y m m e t r i c a l a b o u t t h e d i a g o n a l , v a l u e s a r e o n l y g i v e n 
f o r to, > OJ 7 . The r e s u l t s g i v e t h e q u a d r a t i c t r a n s f e r f u n c t i o n f o r 

2 
t h e f o r c e i n t f / m t o a b a s e o f wave f r e q u e n c y f o r t h e f u l l s c a l e . 

As can be s e e n f r o m t h e s e t a b l e s t h e q u a d r a t i c t r a n s f e r 
f u n c t i o n f o r t h e t a n k e r h as been c o m p u t e d f o r f r e q u e n c y c o m b i n a ­
t i o n s o f w h i c h t h e s m a l l e s t d i f f e r e n c e f r e q u e n c y to^ - w 2 i s g r e a t e r 
t h a n 0.05 r a d . / s e c . The r e s u l t s o b t a i n e d f r o m m o d e l t e s t s a p p l y t o 
f r e q u e n c i e s o f 0 r a d . / s e c , 0 .025 r a d . / s e c . and 0.05 r a d . / s e c . r e ­
s p e c t i v e l y . I n o r d e r t o be a b l e t o compare r e s u l t s o f c o m p u t a t i o n s 
w i t h e x p e r i m e n t a l r e s u l t s t h e c o m p u t e d d a t a were c r o s s - f a i r e d a n d 
i n t e r p o l a t e d a t t h e d i f f e r e n c e f r e q u e n c i e s o f 0.025 r a d . / s e c . and 
0.05 r a d . / s e c . r e s p e c t i v e l y . F o r a d i f f e r e n c e f r e q u e n c y o f 0 r a d . / 
s e c . no p r o b l e m e x i s t s s i n c e a t t h i s f r e q u e n c y c omputed d a t a a r e 
a l s o a v a i l a b l e . T h e s e a r e t h e c o m p u t e d d a t a on t h e d i a g o n a l o f t h e 
m a t r i x o f t h e q u a d r a t i c t r a n s f e r f u n c t i o n s . 

oo2 

u l 0.354 0.444 0.523 0 .600 0 . 713 0 . 803 0.887 

0 . 354 2.0 8.7 10 . 4 24.5 10 . 0 38. 4 37.5 

0. 444 7.0 20.8 19 . 4 25.7 12. 1 35.2 

0. 523 12. 4 16.4 8.3 14.3 14.2 

0 . 600 14.0 9 . 5 18.0 14.9 

0. 

0 . 

0. 

713 

803 

887 

2 

T 1 2 i n t f / m 

F r e q u e n c i e s 
i n r a d . / s e c . 

8.6 4.3 

9.2 

6 . 7 

4.7 

8.6 

T a b l e V I I - 1 Q u a d r a t i c t r a n s f e r f u n c t i o n o f l o n g i t u d i n a l f o r c e on 
t h e t a n k e r i n h e a d w a v e s . 
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F r e q u e n c i e s 
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T i n t f / m 

F r e q u e n c i e s i n r a d / s e c . 
20 21 

1 1 24 

T a b l e V I I - 2 Q u a d r a t i c t r a n s f e r f u n c t i o n o f l o n g i t u d i n a l f o r c e on 
t h e s e m i - s u b m e r s i b l e i n h e a d w a v e s . 

F o r t h e s e m i - s u b m e r s i b l e t h e e x p e r i m e n t a l d a t a o b t a i n e d 
f r o m c r o s s - b i - s p e c t r a l a n a l y s i s a r e v a l i d f o r d i f f e r e n c e f r e q u e n ­
c i e s o f 0 r a d . / s e c . and 0.1 r a d . / s e c . The d a t a f o r t h e s e f r e q u e n ­
c i e s a r e f o u n d on t h e d i a g o n a l and t h e f i r s t row n e x t t o t h e d i a g ­
o n a l o f t h e c omputed d a t a g i v e n i n T a b l e V I I - 2 . 

YII^§.i._Q2 r£E§Ei§2Q_^§tween_ c o m p u t a t i o n s _ a n d _ e x p e r i m e n t s 

The q u a d r a t i c t r a n s f e r f u n c t i o n s f o r t h e l o w f r e q u e n c y l o n ­
g i t u d i n a l f o r c e i n h e a d waves on t h e t a n k e r as o b t a i n e d f r o m compu 
t a t i o n s and e x p e r i m e n t s i n r e g u l a r wave g r o u p s and i r r e g u l a r wave 
g r o u p s a r e c o mpared i n F i g u r e s V I I - 1 6 ( a ) , (b) and ( c ) . I n F i g u r e s 
V I I - 1 7 ( a ) and (b) t h e c o m p u t e d d a t a and e x p e r i m e n t a l d a t a f o r t h e 
s e m i - s u b m e r s i b l e i n i r r e g u l a r h e a d waves a r e c o m p a r e d . F o r e a c h 
v a l u e o f t h e d i f f e r e n c e f r e q u e n c y t h e d a t a a r e g i v e n i n one f i g u r e 
I n e a c h f i g u r e t h e d a t a a r e g i v e n t o a b a s e o f t h e mean f r e q u e n c y 
o f t h e r e g u l a r wave c o m p o n e n t s . 

The e x p e r i m e n t a l d a t a f o r t h e t a n k e r o b t a i n e d by c r o s s - b i -
s p e c t r a l a n a l y s i s o f d a t a f r o m t e s t s i n i r r e g u l a r waves show a 
r a t h e r i r r e g u l a r c h a r a c t e r . T h i s i s a s c r i b e d t o t h e p a r a m e t e r s e t ­
t i n g s u s e d d u r i n g t h e c r o s s - b i - s p e c t r a l a n a l y s i s . 
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— o C O M P U T E D 

A • • REGULAR WAVES 

IRREGULAR WAVES: £ w 1 / 3 = 2 . 7 m ; T = 8 . 2 s e c . 

= 4 . 8 m ; f = 10.1 sec. 

= 7.3 m ; f = 12.0 sec. 

= 1 0 . 3 m ; f = 1 3 . 3 s e c . 

F i g . V I I - 1 6 ( a ) Q u a d r a t i c t r a n s f e r f u n c t i o n o f t h e low f r e q u e n c y 
l o n g i t u d i n a l d r i f t f o r c e on t h e t a n k e r . 
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COMPUTED 

REGULAR WAVE GROUPS 

IRREGULAR WAVES: £ w 1 / 3 = 2 . 7 m ; T= 8 . 2 s e c . 

= 4 .8 m ; T = 10.1 sec. 

= 7.3 m ; f =12.0 sec. 

= 10.3 m ; f =13.3 sec. 
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F i g . V I I - 1 6 ( b ) Q u a d r a t i c t r a n s f e r f u n c t i o n o f t h e l o w f r e q u e n c y 
l o n g i t u d i n a l d r i f t f o r c e on t h e t a n k e r . 
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C O M P U T E D 

REGULAR WAVE GROUPS 

IRREGULAR WAVES: £ w 1 / 3 = 2.7 m ; f = 8. 2 sec . 

= 4.8 m ; T =10.1 sec. 

30 .0 

= 7.3 m ; T =12.0 sec. 

= 10.3 m ; f =13.3 sec. 

Fig. VII-16(c) Quadratic transfer function of the low frequency 
longitudinal d r i f t force on the tanker. 
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F i g . V I I - 1 7 ( a ) and 17(b) Q u a d r a t i c t r a n s f e r f u n c t i o n o f t h e l o w 
f r e q u e n c y l o n g i t u d i n a l d r i f t f o r c e on 
t h e s e m i - s u b m e r s i b l e . 
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By, f o r i n s t a n c e , c h a n g i n g t h e f i l t e r s e t t i n g s f o r t h e s e c o m p u t a ­
t i o n s a s m o o t h e r s e t o f d a t a c o u l d be o b t a i n e d . E s s e n t i a l l y , t h e 
r e s u l t s w o u l d , h o w e v e r , be t h e same. The t a n k e r d a t a a l s o show t h a t 
t h e s c a t t e r i n g o f t h e e x p e r i m e n t a l d a t a f r o m t e s t s i n i r r e g u l a r 
waves i s l e s s f o r d i f f e r e n c e f r e q u e n c i e s o f 0.025 r a d . / s e c . and 
0.05 r a d . / s e c . t h a n f o r 0 r a d . / s e c . T h i s i s p r o b a b l y r e l a t e d t o t h e 
f a c t t h a t t h e number o f o s c i l l a t i o n s i n t h e l o w f r e q u e n c y f o r c e 
c o m p o n e n t s w i t h f r e q u e n c i e s t e n d i n g t o z e r o a l s o become z e r o . T h i s 
w i l l t e n d t o d e c r e a s e t h e r e l i a b i l i t y o f t h e r e s u l t s o f t h e c r o s s -
b i - s p e c t r a l a n a l y s i s . 

G e n e r a l l y , t h e e x p e r i m e n t a l d a t a f o r t h e t a n k e r f r o m t h e 
d i f f e r e n t t e s t s i n i r r e g u l a r waves show r e a s o n a b l e c o r r e l a t i o n c o n ­
s i d e r i n g t h e c o m p l e x i t y i n b o t h t h e t e s t s e t - u p and t h e method o f 
a n a l y s i s . I t s h o u l d a l s o be remembered t h a t t h e l e v e l o f t h e a c t u a l 
f o r c e v a r i e s c o n s i d e r a b l y b e t w e e n t h e t e s t s i n t h e l o w e s t and t h e 
h i g h e s t i r r e g u l a r w a v e s . S i n c e t h e l o w f r e q u e n c y f o r c e s v a r y q u a -
d r a t i c a l l y w i t h t h e wave h e i g h t t h e f o r c e l e v e l i n .the h i g h e s t 
i r r e g u l a r s e a s t a t e i s a b o u t t e n t i m e s l a r g e r t h a n i n t h e l o w e s t 
s e a s t a t e . B e a r i n g t h i s i n m i n d i t c a n be c o n c l u d e d t h a t t h e r e ­
s u l t s o b t a i n e d f r o m t h e v a r i o u s t e s t s i n i r r e g u l a r waves on t h e 
q u a d r a t i c t r a n s f e r f u n c t i o n a g r e e r e a s o n a b l y w e l l . The e x p e r i m e n t a l 
d a t a o b t a i n e d f o r t h e s e m i - s u b m e r s i b l e a r e s m o o t h e r t h a n t h o s e 
o b t a i n e d f o r t h e t a n k e r . T h i s i s i n p a r t due t o t h e i n c r e a s e d t e s t 
d u r a t i o n and i n p a r t due t o t h e d i f f e r e n t p a r a m e t e r s u s e d d u r i n g 
c r o s s - b i - s p e c t r a l a n a l y s i s o f t h e s e r e s u l t s ( s e e A p p e n d i x B ) . 

I n g e n e r a l t h e e x p e r i m e n t a l l y o b t a i n e d d a t a f r o m t e s t s 
i n i r r e g u l a r waves compare r e a s o n a b l y w e l l w i t h t h e c omputed d a t a 
f o r b o t h t h e t a n k e r and t h e s e m i - s u b m e r s i b l e . The d a t a f r o m t e s t s 
w i t h t h e t a n k e r i n r e g u l a r wave g r o u p s a r e somewhat l o w e r t h a n 
c o m p u t e d d a t a and d a t a f r o m t e s t s i n i r r e g u l a r w aves. T h i s may be 
due t o t h e method u s e d t o g e n e r a t e t h e r e g u l a r wave g r o u p s i n t h e 
b a s i n . The wave g r o u p s w e r e o n l y r e a l i z e d i n a r e l a t i v e l y n a r r o w 
f i e l d as i n d i c a t e d i n F i g u r e V I I - 1 0 w h i l e t h e c o m p u t a t i o n s assume 
t h a t t h e s e w i l l be l o n g - c r e s t e d . As a r e s u l t o f t h i s i t i s p o s s i b l e 
t h a t t h e c o r r e s p o n d i n g s e c o n d o r d e r f o r c e s were n o t f u l l y d e v e l o p e d 
d u r i n g t h e e x p e r i m e n t s . 
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The c o m p u t e d d a t a f o r t h e t a n k e r f o r d i f f e r e n c e f r e q u e n c i e s 
o f 0.025 r a d . / s e c . a nd 0.05 r a d . / s e c . g i v e n i n F i g u r e s V I I - 1 6 ( b ) 
and 1 6 ( c ) show a s h a r p i n c r e a s e f o r l o w e r v a l u e s o f t h e mean wave 
f r e q u e n c y . No e x p e r i m e n t a l d a t a a r e a v a i l a b l e a t t h e s e f r e q u e n c i e s 
t o c o n f i r m t h i s t r e n d . E x a m i n a t i o n o f t h e c o n t r i b u t i o n s due t o t h e 
f i v e c o m p o n e n t s t o t h e f o r c e g i v e n i n e q u a t i o n s ( I V - 1 ) t h r o u g h 
( I V - 5 ) shows t h a t t h i s e f f e c t i s due t o component V w h i c h i s c a u s e d 
by t h e n o n - l i n e a r s e c o n d o r d e r p o t e n t i a l . 

E x a m i n a t i o n o f t h e c o m p u t e d d a t a f o r t h e s e m i - s u b m e r s i b l e 
r e v e a l s t h a t a l s o h e r e some i n f l u e n c e o f t h e n o n - l i n e a r s e c o n d o r ­
d e r p o t e n t i a l i s f o u n d . I n t h i s c a s e f o r a d i f f e r e n c e f r e q u e n c y o f 
0.1 r a d . / s e c . t h e e x p e r i m e n t a l d a t a a p p e a r t o c o n f i r m t h e e x i s t e n c e 
o f t h e c o n t r i b u t i o n due t o t h e n o n - l i n e a r s e c o n d o r d e r p o t e n t i a l . 

I n T a b l e V I I - 3 t h e c o m p u t e d q u a d r a t i c t r a n s f e r f u n c t i o n f o r 
t h e s e m i - s u b m e r s i b l e i s g i v e n w i t h o u t t h e i n f l u e n c e o f component V. 
The c o n t r i b u t i o n due t o component V i s g i v e n i n T a b l e V I I - 4 . 
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1. 1 
F r e q u e n c i e s i n r a d / s e c . 

24 

T a b l e V I I - 3 Q u a d r a t i c t r a n s f e r f u n c t i o n o f l o n g i t u d i n a l f o r c e on 
t h e s e m i - s u b m e r s i b l e i n h e a d waves w i t h o u t c o n t r i b u ­
t i o n due t o s e c o n d o r d e r p o t e n t i a l . 

131 



u 2 
0.5 0.6 0. 7 0.8 0 . 9 1.0 1. 1 

0 5 0 7 12 11 3 19 12 

0 6 0 6 10 6 12 15 

0 7 0 6 9 0 15 

0 8 0 6 8 6 

0 

1 

1 

9 

0 

1 

T 2 i n t f / m 2 

F r e q u e n c i e s i n r a d / s e c . 

0 7 

0 

6 

7 

0 

T a b l e V I I - 4 C o n t r i b u t i o n o f s e c o n d o r d e r p o t e n t i a l t o t h e q u a ­
d r a t i c t r a n s f e r f u n c t i o n f o r t h e l o n g i t u d i n a l f o r c e 
on t h e s e m i - s u b m e r s i b l e i n h e a d waves. 

C o m p a r i s o n o f t h e r e s u l t s g i v e n i n t h e s e t a b l e s and t h e 
t o t a l g i v e n i n T a b l e V I I - 2 shows t h a t f o r l o w e r v a l u e s o f t h e f r e ­
q u e n c y o f t h e r e g u l a r wave components u> and u 2 t h e t o t a l l o w f r e ­
q u e n c y f o r c e a t d i f f e r e n c e f r e q u e n c i e s g r e a t e r t h a n z e r o a r e d o m i ­
n a t e d by component V. A t h i g h e r wave f r e q u e n c i e s components I 
t h r o u g h IV t e n d t o d o m i n a t e t h e r e s u l t s . T h e s e components a r e due 
t o p r o d u c t s o f f i r s t o r d e r q u a n t i t i e s w h i c h become l a r g e when s h i p 
m o t i o n s i n c r e a s e a n d / o r f i r s t o r d e r d i f f r a c t i o n e f f e c t s i n c r e a s e . 
When components I t h r o u g h IV d o m i n a t e t h e r e s u l t s t h e f i r s t o f 
t h e s e c omponents g e n e r a l l y i s t h e l a r g e s t o f t h e s e , as was a l r e a d y 
i n d i c a t e d i n c h a p t e r V I . 

Y I I ^ Z ^ _ ^ E E £ 2 ^ i m S t i 2 Q _ l 2 E _ t h e _ l o w _ f r e g u e n g Y _ f o r c e _ i n _ i r r e g u l a r _ w a v e s 

I n t h i s c h a p t e r some r e s u l t s have been g i v e n on t h e low f r e ­
q u e n c y s e c o n d o r d e r l o n g i t u d i n a l f o r c e i n h e a d waves. The r e s u l t s 
o f c o m p u t a t i o n s w i l l be u s e d i n a d i s c u s s i o n c o n c e r n i n g a method 
f o r a p p r o x i m a t i n g t h e low f r e q u e n c y c o mponents o f t h e s e c o n d o r d e r 
f o r c e s i n i r r e g u l a r w aves. 
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I t i s g e n e r a l l y b e l i e v e d t h a t t h e l o w f r e q u e n c y components 
o f t h e s e c o n d o r d e r f o r c e s i n i r r e g u l a r waves c a n be p r e d i c t e d 
u s i n g t h e mean f o r c e s i n r e g u l a r waves o n l y ; see r e f . [ 1 - 2 ] , [ 1 - 3 ] , 
[ 1 - 1 0 ] , [ 1 - 1 4 ] and [ V I I - 2 ] . W i t h i n t h e f r a m e w o r k o f t h i s s t u d y t h i s 
a s s u m p t i o n i m p l i e s t h a t i n a r e g u l a r wave g r o u p w i t h f r e q u e n c y com­
p o n e n t s u and OJ 2 t h e c o r r e c t a m p l i t u d e T ^ o f t h e low f r e q u e n c y 
component o f t h e s e c o n d o r d e r f o r c e s can be r e p l a c e d by t h e v a l u e 
f o r t h e a m p l i t u d e f o u n d on t h e d i a g o n a l o f t h e m a t r i x o f t h e q u a ­
d r a t i c t r a n s f e r f u n c t i o n a t t h e mean v a l u e o f t h e two f r e q u e n c i e s . 
Thus : 

ill . + to- u. + u_ 
T 1 2 = T ( u

1 ' a )
2

) ~ T ( 2 ' 2
 } ( V I I - 2 ) 

We may c h e c k t h e a s s u m p t i o n f o r t h e c a s e o f t h e t a n k e r and t h e 
s e m i - s u b m e r s i b l e by i n s p e c t i o n o f F i g u r e s V I I - 1 6 ( a ) , (b) and (c) 
and F i g u r e s V I I - 1 7 ( a ) and ( b ) . 

E q u a t i o n ( V I I - 2 ) i m p l i e s t h a t i n F i g u r e s V I I - 1 6 ( a ) , (b) and 
(c) t h e co m p u t e d c u r v e s o f T ^ g i v e n f o r t h e d i f f e r e n c e f r e q u e n c i e s 
o f 0.025 r a d . / s e c . a n d 0.05 r a d . / s e c . s h o u l d be t h e same as t h e 
com p u t e d c u r v e g i v e n f o r z e r o d i f f e r e n c e f r e q u e n c y . F o r mean f r e ­
q u e n c i e s b e l o w 0.4 r a d . / s e c . t h i s i s c l e a r l y n o t t h e c a s e . A t 
h i g h e r mean f r e q u e n c i e s t h e d i s c r e p a n c i e s a r e l e s s b u t n e v e r t h e l e s s 
i n c r e a s e f o r t h e l a r g e r v a l u e o f t h e d i f f e r e n c e f r e q u e n c y . The d i f ­
f e r e n c e s b e l o w a mean f r e q u e n c y o f a b o u t 0.4 r a d . / s e c . a r e m a i n l y 
c a u s e d by t h e f o r c e c o n t r i b u t i o n V due t o t h e s e c o n d o r d e r n o n ­
l i n e a r p o t e n t i a l . T h i s c o n t r i b u t i o n i s z e r o i n r e g u l a r w a v e s . 

I n F i g u r e s V I I - 1 7 ( a ) and (b) i n w h i c h r e s u l t s a r e g i v e n f o r 
t h e s e m i - s u b m e r s i b l e i t i s s e e n t h a t f o r mean f r e q u e n c i e s b e l o w 
a b o u t 0.8 r a d . / s e c . t h e c o r r e c t v a l u e o f f ° r a d i f f e r e n c e f r e ­
q u e n c y o f 0.1 r a d . / s e c . w o u l d be u n d e r e s t i m a t e d i f i t were r e p l a c e d 
by t h e v a l u e f o u n d f o r z e r o d i f f e r e n c e f r e q u e n c y . A t mean f r e q u e n ­
c i e s h i g h e r t h a n 0.8 r a d . / s e c . t h e d i f f e r e n c e s a r e s m a l l . I n F i g ­
u r e V I I - 1 7 ( b ) c o m p u t e d r e s u l t s a r e a l s o shown f o r t h e c a s e t h a t 
t h e c o n t r i b u t i o n V i s n e g l e c t e d . C o m p a r i s o n w i t h t h e t o t a l f o r c e 
i n c l u d i n g t h i s c o n t r i b u t i o n shows t h a t f o r mean f r e q u e n c i e s h i g h e r 
t h a n a b o u t 0.8 r a d . / s e c . t h e i n f l u e n c e o f t h i s c o n t r i b u t i o n i s 
s m a l l . A t t h e s e mean f r e q u e n c i e s t h e l o w f r e q u e n c y f o r c e i s d o m i -
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n a t e d by c o n t r i b u t i o n s I t h r o u g h I V w h i c h i s t y p i c a l l y a r e s u l t o f 
t h e f a c t t h a t i n s h o r t e r waves f i r s t o r d e r d i f f r a c t i o n e f f e c t s a r e 
l a r g e . 

F r om t h e above d i s c u s s i o n i t i s c o n c l u d e d t h a t t h e low f r e ­
q u e n c y s e c o n d o r d e r f o r c e s i n i r r e g u l a r waves c a n be p r e d i c t e d 
u s i n g o n l y t h e mean f o r c e i n r e g u l a r waves p r o v i d e d t h a t t h e low 
f r e q u e n c i e s ( t y p i c a l l y t h e n a t u r a l f r e q u e n c i e s o f t h e h o r i z o n t a l 
m o t i o n s o f t h e moored v e s s e l s ) a r e n o t t o o l a r g e . A t t h e same t i m e , 
t h e d o m i n a n t p a r t o f t h e s p e c t r u m o f t h e i r r e g u l a r waves must be 
a t wave f r e q u e n c i e s w h e re t h e m a j o r p a r t o f t h e s e c o n d o r d e r e x c i ­
t a t i o n i s due t o f i r s t o r d e r d i f f r a c t i o n e f f e c t s . F o r t h e t a n k e r 
t h i s means t h a t t h e l o w f r e q u e n c i e s o f i n t e r e s t s h o u l d n o t e x c e e d 
a b o u t 0.025 r a d . / s e c . The d o m i n a n t p a r t o f t h e wave s p e c t r u m s h o u l d 
be a t f r e q u e n c i e s g r e a t e r t h a n a b o u t 0.4 r a d . / s e c . F o r t h e s e m i -
s u b m e r s i b l e t h e s e f r e q u e n c i e s a r e a b o u t 0.1 r a d . / s e c . and 0.8 r a d . / 
s e c . r e s p e c t i v e l y . I t may be e x p e c t e d t h a t f o r t h e h o r i z o n t a l 
f o r c e s on o t h e r t y p e s o f s u r f a c e v e s s e l s s i m i l a r c o n c l u s i o n s w i l l 
be r e a c h e d . I t c a n be c o n c l u d e d t h e r e f o r e t h a t , t a k i n g i n t o a c c o u n t 
some r e s t r i c t i o n s s u c h as d i s c u s s e d h e r e , f o r many p r a c t i c a l c a s e s 
t h e mean s e c o n d o r d e r f o r c e on s u r f a c e v e s s e l s i n r e g u l a r waves 
c a n be u s e d t o p r e d i c t t h e l o w f r e q u e n c y c omponents o f t h e f o r c e 
i n i r r e g u l a r w aves. 

The same a s s u m p t i o n c a n n o t , h o w e v e r , be made f o r a l l b o d i e s 
o r modes o f t h e s e c o n d o r d e r f o r c e . When, f o r i n s t a n c e , c o n t r i b u ­
t i o n V due t o t h e s e c o n d o r d e r n o n - l i n e a r p o t e n t i a l i s d o m i n a n t 
i n t h e l o w f r e q u e n c y f o r c e a t h i g h mean f r e q u e n c i e s t h i s w i l l n o t 
be t r u e . F o r e x a m p l e , O g i l v i e [ 1 1 - 2 1 ] d e r i v e d a n a l y t i c a l l y t h e mean 
s e c o n d o r d e r h o r i z o n t a l f o r c e on a s u b m e r g e d h o r i z o n t a l c y l i n d e r 
i n r e g u l a r beam w a v e s . He f o u n d t h a t f o r a l l wave f r e q u e n c i e s t h e 
mean f o r c e was e q u a l t o z e r o . U s i n g t h e c o m p u t a t i o n m e t h o d d e ­
s c r i b e d i n t h i s s t u d y h i s r e s u l t s w e r e r e d e r i v e d and e x t e n d e d t o 
i n c l u d e t h e low f r e q u e n c y f o r c e i n r e g u l a r wave g r o u p s . The r e s u l t s 
a r e g i v e n i n T a b l e V I I - 5 . On t h e d i a g o n a l t h e q u a d r a t i c t r a n s f e r 
f u n c t i o n T^2 f o r t h e f o r c e i s z e r o . T h i s c o n f i r m s O g i l v i e ' s a n a ­
l y t i c a l r e s u l t s . The v a l u e s o u t s i d e t h e d i a g o n a l a r e , h o w e v e r , 
n o n - z e r o . From t h i s r e s u l t i t c a n be c o n c l u d e d t h a t f o r t h i s c a s e 
t h e mean f o r c e i n r e g u l a r waves c a n n o t be u s e d t o p r e d i c t t h e l o w 
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f r e q u e n c y components o f t h e f o r c e i n i r r e g u l a r w a v e s . 

2 4 6 8 

2 0 . 00 0 .08 0 .09 0 .08 

4 0 00 0 .06 0 .07 

6 0 . 00 0 .05 

8 0 00 

i r p g L 

2 k 2 h 

T a b l e V I I - 5 /Amplitude o f l o w f r e q u e n c y s e c o n d o r d e r t r a n s v e r s e 
f o r c e i n r e g u l a r wave g r o u p s on a submerged c y l i n d e r 
i n beam waves. 

V I 1^8 ̂ C o n c l u s i o n s 

I n t h i s c h a p t e r a s p e c t s were d i s c u s s e d o f t h e s y s t e m o f 
r e s t r a i n t n e c e s s a r y t o d e t e r m i n e e x p e r i m e n t a l l y t h e l o w f r e q u e n c y 
s e c o n d o r d e r wave f o r c e s on v e s s e l s i n waves. Two p o s s i b l e r e a l i ­
z a t i o n s o f s u c h a s y s t e m w e r e u s e d f o r m o d e l t e s t s . F o r t h e f r e ­
q u e n c y r a n g e s i n w h i c h t h e s y s t e m b e h a v e d as r e q u i r e d , r e a s o n a b l e 
c o r r e l a t i o n b e t w e e n r e s u l t s o f c o m p u t a t i o n s and m e a s u r e m e n t s was 
f o u n d . I t s h o u l d be s t a t e d , h o w e v e r , t h a t f u r t h e r d e v e l o p m e n t o f 
s u c h s y s t e m s o f r e s t r a i n t a r e n e c e s s a r y i n o r d e r t o i n c r e a s e t h e 
f r e q u e n c y r a n g e o f a p p l i c a t i o n . 

On t h e b a s i s o f r e s u l t s o f c o m p u t a t i o n s on t h e mean and l o w 
f r e q u e n c y s e c o n d o r d e r wave e x c i t i n g f o r c e s , t h e a p p l i c a b i l i t y o f 
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a method f o r a p p r o x i m a t i n g t h e low f r e q u e n c y f o r c e s i n i r r e g u l a r 
waves b a s e d on k n o w l e d g e o f t h e mean f o r c e s i n r e g u l a r waves was 
d i s c u s s e d . The r e s u l t s o f t h i s d i s c u s s i o n i n d i c a t e t h a t f o r s u r f a c e 
v e s s e l s t h e low f r e q u e n c y h o r i z o n t a l f o r c e s w h i c h - a r e o f i m p o r t a n c e 
f r o m t h e p o i n t o f v i e w o f t h e l o w f r e q u e n c y m o t i o n s ( i . e . : f o r c e 
c o m ponents w i t h f r e q u e n c i e s n e a r t h e n a t u r a l f r e q u e n c y o f t h e h o r ­
i z o n t a l m o t i o n s o f a moored v e s s e l ) can be p r e d i c t e d w i t h r e a s o n ­
a b l e a c c u r a c y b a s e d on k n o w l e d g e o f t h e mean f o r c e s i n r e g u l a r 
waves. C e r t a i n c o n d i t i o n s w i t h r e s p e c t t o t h e n a t u r a l f r e q u e n c y o f 
t h e h o r i z o n t a l m o t i o n s and t h e d o m i n a n t p e r i o d o f t h e i r r e g u l a r 
waves must be s a t i s f i e d h o w e v e r . 

I n t h e c a s e o f a s u b m e r g e d h o r i z o n t a l c y l i n d e r i t was f o u n d 
t h a t i n r e g u l a r beam waves t h e mean h o r i z o n t a l f o r c e i s e q u a l t o 
z e r o . The l o w f r e q u e n c y f o r c e i n r e g u l a r wave g r o u p s was, h o w e v e r , 
f o u n d t o be n o n - z e r o , t h u s i n d i c a t i n g t h a t i n some c a s e s t h e mean 
f o r c e i n r e g u l a r waves c a n n o t be u s e d t o p r e d i c t t h e low f r e q u e n c y 
f o r c e i n i r r e g u l a r waves. 
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V I I I . A PPLICATION OF THEORY TO DYNAMIC POSITIONING OF A VESSEL IN 
IRREGULAR WAVES 

V I I I . 1. I n t r o d u c t i o n 

I n t h e p r e v i o u s c h a p t e r s i t has b een shown t h a t t h e mean 
and low f r e q u e n c y s e c o n d o r d e r h o r i z o n t a l f o r c e s a c t i n g on f l o a t i n g 
v e s s e l s a r e d o m i n a t e d by t h e c o n t r i b u t i o n f r o m t h e r e l a t i v e wave 
e l e v a t i o n a t t h e w a t e r l i n e o f t h e v e s s e l . I n t h i s s e c t i o n i t w i l l 
be shown t h a t t h i s k n o w l e d g e may be p u t t o p r a c t i c a l use t o i m p r o v e 
t h e p o s i t i o n i n g a c c u r a c y o f d y n a m i c a l l y p o s i t i o n e d v e s s e l s a t s e a . 

D y namic p o s i t i o n i n g o r s t a t i o n k e e p i n g o f v e s s e l s i s a t e c h ­
n i q u e w h i c h e m p l o y s s h i p m ounted p r o p u l s i o n u n i t s t o c o u n t e r a c t 
e n v i r o n m e n t a l f o r c e s due t o w i n d , waves and c u r r e n t a c t i n g on t h e 
v e s s e l , t h e r e b y m a i n t a i n i n g as c l o s e l y as p o s s i b l e some d e s i r e d 
p o s i t i o n i n t h e h o r i z o n t a l p l a n e . 

The l a s t d e c a d e has s e e n a s t e a d y i n c r e a s e i n t h e number o f 
v e s s e l s w h i c h a r e s t a t i o n e d a t s e a by means o f d y n a m i c p o s i t i o n i n g 
s y s t e m s . Up t o now most d y n a m i c p o s i t i o n i n g s y s t e m s w e r e u s e d f o r 
p o s i t i o n i n g d r i l l i n g s h i p s i n deep w a t e r where c o n v e n t i o n a l a n c h o r ­
i n g s y s t e m s were c o n s i d e r e d t o be t o o cumbersome. Nowadays d y n a m i c 
p o s i t i o n i n g i s a l s o b e i n g u s e d f o r d i v i n g s u p p o r t v e s s e l s and m a i n -
t a i n a n c e and s u r v e y v e s s e l s . T h i s i n c r e a s i n g i n t e r e s t i n d y n a m i c 
p o s i t i o n i n g s y s t e m s s t e m s f r o m t h e n e e d f o r a means o f m a i n t a i n i n g 
t h e v e s s e l ' s p o s i t i o n i n g w h i c h i s q u i c k , a c c u r a t e and v e r s a t i l e and 
d oes n o t i n t e r f e r e w i t h s y s t e m s , s u c h as p i p e l i n e s , l y i n g on t h e 
s e a f l o o r . 

The p r o p u l s i o n u n i t s u s e d 
e i t h e r f i x e d , t u n n e l mounted c o n t 
m u t h i n g r i g h t - a n g l e d r i v e u n i t s w 
t o t h e v e s s e l , o r v e r t i c a l a x i s p 
r e c t i o n o f t h e t h r u s t p r o d u c e d by 
c o n t r o l s y s t e m w h i c h h a s as i n p u t 
r e l a t i v e t o t h e r e q u i r e d p o s i t i o n 
p l a n e ( f e e d - b a c k c o n t r o l ) . A l s o , 
w i n d s p e e d and d i r e c t i o n m e a s u r e d 

f o r d y n a m i c p o s i t i o n i n g c a n be 
r o l l a b l e p i t c h p r o p e l l e r s , a z i -
i t h p r o p e l l e r s e x t e r n a l l y f i x e d 
r o p e l l e r s . The m a g n i t u d e and d i -
s u c h u n i t s a r e g o v e r n e d by a 
t h e p o s i t i o n e r r o r o f t h e v e s s e l 
and h e a d i n g i n t h e h o r i z o n t a l 

i n most c a s e s , t h e i n s t a n t a n e o u s 
f r o m t h e v e s s e l a r e u s e d t o 
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e s t i m a t e t h e i n s t a n t a n e o u s v a l u e o f t h e w i n d f o r c e t o be c o u n t e r ­
a c t e d by t h e p r o p u l s i o n u n i t s ( w i n d - f e e d - f o r w a r d o r w i n d f o r c e com­
p e n s a t i o n ) . 

The p o s i t i o n e r r o r s i g n a l s , w h i c h f o r m t h e i n p u t t o t h e 
f e e d - b a c k c o n t r o l , c o n t a i n c o mponents w i t h wave f r e q u e n c i e s and low 
f r e q u e n c y c o m p o n e n t s . The f i r s t o r d e r wave f o r c e s w h i c h i n d u c e mo­
t i o n s a t wave f r e q u e n c i e s a r e g e n e r a l l y t o o l a r g e i n m a g n i t u d e t o 
be c o m p e n s a t e d e f f e c t i v e l y by s h i p m ounted p r o p u l s i o n u n i t s . Even 
i f t h i s was n o t t h e c a s e t h e f r e q u e n c i e s i n v o l v e d w o u l d r e q u i r e 
r a p i d v a r i a t i o n s i n t h e t h r u s t o f t h e p r o p u l s i o n u n i t s w h i c h i n 
t u r n l e a d s t o e x c e s s i v e wear and t e a r o f m e c h a n i c a l c o m p o n e n t s . 
F o r t h e s e r e a s o n s t h e c o n t r o l s i g n a l s t o p r o p u l s i o n u n i t s may o n l y 
c o n t a i n l o w f r e q u e n c i e s . T h i s r e q u i r e s f i l t e r i n g o f t h e p o s i t i o n 
e r r o r s i g n a l s s o t h a t o n l y l o w f r e q u e n c y components a r e u s e d f o r 
c o n t r o l . One o f t h e m a j o r p r o b l e m s i n v o l v e d i n f i l t e r i n g t h e p o s i ­
t i o n e r r o r s i g n a l s i s due t o t h e o c c u r r e n c e o f p h a s e l a g i n t h e low 
f r e q u e n c y o u t p u t o f t h e f i l t e r . T h i s p h a s e l a g r e d u c e s t h e q u a l i t y 
o f t h e c o n t r o l s y s t e m f r o m t h e p o i n t o f v i e w o f i t s a b i l i t y t o 
m a i n t a i n t h e v e s s e l ' s p o s i t i o n . I n o r d e r t o o b t a i n h i g h q u a l i t y 
c o n t r o l s i g n a l s Kalman f i l t e r t e c h n i q u e s a r e o f t e n e m p l o y e d , s e e 
r e f . [ V I I I - 1 ] . 

As h a s b e e n shown by S j o u k e and L a g e r s [ V I I I - 2 ] i n c l u d i n g 
a w i n d - f e e d - f o r w a r d s i g n a l i n t h e c o n t r o l s y s t e m c a n e n h a n c e t h e 
p o s i t i o n k e e p i n g p e r f o r m a n c e c o n s i d e r a b l y , e s p e c i a l l y i n g u s t y 
w e a t h e r c o n d i t i o n s . T h i s i s a c o n s e q u e n c e o f t h e f a c t t h a t t h e p r o ­
p u l s i o n u n i t s c o u n t e r a c t t h e i n s t a n t a n e o u s f o r c e t h u s p r e v e n t i n g 
t h e v e s s e l f r o m m o v i n g i n s t e a d o f r e a c t i n g when t h e v e s s e l h a s a l ­
r e a d y moved o f f p o s i t i o n as w o u l d be t h e c a s e w i t h f e e d - b a c k c o n ­
t r o l o n l y . 

T h i s c h a p t e r i s c o n c e r n e d w i t h t h e c a p a b i l i t y t o d e t e r m i n e 
t h e i n s t a n t a n e o u s mean and low f r e q u e n c y s e c o n d o r d e r h o r i z o n t a l 
wave d r i f t f o r c e s a n d y a w i n g moment a c t i n g on a v e s s e l i n a r b i t r a r y 
i r r e g u l a r wave c o n d i t i o n s . T h i s s i g n a l c a n be u s e d as a c o n t r o l 
s i g n a l t o t h e s h i p mounted p r o p u l s i o n u n i t s w h i c h w i l l a c t t o com­
p e n s a t e t h e mean and l o w f r e q u e n c y f o r c e s t h u s r e d u c i n g t h e mean 
and l ow f r e q u e n c y h o r i z o n t a l m o t i o n s o f t h e v e s s e l . I n a n a l o g y w i t h 
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t h e t e r m w i n d - f e e d - f o r w a r d t h i s a d d i t i o n a l c a p a b i l i t y may be t e r m e d 
as " w a v e - f e e d - f o r w a r d " . 

I n t h e p r e v i o u s c h a p t e r s i t was shown t h a t i n t h e c a s e o f 
s u r f a c e v e s s e l s , s u c h as a s p h e r e , a t a n k e r , a b a r g e and a s e m i -
s u b m e r s i b l e , t h e mean and low f r e q u e n c y wave d r i f t f o r c e s a r e d o m i ­
n a t e d by t h e c o n t r i b u t i o n a r i s i n g f r o m t h e r e l a t i v e wave e l e v a t i o n 
a r o u n d t h e w a t e r l i n e o f t h e v e s s e l . G e n e r a l l y , t h i s c o n t r i b u t i o n 
has t h e same s i g n a s t h e t o t a l f o r c e and d i f f e r s m a i n l y i n m a g n i ­
t u d e . I n t h i s c h a p t e r t h e e f f e c t i v e n e s s o f w a v e - f e e d - f o r w a r d w i t h 
r e s p e c t t o t h e a c c u r a c y o f s t a t i o n k e e p i n g o f a d y n a m i c a l l y p o s i ­
t i o n e d v e s s e l w i l l be i n v e s t i g a t e d . The e f f e c t i v e n e s s o f w a v e - f e e d ­
f o r w a r d w i l l f i r s t be d e m o n s t r a t e d b a s e d on t h e r e s u l t s o f compu­
t a t i o n s . E x p e r i m e n t a l d a t a c o n f i r m i n g t h e c o n c l u s i o n b a s e d on t h e 
r e s u l t s o f c o m p u t a t i o n s w i l l a l s o be t r e a t e d . C o m p u t a t i o n s and 
e x p e r i m e n t a l d a t a a p p l y t o t h e same t a n k e r as u s e d i n p r e v i o u s 
c h a p t e r s . The main p a r t i c u l a r s o f t h i s v e s s e l a r e g i v e n i n T a b l e 
V I - 1 w h i l e g e n e r a l and body p l a n s a r e g i v e n i n F i g u r e V I - 1 . 

Y I I I i . 2 ^ _ T h e o r e t i c a l _ g r e d i c t i o n _ o f _ t h e _ e f f e c t _ o f _ w a y e - f e e d - f o r w a r d 

The e f f e c t i v e n e s s o f w a v e - f e e d - f o r w a r d may be j u d g e d by 
r e g a r d i n g t h e n e t t mean and l o w f r e q u e n c y f o r c e a c t i n g on t h e v e s ­
s e l , t h a t i s t h e mean and low f r e q u e n c y wave d r i f t f o r c e s m i n u s 
t h e g e n e r a t e d t h r u s t e r f o r c e s b a s e d on w a v e - f e e d - f o r w a r d c o n t r o l 
s i g n a l s . We assume t h a t t h e t i m e l a g b e t w e e n t h e w a v e - f e e d - f o r w a r d 
c o n t r o l s i g n a l s and t h e c o r r e s p o n d i n g t h r u s t e r f o r c e s i s n e g l i g i b l e 
a t t h e l o w f r e q u e n c i e s o f i n t e r e s t and t h a t t h e r e q u i r e d t h r u s t i s 
o b t a i n e d a t a l l t i m e s . I n t h a t c a s e we may j u d g e t h e e f f e c t o f 
w a v e - f e e d - f o r w a r d on t h e n e t t l o w f r e q u e n c y f o r c e on a v e s s e l by 
r e g a r d i n g t h e computed q u a d r a t i c t r a n s f e r f u n c t i o n s o f t h e t o t a l 
l o w f r e q u e n c y wave d r i f t f o r c e s , t h e c o n t r i b u t i o n due t o t h e r e l a ­
t i v e wave e l e v a t i o n and t h e n e t t f o r c e w h i c h i s t h e t o t a l wave 
d r i f t f o r c e m i n u s some f r a c t i o n o f t h e c o n t r i b u t i o n s due t o t h e 
r e l a t i v e wave e l e v a t i o n s . 

I n T a b l e V I I I - 1 c omputed r e s u l t s a r e shown f o r t h e l o n g i t u ­
d i n a l f o r c e on t h e t a n k e r i n h e a d s e a s (180°). The r e s u l t s a r e 
g i v e n i n f u l l s c a l e v a l u e s i n t h e f o r m o f q u a d r a t i c t r a n s f e r f u n c -
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t i o n s f o r t h e a m p l i t u d e o f t h e l o n g i t u d i n a l f o r c e . S i n c e t h e t r a n s ­
f e r f u n c t i o n f o r t h e a m p l i t u d e i s s y m m e t r i c a l a b o u t t h e d i a g o n a l , 
see e q u a t i o n ( I V - 5 1 ) , v a l u e s a r e o n l y g i v e n f o r to. > tu 2 • The n e t t 
low f r e q u e n c y l o n g i t u d i n a l f o r c e was o b t a i n e d by m u l t i p l y i n g t h e 
i n - p h a s e and o u t - o f - p h a s e c omponents o f t h e t r a n s f e r f u n c t i o n s due 
t o t h e r e l a t i v e wave e l e v a t i o n c o n t r i b u t i o n by a f a c t o r o f 0.4 
and s u b t r a c t i n g t h e s e f r o m t h e c o r r e s p o n d i n g c o m p o n e n t s o f t h e 
t o t a l wave d r i f t f o r c e . The q u a d r a t i c t r a n s f e r f u n c t i o n f o r t h e am­
p l i t u d e o f t h e n e t t f o r c e was o b t a i n e d f r o m t h e i n - p h a s e and o u t -
o f - p h a s e components u s i n g e q u a t i o n ( I V - 5 0 ) . 

I n T a b l e s V I I I - 2 t h r o u g h V I I I - 4 c o r r e s p o n d i n g d a t a a r e g i v e n 
on t h e l o n g i t u d i n a l f o r c e , t r a n s v e r s e f o r c e and yaw moment f o r bow 
q u a r t e r i n g waves (135°). I n t h i s c a s e t h e c o n t r i b u t i o n s due t o t h e 
r e l a t i v e wave e l e v a t i o n were m u l t i p l i e d by a g a i n f a c t o r 0.4 f o r 
t h e l o n g i t u d i n a l f o r c e , a g a i n f a c t o r 0.3 f o r t h e t r a n s v e r s e f o r c e 
and a g a i n f a c t o r 0.3 f o r t h e y a w i n g moment. The above m e n t i o n e d 
g a i n f a c t o r s were c h o s e n s o t h a t t h e n e t t f o r c e s a t z e r o d i f f e r e n c e 
f r e q u e n c y w o u l d be a b o u t m i n i m a l o v e r t h e f r e q u e n c y r a n g e u n d e r 
c o n s i d e r a t i o n . From t h e s e r e s u l t s i t c a n be s e e n t h a t f o r l o w d i f ­
f e r e n c e f r e q u e n c i e s ( d a t a n e a r t h e d i a g o n a l ) t h e n e t t l o w f r e q u e n c y 
f o r c e s on t h e v e s s e l a r e s u b s t a n t i a l l y r e d u c e d r e l a t i v e t o t h e t o ­
t a l wave d r i f t f o r c e s . F o r l a r g e r v a l u e s o f t h e d i f f e r e n c e f r e q u e n ­
c i e s w a v e - f e e d - f o r w a r d i s l e s s e f f e c t i v e f o r r e d u c i n g t h e n e t t 
f o r c e s on t h e v e s s e l . 

From t h e r e s u l t s g i v e n h e r e i t may be c o n c l u d e d t h a t a p p l i ­
c a t i o n o f w a v e - f e e d - f o r w a r d w i l l s e r v e t o c o m p e n s a t e e f f e c t i v e l y 
p a r t o f t h e i n s t a n t a n e o u s l o w f r e q u e n c y wave f o r c e s . E x p e r i m e n t a l l y 
t h i s was v e r i f i e d by c a r r y i n g o u t m o d e l t e s t s i n i r r e g u l a r waves 
w i t h a d y n a m i c a l l y p o s i t i o n e d t a n k e r u s i n g a f e e d - b a c k c o n t r o l s y s ­
tem w i t h and w i t h o u t t h e a p p l i c a t i o n o f w a v e - f e e d - f o r w a r d . However, 
a t t h e t i m e o f e x e c u t i o n o f t h e m o d e l t e s t s t h e r e s u l t s o f compu­
t a t i o n s g i v e n h e r e were n o t a v a i l a b l e . The g a i n f a c t o r s u s e d d u r i n g 
t h e m o d e l t e s t s were a d j u s t e d on a t r i a l and e r r o r b a s i s . The e f ­
f e c t o f t h i s a d d i t i o n a l c o n t r o l s i g n a l was j u d g e d f r o m t h e r e d u c ­
t i o n o b t a i n e d i n t h e l o w f r e q u e n c y h o r i z o n t a l m o t i o n s o f t h e v e s s e l . 
I n t h e f o l l o w i n g s e c t i o n s t h e e x p e r i m e n t a l s e t - u p and t h e m o d e l 
t e s t s w i l l be d i s c u s s e d . 
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TOTAL 

m2 
0.354 0.444 0 .52 3 0 . 600 0.713 0 . 803 0 . 887 

0 354 2 9 10 25 10 38 37 

0 444 7 21 19 26 12 35 

0 523 12 16 8 1 4 14 

0 600 14 10 18 15 

0 

0 

0 

713 

803 

887 

T i n tf/m 2 

Frequencies i n rad. /sec . 

9 4 

9 

7 

5 

9 

CONTRIBUTION I 

u2 
0.354 0.444 0.523 0.600 0.713 0 . 803 0. 887 

0 354 10 19 2 7 23 21 20 2 1 

0 444 25 32 31 2 6 28 28 

0 523 32 34 27 30 27 

0 600 31 29 29 27 

0 

0 

0 

713 

803 

887 

2 

T., i n tf/m 

Frequencies 
i n rad. /sec. 

23 27 

25 

25 

28 

25 

TOTAL - 0.4 * CONTRIBUTION I 
w l 0.354 0.444 0 . 523 0 .600 0.713 0 . 803 0 . 887 

0 354 2 9 15 20 15 3 1 37 

0 444 3 10 10 19 5 24 

0 523 1 13 5 3 15 

0 600 2 6 11 10 

0 

0 

0 

713 

803 

887 

T 2 i n tf/m 2 

Frequencies in rad. /sec. 

1 7 

1 

6 

7 

1 

T a b l e V I I I - 1 L o n g i t u d i n a l f o r c e i n h e a d waves. 



TOTAL 

«2 0.354 0.444 0 . 52 3 0 .600 0.713 0.803 0 . 887 

0 354 1 18 25 32 14 39 29 

0 444 9 19 38 14 16 5 

0 523 16 38 36 31 27 

0 600 17 1 1 10 15 

0 

0 

0 

713 

80 3 

887 

T i n t f / r a 2 

Frequencies i n rad. /sec. 

13 co rvi 

3 

4 

10 

CONTRIBUTION I 

"a 
. 1 0.354 0.444 0.523 0.600 0.713 0 . 803 0 . 887 

0 354 5 10 21 22 18 1 4 17 

0 444 25 3 3 24 17 13 8 

0 523 54 50 47 36 43 

0 600 40 42 33 35 

0 713 2 22 34 26 
T 1 2 in tf/m 

Frequencies 
0 803 

T 1 2 in tf/m 

Frequencies i n rad. /sec. 
23 34 

0 887 22 

TOTAL - 0.4 * CONTRIBUTION I 

u2 
0.354 0.444 0.523 0 . 600 0.713 0.803 0 . 887 

0 354 1 21 17 32 16 39 30 

0 444 1 6 30 10 12 5 

0 523 6 19 19 1 8 10 

0 600 1 18 1 3 6 

0 713 5 1 3 8 
T in tf/m 2 

Frequencies 
0 803 

T in tf/m 2 

Frequencies in rad. /sec. 
2 9 

0 887 2 

T a b l e V I I I - 2 L o n g i t u d i n a l f o r c e i n bow q u a r t e r i n g waves. 
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TOTAL 

u2 

u l 0.354 0.444 0.523 0 . 600 0.713 0.80 3 0 . 887 

0 354 1 35 9 13 34 19 24 

0 444 5 22 50 42 69 116 

0 523 33 63 3 24 21 

0 600 79 57 15 8 

0 

0 

713 

803 
T in tf/m 2 

9 1 58 

90 

6 

60 

0 887 
Frequencies in rad. / sec. 

95 

CONTRIBUTION I 

U2 

101 0.354 0.444 0.523 0 . 600 0.713 0 . 803 0 . 887 

0 354 5 43 35 4 9 1 1 17 15 

0 444 61 159 44 134 4 1 79 

0 523 102 165 73 2 6 40 

0 600 259 192 50 41 

0 

0 

713 

803 
2 

T 2
 i n tf/m 

298 22 1 

297 

69 

230 

0 . 887 
Frequencies in rad. /sec. 

309 

TOTAL - 0 . 3 * CONTRIBUTION I 

U2 

u l 0.354 0.444 0 . 523 0.600 0.713 0.803 0.887 

0 354 0 46 6 1 7 31 21 2 1 

0 444 13 43 47 29 65 103 

0 523 2 15 2 0 19 17 

0 600 1 13 2 1 5 

0 713 2 17 23 
2 

T., in tf/m 0 803 1 16 
Frequencies in rad. /sec . 

0 887 2 

T a b l e V I I I - 3 T r a n s v e r s e f o r c e i n bow q u a r t e r i n g waves. 
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TOT AI, 

">1 0.354 0.444 0.523 0 .600 0.713 0 . 803 0.887 

0 354 364 7085 92 84 8809 1433 4448 2 544 

0 444 1527 16655 755 1 3052 5067 12269 

0 52 3 2554 7577 5870 29 37 2994 

0 600 782 5124 2 36 3 2445 

0 713 2 1193 4576 3574 
T j 2 ^ n tfra/m 

Frequencies in 
0 803 

T j 2 ^ n tfra/m 

Frequencies in rad . /sec. 
200 4998 

0 887 562 

CONTRIBUTION I 

0.354 0.444 0.523 0.600 0.713 0.803 0.887 

0 354 1881 1993 36 37 16 11 3742 1669 1872 

0 444 11633 16 368 260 15 3456 9644 7040 

0 523 9066 5377 116 10 6747 2808 

0 600 1909 1 4844 12883 2498 

0 

0 

0 

7 1 3 

803 

887 

2 
T ^ l n tfm/m 

Frequencies in 
rad. /sec. 

4366 13830 

678 

14818 

13751 

1003 

TOTAL - 0.3 * CONTRIBUTION I 

u2 

w l 0.354 0.444 0.523 0 .600 0.713 0 . 803 0 . 887 

0 354 200 7589 822 3 86 34 2515 3989 2635 

0 444 196 3 15856 82 82 2 434 3250 11398 

0 523 166 6081 2626 3330 2292 

0 600 209 677 2854 3146 

o 
o 

o 

713 

803 

887 

2 

I . in tfm/m 

Frequencies in 
rad. /sec. 

117 1402 

404 

286 1 

1196 

26 1 

T a b l e V I I I - 4 Yaw moment i n bow q u a r t e r i n g waves. 

144 



V I I I i 3 ^ _ G e n e r a t i g n _ o f _ t h e 

The w a v e - f e e d - f o r w a r d c o n t r o l s i g n a l i s d e r i v e d f r o m t h e 
c o n t i n u o u s e v a l u a t i o n o f t h e f o l l o w i n g e q u a t i o n s f o r t h e l o n g i t u ­
d i n a l f o r c e , t h e t r a n s v e r s e f o r c e and t h e yaw moment: 

- l o n g i t u d i n a l f o r c e : 

m 2 

F ( t ) w - c ƒ hpqt,r . n r < U ( V I I I - l ) 
WL 

- t r a n s v e r s e f o r c e : 

M , 2 

F , ( t ) M - C 2 ƒ ^pg?^. ' .n 2.d£ ( V I I I - 2 ) 
WL 

- yaw moment: 

m 2 

M ( t ) » -C ƒ ^pgç^ ; . (x n - x n ) . d£ . . . . ( V I I I - 3 ) 
J WL 

i n w h i c h C. f and a r e g a i n f a c t o r s w h i c h e x p r e s s t h e r a t i o 
b e t w e e n t h e t o t a l wave d r i f t f o r c e s and t h e c o n t r i b u t i o n due t o 
t h e r e l a t i v e wave e l e v a t i o n . 

The above e q u a t i o n s c o n t a i n l i n e i n t e g r a l s a r o u n d t h e w a t e r -
l i n e w h i c h i n v o l v e t h e g e o m e t r y o f t h e h u l l f o r m a t t h e w a t e r l i n e 
and t h e i n s t a n t a n e o u s v a l u e s o f t h e f i r s t o r d e r r e l a t i v e wave e l e ­
v a t i o n . I t must be remembered t h a t t i s t h e wave e l e v a t i o n as 

r 
m e a s u r e d r e l a t i v e t o t h e v e s s e l a t t h e w a t e r l i n e . I t s v a l u e a t any 
p o i n t c a n t h e r e f o r e be m e a s u r e d d i r e c t l y by means o f a wave p r o b e 
f i x e d t o t h e s i d e o f t h e v e s s e l . T h i s i s shown i n F i g u r e V I I I - 1 . 

WAVE PROBE 

v I J 

F i g . V I I I - 1 Wave p r o b e m e a s u r i n g r e l a t i v e wave e l e v a t i o n ç . 
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A n o t h e r method t o d e t e r m i n e t h e r e l a t i v e wave e l e v a t i o n i s 
t o i n s t a l l p r e s s u r e p i c k - u p s i n t h e s i d e o f t h e v e s s e l j u s t b e l o w 
t h e w a t e r l i n e . The p r e s s u r e v a r i a t i o n s may be e a s i l y c o n v e r t e d i n t o 
r e l a t i v e wave e l e v a t i o n s m a k i n g use o f t h e f a c t t h a t n e a r t h e wave 
s u r f a c e p r e s s u r e v a r i a t i o n s a r e due t o h y d r o s t a t i c e f f e c t s . F o r t h e 
e x p e r i m e n t s use was made o f wave p r o b e s f i x e d t o t h e s i d e o f t h e 
v e s s e l . 

The m e a s u r e d r e l a t i v e wave e l e v a t i o n a t a p o i n t a l o n g t h e 
w a t e r l i n e c o n t a i n s f i r s t a n d h i g h e r o r d e r c o m p o n e n t s : 

(1) 2 ( 2 ) 
C r = + E + ( V I I I - 4 ) 

The s q u a r e o f 5 r g i v e s : 

C r
2 = E

2 4 1 ) 2
 • ,\(

r

l\{

r

2) * O U 4 ) + ( V I I I - 5 ) 

From t h i s i t f o l l o w s t h a t t h e l o w e s t o r d e r i n t h e s q u a r e o f c; 
(1) r 

i n v o l v e s o n l y C, as i s r e q u i r e d f o r t h e e l e v a t i o n o f e q u a t i o n s 
3 

( V I I I - 1 ) t h r o u g h ( V I I I - 3 ) . Components o f o r d e r e and h i g h e r a r e 
g e n e r a l l y s m a l l and o f h i g h f r e q u e n c y a nd w i l l be n e g l e c t e d h e r e ­
a f t e r . 

I n i r r e g u l a r waves t h e f i r s t o r d e r r e l a t i v e wave e l e v a t i o n 
i n a p o i n t a l o n g t h e w a t e r l i n e may be w r i t t e n a s : 

(1) N (1) ^ ( t ) = E ^ ' .cos ( c o t + E .) ( V I I I - 6 ) 
i = l i 

S q u a r i n g t h i s e x p r e s s i o n g i v e s : 

( D 2 N N (1) (1) 
(t ) = E E cA CI ' - c o s (u>, t + e,) .cos ( u . t + e . ) 

i = l j = l r i r j 1 1 3 3 

N N (1) (1) = E I hVr ' ' -cos{ (u. - u . ) t + (E. - E . ) } + 
1=1 3=1 i j : _ 1 ~ J 

N N 
+ E E ^ ' 1 ) c l 1 ) . c o s { ( u . +u),)t + (£.+£.)} 

1=1 j = l i j 3 _ 1 ~ 3 

( V I I I - 7 ) 
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T h i s shows t h a t t h e s q u a r e o f t h e m e a s u r e d wave e l e v a t i o n w i l l i n 
g e n e r a l c o n t a i n mean and l o w f r e q u e n c y c o mponents c o r r e s p o n d i n g t o 
t h e d i f f e r e n c e f r e q u e n c i e s and h i g h f r e q u e n c y components c o r r e s p o n d ­
i n g t o t h e sum f r e q u e n c y o f t h e f r e q u e n c y c o mponents i n e q u a t i o n 
( V I I I - 6 ) . I n F i g u r e V I I I - 2 t i m e r e c o r d s o f £ ^ ( t ) and t h e s q u a r e 
o f £ ( t ) a r e shown s c h e m a t i c a l l y . I n t h i s f i g u r e t h e d o t t e d l i n e 
i n d i c a t e s t h e l o w f r e q u e n c y p a r t o f t h e s q u a r e o f t h e wave e l e v a ­
t i o n . 

t 

E P ( t ) 
LOW F R E Q U E N C Y C O M P O N E N T 

F i g . V I I I - 2 R e l a t i v e wave e l e v a t i o n and s q u a r e o f r e l a t i v e wave 
e l e v a t i o n . 

F o r t h e m o d e l t e s t s e q u a t i o n s ( V I I I - 1 ) t h r o u g h ( V I I I - 3 ) were 
e v a l u a t e d by r e p l a c i n g t h e i n t e g r a l s by s i m p l e s u m m a t i o n s o f t h e 
f o l l o w i n g t y p e : 

K 2 
P 1 ( t ) *» - C j I * P « r n ( t ) . n i . At ( V I I I - 8 ) 

n = l 
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F 2 ( t ) « 
K 
I 

n=l 
( t ) . n - .hi 2n n ( V I I I - 9 ) 

M 3 ( t ) » 
K 

ipgç ( t ) . ( x , n~ 3 r n In 2n n, ).AH 2n I n n 

( V I I I - 1 0 ) 
i n w h i c h : 
K 
i n d e x n 

^ r n ( t ) 

X l n ' X 2 n 

AH 
n n, , n„ In 2n 

= number o f wave p r o b e s 
= d e n o t e s wave p r o b e u n d e r c o n s i d e r a t i o n 

m e a s u r e d r e l a t i v e wave e l e v a t i o n o f wave p r o b e 
c o - o r d i n a t e s o f n ^ wave p r o b e and t h e c e n t r e o f a 
s t r a i g h t l i n e e l e m e n t a p p r o x i m a t i n g t h e l o c a l w a t e r -
l i n e f o r m 
l e n g t h o f n w a t e r l i n e e l e m e n t 
d i r e c t i o n c o s i n e s o f t h e n t h w a t e r l i n e e l e m e n t 
g a i n f a c t o r s . 

F o r t h e m o d e l t e s t s e i g h t wave p r o b e s were u s e d . The p o s i t i o n o f 
t h e wave p r o b e s a r e shown i n F i g u r e V I I I - 3 . E q u a t i o n ( V I I I - 8 ) 

t h r o u g h e q u a t i o n ( V I I I - 1 0 ) were e v a l u a t e d c o n t i n u a l l y by means o f 
an a n a l o g c o m p u t e r . 

WAVE PROBE 
\ SERVO UNIT 

DIRECTION 

F i g . V I I I - 3 P o s i t i o n o f wave p r o b e s m e a s u r i n g r e l a t i v e wave e l e ­
v a t i o n . 
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From e q u a t i o n ( V I I I - 7 ) i t w i l l be c l e a r t h a t t h e o u t p u t o f 
t h e c o n t r o l s i g n a l s as g e n e r a t e d by e q u a t i o n s ( V I I I - 8 ) t h r o u g h 
( V T I I - 1 0 ) w i l l c o n t a i n mean and low f r e q u e n c y c o mponents c o r r e s p o n d ­
i n g t o t h e d i f f e r e n c e f r e q u e n c i e s o f t h e i r r e g u l a r waves and h i g h 
f r e q u e n c i e s c o r r e s p o n d i n g t o t h e sum f r e q u e n c i e s o f t h e i r r e g u l a r 
w a ves. As i n d i c a t e d i n t h e i n t r o d u c t i o n o f t h i s c h a p t e r t h r u s t e r 
c o n t r o l s i g n a l s may n o t c o n t a i n h i g h f r e q u e n c i e s f r o m t h e p o i n t o f 
v i e w o f w e a r and t e a r o f m e c h a n i c a l c o m p o n e n t s . The w a v e - f e e d - f o r ­
w a r d t h r u s t c o n t r o l s i g n a l s must t h e r e f o r e be f i l t e r e d t o e l i m i n a t e 
t h e h i g h f r e q u e n c i e s w h i c h i n t h i s c a s e a r e sum f r e q u e n c i e s . As was 
a l r e a d y i n d i c a t e d i n t h e i n t r o d u c t i o n c a r e must be t a k e n t o s e l e c t 
an a n a l o g f i l t e r w h i c h , w h i l e r e m o v i n g t h e sum f r e q u e n c y component, 
does n o t c a u s e a p p r e c i a b l e p h a s e l a g i n t h e l o w f r e q u e n c y compo­
n e n t s . W i t h t h i s t y p e o f s i g n a l t h i s does n o t f o r m a p r o b l e m b e ­
c a u s e t h e h i g h f r e q u e n c i e s a r e i n t h e o r d e r o f t w i c e t h e wave f r e ­
q u e n c i e s . T h i s means t h a t t h e demands p l a c e d on t h e f i l t e r a r e more 
e a s i l y met i n t h i s c a s e t h a n i n t h e c a s e o f a n o r m a l f e e d - b a c k c o n ­
t r o l s y s t e m b a s e d on t h e p o s i t i o n e r r o r s i g n a l . I n s u c h c a s e s t h e 
h i g h f r e q u e n c i e s c o i n c i d e w i t h t h e wave f r e q u e n c i e s . 

The a m p l i t u d e and p h a s e c h a r a c t e r i s t i c s o f t h e a n a l o g f i l t e r 
t h r o u g h w h i c h t h e w a v e - f e e d - f o r w a r d s i g n a l s g e n e r a t e d by e q u a t i o n s 
( V I I I - 8 ) t h r o u g h ( V I I I - 1 0 ) w e r e p a s s e d a r e g i v e n i n F i g u r e V I I I - 4 . 
From t h i s f i g u r e i t i s s e e n t h a t t h e p h a s e l a g r e m a i n s l e s s t h a n 
45 d e g r e e s f o r f r e q u e n c i e s up t o 0.21 r a d . / s e c . f u l l s c a l e . The 
s p e c t r a o f t h e i r r e g u l a r waves i n w h i c h m o d e l t e s t s were c a r r i e d 
o u t a r e g i v e n i n F i g u r e V I I I - 5 . From t h i s f i g u r e i t c a n be d e d u c e d 
t h a t t h e sum f r e q u e n c y c o m p o n e n t s i n t h e u n f i l t e r e d w a v e - f e e d - f o r ­
w a r d s i g n a l s r a n g e f r o m a b o u t 0.6 r a d . / s e c . u p w a r d s , w h i c h i s t w i c e 
t h e l o w e s t f r e q u e n c i e s p r e s e n t i n t h e i r r e g u l a r waves w i t h t h e 
l o n g e s t mean p e r i o d . The a m p l i t u d e o f t h e f i l t e r h a s a t t h i s f r e ­
q u e n c y r e d u c e d t o 50%. F o r t h e wave s p e c t r u m w i t h t h e l o w e s t mean 
p e r i o d t h e sum f r e q u e n c y c o m p o n e n t s h a v e f r e q u e n c i e s h i g h e r t h a n 
1.0 r a d . / s e c . A t t h i s f r e q u e n c y t h e f i l t e r a m p l i t u d e i s 40%. 

149 



F i g . V I I I - 4 Low-pass f r e q u e n c y c h a r a c t e r i s t i c o f t h e w a v e - f e e d ­
f o r w a r d . 
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U) in rad sec -1 

F i g . V I I I - 5 S p e c t r a o f i r r e g u l a r w aves. 

V I I I ^ 4 ^ _ P o s i t i o n i n g _ S Y S t e m 

I n s t e a d o f u s i n g s h i p mounted p r o p u l s i o n u n i t s t h e h o r i z o n ­
t a l p o s i t i o n and h e a d i n g a n g l e o f t h e v e s s e l were g o v e r n e d by t h r e e 
s e r v o u n i t s w h i c h c o u l d a p p l y a h o r i z o n t a l l o n g i t u d i n a l f o r c e a n d 
two h o r i z o n t a l t r a n s v e r s e f o r c e s . T h i s s e t - u p i s shown i n F i g u r e 
V I I I - 3 . The l i g h t - w e i g h t r o d s c o n n e c t i n g t h e v e s s e l t o t h e s e r v o 
u n i t s i n c o r p o r a t e d a x i a l f o r c e t r a n s d u c e r s . The s e r v o u n i t s a p p l i e d 
f o r c e s on t h e v e s s e l i n r e s p o n s e t o two c o n t r o l s i g n a l s , i . e . t h e 
f e e d - b a c k c o n t r o l s i g n a l and t h e w a v e - f e e d - f o r w a r d c o n t r o l s i g n a l . 

The f e e d - b a c k c o n t r o l s i g n a l was g e n e r a t e d w i t h i n e a c h o f 
t h e t h r e e s e r v o u n i t s i n d e p e n d e n t l y . The c o n t r o l was o f t h e p r o ­
p o r t i o n a l - d i f f e r e n t i a l t y p e and a c t e d on t h e l o w f r e q u e n c y h o r i z o n ­
t a l d i s p l a c e m e n t and d i s p l a c e m e n t v e l o c i t y o f e a c h c o n n e c t i n g r o d 
r e l a t i v e t o t h e s e r v o u n i t . To t h i s e n d t h e h o r i z o n t a l d i s p l a c e ­
ment v e l o c i t y s i g n a l s o f t h e h o r i z o n t a l r o d s , w h i c h c o n t a i n e d b o t h 
wave f r e q u e n c i e s and l o w f r e q u e n c i e s , were f i l t e r e d t o remove as 
much as p o s s i b l e t h e wave f r e q u e n c i e s . The a m p l i t u d e and p h a s e 
c h a r a c t e r i s t i c s o f t h e s e f i l t e r s a r e shown i n F i g u r e V I I I - 6 . 
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i o _ 1 C T 2 1 0 " 1 

FREQUENCY in rad .sec . - 1 

-1 1 0 ' 

F i g . V I I I - 6 Low-pass f r e q u e n c y c h a r a c t e r i s t i c o f t h e d a m p i n g t e r m . 
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The p a r t o f t h e c o n t r o l s i g n a l w h i c h was p r o p o r t i o n a l t o t h e d i s ­
p l a c e m e n t r e m a i n e d u n f i l t e r e d . The c o n t r i b u t i o n o f t h i s p a r t t o t h e 
t o t a l f e e d - b a c k c o n t r o l s i g n a l was weak and m a i n l y s e r v e d t o l i m i t 
t h e mean d i s p l a c e m e n t o f t h e v e s s e l . 

The o v e r a l l c h a r a c t e r i s t i c s o f t h e f e e d - b a c k c o n t r o l s y s t e m 
were s u c h t h a t h i g h d a m p i n g was a c h i e v e d i n t h e l o w f r e q u e n c y r e ­
g i o n o n l y . The h o r i z o n t a l m o t i o n s o f t h e v e s s e l i n s t i l l w a t e r 
a f t e r an i n i t i a l d i s p l a c e m e n t o u t o f t h e e q u i l i b r i u m p o s i t i o n a r e 
g i v e n i n F i g u r e V I I I - 7 and d e m o n s t r a t e t h e h i g h d a m p i n g i n t r o d u c e d 
by t h e f e e d - b a c k s y s t e m . D u r i n g t h e t e s t s w h i c h were a l l c a r r i e d 
o u t i n i r r e g u l a r waves t h e f e e d - b a c k s y s t e m p a r a m e t e r s r e m a i n e d 
u n c h a n g e d , e x c e p t f o r t h e t e s t i n h e a d s e a s (180°) where t h e damp­
i n g f o r s u r g e m o t i o n was r e d u c e d i n o r d e r t o show more c l e a r l y t h e 
e f f e c t o f w a v e - f e e d - f o r w a r d . 

T I M E in s e c . 

F i g . V I I I - 7 S u r g e m o t i o n d e c a y a f t e r an i n i t i a l d i s p l a c e m e n t i n 
s t i l l w a t e r . 
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F o r e a c h s e a c o n d i t i o n a m o d e l t e s t was c a r r i e d o u t t w i c e 
i n t h e same wave t r a i n , once w i t h and once w i t h o u t t h e w a v e - f e e d ­
f o r w a r d c o n t r o l s i g n a l s . A b l o c k d i a g r a m o f t h e c o n t r o l s y s t e m i s 
shown i n F i g u r e V I I I - 8 . 

W A V E 

F E E D 

F O R W A R D 

S E R V O 

S Y S T E M S 

W A V E S 

V E S S E L 
P O S I T I O N 

F E E D - B A C K 

C O N T R O L L E R 

F i g . V I I I - 8 B l o c k d i a g r a m o f d y n a m i c p o s i t i o n i n g s y s t e m . 

The v a l u e s o f t h e g a i n f a c t o r s C^, C^ and C^ o f t h e w a v e - f e e d - f o r ­
w a r d s i g n a l s were a d j u s t e d on a t r i a l a n d e r r o r b a s i s as a t t h e 
t i m e o f e x e c u t i o n o f m o d e l t e s t s i t was n o t p o s s i b l e t o p r e d i c t 
t h e s e v a l u e s on t h e b a s i s o f c o m p u t a t i o n s . Due t o l i m i t a t i o n i n 
t h e t e s t s e t - u p i t a l s o was n o t p o s s i b l e t o d e t e r m i n e a f t e r w a r d s 
w h i c h v a l u e h a d a c t u a l l y b een u s e d . 
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V I I I . 5 . M o d e l t e s t s 

V I I I . 5 . 1 . G e n e r a l 

The m o d e l t e s t s were c a r r i e d o u t i n i r r e g u l a r waves f o r t h e 
f o l l o w i n g s e a c o n d i t i o n s : 

- I n h e a d waves (180°) w i t h a s i g n i f i c a n t wave h e i g h t o f 4.9 m and 
a mean p e r i o d o f 10.2 s e c . 

- I n bow q u a r t e r i n g waves (135 ) w i t h a s i g n i f i c a n t wave h e i g h t o f 
4.9 m and a mean p e r i o d o f 10.2 s e c . w i t h and w i t h o u t a c u r r e n t 
o f 1 k n o t f r o m 45 d e g r e e s . 

- I n bow q u a r t e r i n g waves (135°) w i t h a s i g n i f i c a n t wave h e i g h t o f 
2.6 m and a mean p e r i o d o f 8.2 s e c . 

The s p e c t r a o f t h e i r r e g u l a r waves a r e shown i n F i g u r e V I I I - 5 . The 
wave and c u r r e n t d i r e c t i o n s a r e d e f i n e d i n F i g u r e V I I I - 3 . 

D u r i n g a m o d e l t e s t , w h i c h was c a r r i e d o u t f o r a t i m e d u r a ­
t i o n c o r r e s p o n d i n g t o 35 m i n u t e s f u l l s c a l e , t h e s u r g e , sway and 
yaw m o t i o n s and t h e t o t a l l o n g i t u d i n a l a n d t r a n s v e r s e f o r c e s and 
yaw moment e x e r t e d on t h e v e s s e l by t h e s e r v o u n i t s were m e a s u r e d 
and r e c o r d e d on F.M.-tape. The r e s u l t s o f m e a s u r e m e n t s were a n a ­
l y z e d t o d e t e r m i n e t h e s p e c t r a o f t h e l o w f r e q u e n c y c o mponents o f 
t h e m o t i o n s and t h e f o r c e s as w e l l as t h e mean v a l u e s o f t h e f o r c e s . 
The mean v a l u e s o f t h e m o t i o n s a r e n o t o f i m p o r t a n c e i n t h i s c a s e , 
s i n c e t h i s c a n be e a s i l y r e c t i f i e d i n r e a l i t y by t h e i n c l u s i o n o f 
an a d d i t i o n a l c o n t r o l s i g n a l b a s e d on a t i m e i n t e g r a l o f t h e d i s ­
p l a c e m e n t s . 

V I I I . 5 . 2 . R e s u l t s o f t e s t s i n i r r e g u l a r waves 

The r e s u l t s o f t h e t e s t s a r e p r e s e n t e d i n t h e f o r m o f exam­
p l e s o f t i m e t r a c e s o f t h e h o r i z o n t a l m o t i o n s ( F i g u r e s V I I I - 9 and 
V I I I - 1 0 ) and i n t h e f o r m o f s p e c t r a o f t h e l o w f r e q u e n c y c o m p o n e n t s 
o f f o r c e s , moment and h o r i z o n t a l m o t i o n s ( F i g u r e s V I I I - 1 1 t h r o u g h 
V I I I - 1 3 ) . 
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W I T H O U T W A V E - F E E D - F O R W A R D 

W I T H W A V E - F E E D - F O R W A R D 

W A V E 

S u r g e m o t i o n s i n i r r e g u l a r h e a d waves. S i g n i f i c a n t 
h e i g h t 4.9 m. 

W A V E 

Y A W 

-f—1—/ \ f\ A A / H 
/ \J \! vv» v 

D 5 0 1 0 0 

T I M E i n s e c . 

F i g . V I I I - 1 0 Sway and yaw m o t i o n s i n i r r e g u l a r bow q u a r t e r i n g 
w a v e s . S i g n i f i c a n t h e i g h t 4.9 m. 
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From t h e r e s u l t s i t i s s e e n t h a t , e x c e p t f o r t h e s u r g e mo­
t i o n s i n bow q u a r t e r i n g waves (135°), t h e low f r e q u e n c y p a r t s o f 
t h e h o r i z o n t a l m o t i o n s a r e s i g n i f i c a n t l y r e d u c e d when a p p l y i n g 
w a v e - f e e d - f o r w a r d . I t a p p e a r s t h a t a r e d u c t i o n i n t h e m o t i o n s n e e d 
n o t n e c e s s a r i l y r e s u l t i n a c o r r e s p o n d i n g i n c r e a s e i n t h e t h r u s t 
t o be a p p l i e d t o t h e v e s s e l . 

The mean wave d r i f t i n g f o r c e s a r e n o t a f f e c t e d by t h e c o n ­
t r o l s y s t e m u s e d as i s d e m o n s t r a t e d f r o m t h e r e s u l t s g i v e n i n F i g ­
u r e s V I I I - 1 1 t h r o u g h V I I I - 1 3 . I n F i g u r e V I I I - 1 2 i t i s s e e n t h a t 
t h e l ow f r e q u e n c y component o f t h e sway f o r c e F^ does n o t c h a n g e 
s i g n i f i c a n t l y e v e n t h o u g h t h e sway m o t i o n i t s e l f i s c o n s i d e r a b l y 
s m a l l e r when u s i n g w a v e - f e e d - f o r w a r d . I n t h e same f i g u r e s i t i s 
s e e n t h a t t h e s p e c t r a l d e n s i t y o f t h e yaw moment i s i n c r e a s e d . I n 
t e r m s o f l a t e r a l f o r c e s a p p l i e d a t t h e e n d o f t h e v e s s e l t h e a b s o ­
l u t e v a l u e o f t h e moment i s s m a l l . 

F i g . V I I I - 1 1 S p e c t r a o f low f r e q u e n c y s u r g e m o t i o n a nd f o r c e i n 
i r r e g u l a r h e a d waves. S i g n i f i c a n t h e i g h t 4.9 m. 
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WITHOUT WAVE-FEED-FORWARD 

WITH WAVE-FEED-FORWARD 

F i g . V T I I - 1 2 S p e c t r a o f low f r e q u e n c y f o r c e s a n d m o t i o n s i n i r r e g ­
u l a r bow q u a r t e r i n g w a v e s . S i g n i f i c a n t h e i g h t 2.6 m. 
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W I T H O U T W A V E - F E E D - F O R W A R D 

W I T H W A V E - F E E D - F O R W A R D 
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F i g . V I I I - 1 3 S p e c t r a o f low f r e q u e n c y f o r c e s and m o t i o n s i n i r r e g ­
u l a r bow q u a r t e r i n g w a v e s . S i g n i f i c a n t h e i g h t 4.9 m. 
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I n F i g u r e s V I I I - 1 2 and V I I I - 1 3 i t i s s e e n t h a t t h e s u r g e 
m o t i o n i s h a r d l y a f f e c t e d by w a v e - f e e d - f o r w a r d . I t a p p e a r e d t h a t 
t h e d a m p i n g o f t h e low f r e q u e n c y s u r g e m o t i o n was so l a r g e t h a t t h e 
f e e d - b a c k s y s t e m a l o n e c o u l d r e d u c e low f r e q u e n c y s u r g e m o t i o n s t o 
a l m o s t m i n i m a l v a l u e s . A d d i n g t h e w a v e - f e e d - f o r w a r d c o n t r o l s i g n a l 
b r o u g h t a b o u t o n l y m i n i m a l c h a n g e s . The c o r r e s p o n d i n g s u r g e m o t i o n 
d e c a y t e s t i n s t i l l w a t e r i s shown i n F i g u r e V I I I - 7 , ' i n d i c a t e d by 
135°, b e i n g t h e wave d i r e c t i o n i n t h e t e s t s shown i n F i g u r e V I I I - 1 2 
and F i g u r e V I I I - 1 3 . F o r t h e t e s t i n i r r e g u l a r h e a d w a v e s , shown i n 
F i g u r e V I I I - 1 1 , t h e s u r g e m o t i o n d a m p i n g was r e d u c e d (see s u r g e 
m o t i o n d e c a y t e s t i n F i g u r e V I I I - 7 : 180°), s h o w i n g more c l e a r l y t h e 
e f f e c t o f w a v e - f e e d - f o r w a r d on low f r e q u e n c y s u r g e m o t i o n s . 

V I I I . 5 . 3 . R e s u l t s o f t e s t s i n i r r e g u l a r waves and c u r r e n t 

T e s t s were c a r r i e d o u t w i t h and w i t h o u t w a v e - f e e d - f o r w a r d 
i n bow q u a r t e r i n g i r r e g u l a r waves (135°) w i t h a s i g n i f i c a n t wave 
h e i g h t o f 4.9 m and a mean p e r i o d o f 10.2 s e c . and a s t e r n q u a r t e r ­
i n g c u r r e n t (45°) o f a b o u t 1 k n o t . The s p e c t r a o f t h e l o w f r e q u e n c y 
p a r t s o f t h e m o t i o n s and f o r c e s a r e shown i n F i g u r e V I I I - 1 4 . The 
r e s u l t s a r e s i m i l a r t o t h e r e s u l t s shown i n F i g u r e V I I I - 1 3 . The 
i r r e g u l a r waves a r e i n b o t h c a s e s a c c o r d i n g t o t h e wave s p e c t r u m 
g i v e n i n F i g u r e V I I I - 5 . 

The r e s u l t s g i v e n i n F i g u r e V I I I - 1 4 show t h a t c u r r e n t d o e s 
n o t a f f e c t t h e c o n t r o l s i g n a l . T h i s i s t o be e x p e c t e d s i n c e t h e 
w a v e - f e e d - f o r w a r d s i g n a l i s d e t e r m i n e d f r o m wave e l e v a t i o n s i g n a l s 
w h i c h do n o t c h a n g e a p p r e c i a b l y f o r t h e n o r m a l v a l u e s o f t h e c u r ­
r e n t s p e e d s e n c o u n t e r e d . From t h e r e s u l t s i t i s a l s o s e e n t h a t t h e 
l o w f r e q u e n c y f o r c e s and m o t i o n s a r e n o t a p p r e c i a b l y d i f f e r e n t 
f r o m t h e r e s u l t s g i v e n i n F i g u r e V I I I - 1 3 , w h i c h i n d i c a t e s t h a t t h e 
i n f l u e n c e o f c u r r e n t on t h e low f r e q u e n c y wave d r i f t f o r c e s i s , 
i n t h i s c a s e , n o t g r e a t . 

F rom t h e r e s u l t s o f t h e t e s t s i n i r r e g u l a r waves w i t h and 
w i t h o u t c u r r e n t i t a p p e a r s t h a t i t i s p o s s i b l e t o r e d u c e t h e l o w 
f r e q u e n c y p a r t o f t h e sway m o t i o n by a b o u t 70% and t h e l o w f r e q u e n ­
c y yaw and s u r g e m o t i o n by a b o u t 50% t h r o u g h t h e u s e o f w a v e - f e e d ­
f o r w a r d . 
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W I T H O U T W A V E - F E E D - F O R W A R D 

W I T H W A V E - F E E D - F O R W A R D 

F i g . V I I I - 1 4 S p e c t r a o f l o w f r e q u e n c y f o r c e s a n d m o t i o n s i n i r r e g ­
u l a r bow q u a r t e r i n g waves and 1 k n o t s t e r n q u a r t e r i n g 
c u r r e n t . S i g n i f i c a n t h e i g h t 4.9 m. 
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T h i s i s l e s s t h a n c o u l d be e x p e c t e d on t h e b a s i s o f r e s u l t s o f com­
p u t a t i o n s g i v e n i n s e c t i o n 2 o f t h i s c h a p t e r . I t s h o u l d be b o r n e 
i n m i n d , h o w e v e r , t h a t f o r t h e e x p e r i m e n t a l d e t e r m i n a t i o n o f t h e 
w a v e - f e e d - f o r w a r d s i g n a l s o n l y e i g h t wave p r o b e s were u s e d . I t may 
be e x p e c t e d t h a t i n c r e a s i n g t h i s number w i l l l e a d t o more a c c u r a t e 
e v a l u a t i o n o f t h e l o w f r e q u e n c y component o f t h e c o n t r i b u t i o n due 
t o t h e r e l a t i v e wave e l e v a t i o n , t h e r e b y i n c r e a s i n g t h e a c c u r a c y 
o f t h e c o n t r o l s i g n a l s . 

YIII^§.i_£2Q2lHsions 

I n t h i s c h a p t e r i t h a s been shown t h a t , as a r e s u l t o f t h e 
t h e o r y d e v e l o p e d i n t h i s s t u d y , w h e r e b y t h e mean and l o w f r e q u e n c y 
wave d r i f t f o r c e s on f l o a t i n g o b j e c t s a r e d e t e r m i n e d t h r o u g h d i ­
r e c t i n t e g r a t i o n o f a l l p r e s s u r e c o n t r i b u t i o n s t o t h e s e c o n d o r d e r 
f o r c e s o v e r t h e w e t t e d p a r t o f t h e h u l l , e x p r e s s i o n s a r e d e r i v e d 
w h i c h , a f t e r n u m e r i c a l e v a l u a t i o n , l e a d t o c o n c l u s i o n s r e g a r d i n g 
t h e a p p l i c a b i l i t y o f h i t h e r t o unknown methods t o i m p r o v e t h e a c c u ­
r a c y o f d y n a m i c p o s i t i o n i n g o f v e s s e l s i n w aves. 

I t i s p o s s i b l e t o p r e d i c t on t h e b a s i s o f t h e r e s u l t s o f 
c o m p u t a t i o n s t h e e f f e c t i v e n e s s o f a w a v e - f e e d - f o r w a r d c o n t r o l s i g ­
n a l w i t h r e s p e c t t o t h e d e g r e e i n w h i c h s u c h a s i g n a l c a n compen­
s a t e t h e i n s t a n t a n e o u s mean and l o w f r e q u e n c y wave d r i f t f o r c e s 
a c t i n g on a v e s s e l . T h e o r e t i c a l c o m p u t a t i o n s c a n be u s e d t o d e t e r ­
m ine t h e v a l u e s o f t h e g a i n f a c t o r s w h i c h a r e i n h e r e n t t o t h e wave-
f e e d - f o r w a r d m ethod. The r e s u l t s o f m o d e l t e s t s i n d i c a t e t h a t , 
e v e n w i t h o u t p r i o r k n o w l e d g e o f s u c h g a i n f a c t o r s , w a v e - f e e d - f o r ­
w a r d ca n f u n c t i o n e f f e c t i v e l y . 
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I X . CONCLUSIONS 

As a r e s u l t o f t h e i n v e s t i g a t i o n s p r e s e n t e d i n t h i s s t u d y 
t h e f o l l o w i n g c o n c l u s i o n s c a n be drawn: 

1. The t o t a l l o w f r e q u e n c y h y d r o d y n a m i c f o r c e s a c t i n g on a v e s s e l 
i n waves may be c o n s i d e r e d as t h e sum o f two p a r t s : 

- t h e mean and low f r e q u e n c y s e c o n d o r d e r wave e x c i t i n g f o r c e s ; 

- t h e h y d r o d y n a m i c r e a c t i o n f o r c e s r e s u l t i n g f r o m t h e low f r e ­
q u e n c y m o t i o n s i n d u c e d by t h e l o w f r e q u e n c y wave f o r c e s . 

F u r t h e r m o r e t h e mean and low f r e q u e n c y s e c o n d o r d e r wave e x c i ­
t i n g f o r c e s a r e i n d e p e n d e n t o f t h e l o w f r e q u e n c y m o t i o n s . The 
h y d r o d y n a m i c r e a c t i o n f o r c e s may be e x p r e s s e d i n t e r m s o f added 
mass and d a m p i n g c o e f f i c i e n t s w h i c h a r e d e t e r m i n e d by means o f 
e x i s t i n g l i n e a r p o t e n t i a l t h e o r y methods ( c h a p t e r I I I ) . 

2. B a s e d on t h e method o f d i r e c t i n t e g r a t i o n o f f l u i d p r e s s u r e 
a c t i n g on t h e i n s t a n t a n e o u s w e t t e d p a r t o f t h e h u l l o f a body 
i t i s shown t h a t t h e t o t a l s e c o n d o r d e r wave e x c i t i n g f o r c e s 
c o n t a i n f i v e c o m p o n e n t s . F o u r o f t h e s e c omponents may be e v a l ­
u a t e d u s i n g e x i s t i n g c o m p u t a t i o n methods b a s e d on l i n e a r po­
t e n t i a l t h e o r y . The f i f t h c o n t r i b u t i o n d e p e n d s on t h e s o l u t i o n 
o f t h e s e c o n d o r d e r n o n - l i n e a r v e l o c i t y p o t e n t i a l . T h i s c o n ­
t r i b u t i o n may be a p p r o x i m a t e d u s i n g r e s u l t s on t h e f i r s t o r d e r 
wave e x c i t i n g f o r c e s ( c h a p t e r s I I I and I V ) . 

3. The s e c o n d o r d e r wave e x c i t i n g f o r c e s a c t i n g on a body i n i r ­
r e g u l a r waves a r e t h e sum o f s e c o n d o r d e r f o r c e c o m p o n e n t s due 
t o r e g u l a r wave g r o u p s p r e s e n t i n i r r e g u l a r waves. The s e c o n d 
o r d e r wave e x c i t i n g f o r c e s may be e x p r e s s e d i n t h e f o r m o f 
q u a d r a t i c t r a n s f e r f u n c t i o n s w h i c h may be u s e d t o compute t h e 
s e c o n d o r d e r f o r c e s i n i r r e g u l a r waves i n t h e f r e q u e n c y domain 
o r t h e t i m e domain ( c h a p t e r I V ) . 

4. The c o m p a r i s o n b e t w e e n r e s u l t s o f c o m p u t a t i o n s u s i n g t h e meth­
od o f d i r e c t i n t e g r a t i o n o f p r e s s u r e and a n a l y t i c a l r e s u l t s 
o b t a i n e d u s i n g an e x i s t i n g m e t h o d b a s e d on e n e r g y and momentum 
c o n s i d e r a t i o n s d e m o n s t r a t e s t h e e q u i v a l e n c e o f b o t h methods 

163 



w i t h r e s p e c t t o t h e t o t a l f o r c e ( c h a p t e r V ) . 

5. E x c e p t a t wave f r e q u e n c i e s and wave d i r e c t i o n s w h i c h r e s u l t i n 
l a r g e a m p l i t u d e r e s o n a n t r o l l m o t i o n s , t h e mean s e c o n d o r d e r 
h o r i z o n t a l wave f o r c e s and yaw moment on a t a n k e r a n d a r e c ­
t a n g u l a r b a r g e c a n be p r e d i c t e d w i t h good a c c u r a c y by means o f 
c o m p u t a t i o n s b a s e d on p o t e n t i a l t h e o r y ( c h a p t e r V I ) . 

6. The good c o m p a r i s o n o b t a i n e d b e t w e e n e x p e r i m e n t a l r e s u l t s and 
com p u t e d r e s u l t s on t h e mean s e c o n d o r d e r h o r i z o n t a l f o r c e s 
and yaw moment a c t i n g on a s e m i - s u b m e r s i b l e a n d t h e mean s e c ­
ond o r d e r v e r t i c a l f o r c e and p i t c h moment on a submerged c y l ­
i n d e r i n d i c a t e s t h a t v i s c o u s e f f e c t s a r e s m a l l e v en f o r b o d i e s 
c o n s i s t i n g o f s l e n d e r e l e m e n t s ( c h a p t e r V I ) . 

7. The mean s e c o n d o r d e r h o r i z o n t a l f o r c e s a c t i n g on s u r f a c e v e s ­
s e l s s u c h as a h e m i s p h e r e , a t a n k e r , a b a r g e and a s e m i - s u b ­
m e r s i b l e a r e d o m i n a t e d by t h e c o n t r i b u t i o n due t o t h e r e l a t i v e 
wave e l e v a t i o n a r o u n d t h e w a t e r l i n e . T h i s c o n t r i b u t i o n d e t e r ­
m i n e s t h e s i g n o f t h e t o t a l f o r c e . The s e c o n d most i m p o r t a n t 
c o n t r i b u t i o n i s due t o t h e n o n - l i n e a r p r e s s u r e c o n t r i b u t i o n 
i n t h e B e r n o u l l i e q u a t i o n . T h i s c o n t r i b u t i o n i s g e n e r a l l y o f 
t h e same o r d e r as t h e t o t a l f o r c e , b u t o f o p p o s i t e s i g n . The 
c o n t r i b u t i o n o f t h e s e c o n d o r d e r n o n - l i n e a r v e l o c i t y p o t e n t i a l 
t o t h e mean f o r c e s i s a t a l l t i m e s e q u a l t o z e r o . The r e m a i n i n g 
two c o n t r i b u t i o n s , due t o p r o d u c t s o f l o c a l p r e s s u r e g r a d i e n t s 
and m o t i o n s a nd due t o p r o d u c t s o f a n g u l a r b o dy m o t i o n s and 
i n e r t i a f o r c e s , v a r y i n s i g n and a r e g e n e r a l l y s m a l l e r i n mag­
n i t u d e ( c h a p t e r V I ) . 

8. The mean s e c o n d o r d e r v e r t i c a l f o r c e s on a su b m e r g e d h o r i z o n t a l 
c y l i n d e r a r e d o m i n a t e d by t h e n o n - l i n e a r p r e s s u r e c o n t r i b u t i o n 
i n t h e B e r n o u l l i e q u a t i o n . The c o n t r i b u t i o n due t o p r o d u c t s o f 
l o c a l p r e s s u r e g r a d i e n t s and m o t i o n s a r e a l s o o f i m p o r t a n c e . 
O t h e r c o n t r i b u t i o n s a r e z e r o o r s m a l l c o m p a r e d t o t h e f i r s t 
two c o n t r i b u t i o n s ( c h a p t e r V I ) . 

9. The l o w f r e q u e n c y s e c o n d o r d e r l o n g i t u d i n a l f o r c e i n i r r e g u l a r 
waves on a t a n k e r and a s e m i - s u b m e r s i b l e c o n t a i n s c o n t r i b u t i o n s 
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a r i s i n g f r o m p r o d u c t s o f f i r s t o r d e r q u a n t i t i e s and a c o n t r i ­
b u t i o n due t o t h e s e c o n d o r d e r v e l o c i t y p o t e n t i a l . The r e l a t i v e 
i m p o r t a n c e o f t h e s e c o n t r i b u t i o n s depends on t h e wave f r e q u e n ­
c i e s and t h e l o w f r e q u e n c i e s o f i n t e r e s t o f t h e s e c o n d o r d e r 
f o r c e . A t h i g h wave f r e q u e n c i e s , where f i r s t o r d e r d i f f r a c t i o n 
e f f e c t s a r e l a r g e , t h e low f r e q u e n c y f o r c e s a r e d o m i n a t e d by 
c o n t r i b u t i o n s a r i s i n g f r o m p r o d u c t s o f f i r s t o r d e r q u a n t i t i e s . 
A t low wave f r e q u e n c i e s , where f i r s t o r d e r d i f f r a c t i o n e f f e c t s 
a r e s m a l l , t h e c o n t r i b u t i o n due t o t h e s e c o n d o r d e r v e l o c i t y 
p o t e n t i a l i s r e l a t i v e l y o f g r e a t e r i m p o r t a n c e . The i m p o r t a n c e 
o f t h i s c o n t r i b u t i o n becomes g r e a t e r as t h e f r e q u e n c y o f t h e 
s e c o n d o r d e r f o r c e s i n c r e a s e s ( c h a p t e r V I I ) . 

E x i s t i n g methods f o r c o m p u t i n g t h e l o w f r e q u e n c y s e c o n d o r d e r 
f o r c e s i n i r r e g u l a r waves on f l o a t i n g s t r u c t u r e s , w h i c h r e l y 
s o l e l y on t h e mean f o r c e s i n r e g u l a r w a v e s , a r e a p p l i c a b l e f o r 
s u r f a c e v e s s e l s p r o v i d e d t h a t : 

- t h e wave f r e q u e n c i e s a r e s u f f i c i e n t l y h i g h t o e n s u r e t h a t t h e 
s e c o n d o r d e r e x c i t i n g f o r c e s a r e d o m i n a t e d by p r o d u c t s o f 
f i r s t o r d e r q u a n t i t i e s ; 

- t h e f r e q u e n c i e s o f i n t e r e s t o f t h e s e c o n d o r d e r f o r c e s a r e 
low ( c h a p t e r V I I ) . 

I n t h e c a s e o f a l o n g s u bmerged h o r i z o n t a l c y l i n d e r i n beam 
waves c o m p u t a t i o n s o f t h e low f r e q u e n c y h o r i z o n t a l f o r c e i n 
i r r e g u l a r waves c a n n o t be b a s e d on t h e mean f o r c e i n r e g u l a r 
waves ( c h a p t e r V I I ) . 

The a c c u r a c y o f s t a t i o n k e e p i n g o f a d y n a m i c a l l y p o s i t i o n e d 
v e s s e l c a n be i m p r o v e d t h r o u g h t h e a p p l i c a t i o n o f a w a v e - f e e d ­
f o r w a r d c o n t r o l s i g n a l , w h i c h i s b a s e d on t h e r e l a t i v e wave 
e l e v a t i o n m e a s u r e d a r o u n d t h e v e s s e l ( c h a p t e r V I I I ) . 
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APPENDIX A - COMPUTATION OF THE F I R S T ORDER SOLUTION FOR THE 
VELOCITY POTENTIAL AND BODY MOTIONS 

T h i s a p p e n d i x g i v e s a s h o r t a c c o u n t o f t h e u n d e r l y i n g t h e o r y 
a nd method o f c o m p u t a t i o n o f t h e f i r s t o r d e r v e l o c i t y p o t e n t i a l and 
f i r s t o r d e r body m o t i o n s f o r an a r b i t r a r i l y s h a p e d body f l o a t i n g 
i n r e g u l a r , l o n g - c r e s t e d waves as g i v e n by Van O o r t m e r s s e n [ A - l ] . 
A b r i e f r e v i e w o f t h e method i s g i v e n h e r e f o r t h e s a k e o f com­
p l e t e n e s s and due t o i t s i m p o r t a n c e w i t h r e s p e c t t o t h e c o m p u t a ­
t i o n o f t h e mean and low f r e q u e n c y s e c o n d o r d e r f o r c e s . S i n c e t h i s 
a p p e n d i x d e a l s o n l y w i t h f i r s t o r d e r q u a n t i t i e s t h e a f f i x , 
w h i c h i s u s e d i n t h e m a i n body o f t h i s work t o d i s t i n g u i s h b e t w e e n 
f i r s t and s e c o n d o r d e r q u a n t i t i e s , i s d e l e t e d . F u r t h e r m o r e , i n 
k e e p i n g w i t h r e f . [ A - l ] use i s made o f t h e c o m p l e x n o t a t i o n e l a l t 

t o d e n o t e o s c i l l a t o r y q u a n t i t i e s i n s t e a d o f s i n wt and c o s u t . 

5§§££iEtion_of_th§_theory 

F i r s t o r d e r wave l o a d s and m o t i o n s 

The s h i p i s c o n s i d e r e d as a r i g i d b o d y , o s c i l l a t i n g s i n u s o i -
d a l l y a b o u t a s t a t e o f r e s t , i n r e s p o n s e t o e x c i t a t i o n by a l o n g -
c r e s t e d r e g u l a r wave. The a m p l i t u d e s o f t h e m o t i o n s o f t h e s h i p as 
w e l l as o f t h e wave a r e s u p p o s e d t o be s m a l l w h i l e t h e f l u i d i s 
assumed t o be i d e a l and i r r o t a t i o n a l . A r i g h t - h a n d e d , f i x e d s y s t e m 
o f c o - o r d i n a t e s O - X ^ X ^ X ^ i s d e f i n e d w i t h t h e o r i g i n i n t h e mean 
p o s i t i o n o f t h e c e n t r e o f g r a v i t y o f t h e body and t h e ° - x

3 a x i s 
v e r t i c a l l y u p w a r d s . The o s c i l l a t i n g m o t i o n o f t h e s h i p i n t h e j ^ " ^ 
mode i s g i v e n b y : 

X j = Çj e " l l J t j = 1, ,6 ( A - l ) 

i n w h i c h ç • i s t h e a m p l i t u d e o f t h e m o t i o n i n t h e j * " mode and UJ 

t h e c i r c u l a r f r e q u e n c y . The m o t i o n v a r i a b l e s x^, x 2 and x ^ s t a n d 
f o r t h e t r a n s l a t i o n s s u r g e , sway and h e a v e , w h i l e x . , xr and x, 

4 o 6 
d e n o t e r o t a t i o n s a r o u n d t h e 0-X , 0-X„ and 0-X a x e s r e s p e c t i v e l y . 
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The f r e e s u r f a c e a t g r e a t d i s t a n c e f r o m t h e s h i p i s d e f i n e d 
b y : 

i k ( x c o s a + x ? s i n a) - i t o t 
ç = C Q e (A-2) 

where : 
ç Q = a m p l i t u d e o f t h e wave 
k = wave number = 2tj/X, where A i s t h e wave l e n g t h 
a = a n g l e o f i n c i d e n c e . 

The f l o w f i e l d c an be c h a r a c t e r i z e d by a f i r s t o r d e r v e l o c ­
i t y p o t e n t i a l : 

$ ( x 1 , x 2 , x 3 , t ) = <j> ( X j , x 2 , x 3 ) e l a ) t (A-3) 

The p o t e n t i a l f u n c t i o n 4> c a n be s e p a r a t e d i n t o c o n t r i b u t i o n s f r o m 
a l l modes o f m o t i o n and f r o m t h e i n c i d e n t and d i f f r a c t e d wave 
f i e I d s : 

<(> = its) ? 0(<t> 0 + <t>7) - i « J- 4>j Cj (A-4) 

The i n c i d e n t wave p o t e n t i a l i s g i v e n by: 

c o s h k ( x _ +c) i k ( x c o s a + x p s i n a) 
<l>n = ~ r—¡7-5 e 1 . . . (A-5) 
r 0 v c o s h k d 

i n w h i c h : 
2 , 

v = to / g 
c = t h e d i s t a n c e f r o m t h e o r i g i n t o t h e s e a b e d 
d = w a t e r d e p t h 
a = a n g l e o f i n c i d e n c e o f t h e waves. 

The c a s e s j = 1,....,6 c o r r e s p o n d t o t h e p o t e n t i a l s due t o t h e mo­
t i o n o f t h e s h i p i n t h e j 1 " ^ mode, w h i l e <j)̂  i s t h e p o t e n t i a l o f t h e 
d i f f r a c t e d w a v e s . The i n d i v i d u a l p o t e n t i a l s a r e a l l s o l u t i o n s o f 
t h e L a p l a c e e q u a t i o n w h i c h s a t i s f y t h e l i n e a r i z e d f r e e s u r f a c e 
c o n d i t i o n a n d t h e b o u n d a r y c o n d i t i o n s on t h e s e a f l o o r , on t h e 
b o d y ' s s u r f a c e and a t i n f i n i t y . The p o t e n t i a l f u n c t i o n 4> c a n be 
r e p r e s e n t e d by a c o n t i n u o u s d i s t r i b u t i o n o f s i n g l e s o u r c e s on t h e 
b o u n d a r y s u r f a c e S: 

167 



( x ^ , x 2 , ) — ƒ ƒ 0 j (a ̂  , a. ̂  , a 3 ) • Y j ( x ̂  » x
2 ' x 3 ' a ^ ' a

2 ' a 3 ) dS 

f o r j = 1, 2, 

S 

,7 

(A-6) 
w h e r e : 

y j ( x ^ , x 2 , x ^ , a ^ , & 2 ,a^) = t h e G r e e n ' s f u n c t i o n o f a s o u r c e , s i n g u l a r 

a 1 , a 2 , a 3 

a . ( a 1 , a 2 , a ^ ) 

i n a^ , a 2 , a^ 

= t h e v e c t o r d e s c r i b i n g S 

= t h e c o m p l e x s o u r c e s t r e n g t h . 

F o r t h e G r e e n ' s f u n c t i o n a f u n c t i o n i s c h o s e n w h i c h s a t i s ­
f i e s t h e L a p l a c e e q u a t i o n and t h e b o u n d a r y c o n d i t i o n s on t h e s e a 
b o t t o m , i n t h e f r e e s u r f a c e and a t i n f i n i t y . T h i s f u n c t i o n i s g i v ­
en by ( s e e Wehausen and L a i t o n e [ A - 2 ] ) : 

Y = - + — + PV . 

°° 2 ( £ + v ) e % . c o s h £ ( a 3 + c) . c o s h £ ( x 3 + c ) 
J ' I s i n h |d - v c o s h £d J 0 ( ? R ) d ? + 

2 2 
2 i r ( k - v ) . c o s h k ( a _ . + c ) . c o s h k ( x +c) 

+ i 5 i J n ( k R ) 
k d - v d + v u 

(A-7) 
i n w h i c h : 

• = \Z<*! " a ! 

•1 = ~ a ! 

2 2 2 ) + ( x 2 - a 2 ) + ( x 3 - a ) 

2 2 2 + ( x 2 " a 2 ) + ( x 3 +2c + a 3 ) 

2 2 ) + ( x 2 - a 2 ) Z 

(A-8) 

J o h n [A-3] has d e r i v e d t h e f o l l o w i n g s e r i e s f o r y, w h i c h i s 
t h e a n a l o g u e o f ( A - 7 ) : 

2 . 2 
Y = 2TT —Z T c o s h k (a + c) . c o s h k ( x , + c) . 

k d - v d + v J J 
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2 2 °° 4 ( p . + v ) 
{Y (kR) - i J (kR) } + I Y1 2 

i = l dy . + dv 

. c o s ( x 3 + c ) . c o s y i ( a 3 + c) .K Q (y^^R) 

(A-9) 

w here y. a r e t h e p o s i t i v e s o l u t i o n s o f : 

\i± t a n ( y i d ) + v = 0 (A-10) 

A l t h o u g h t h e s e two r e p r e s e n t a t i o n s a r e e q u i v a l e n t , one o f 
t h e two may have p r e f e r e n c e f o r n u m e r i c a l c o m p u t a t i o n s d e p e n d i n g 
on t h e v a l u e s o f t h e v a r i a b l e s . I n g e n e r a l , e q u a t i o n (A-9) i s t h e 
most c o n v e n i e n t r e p r e s e n t a t i o n f o r c a l c u l a t i o n s . When R = 0 t h e 
v a l u e o f KQ becomes i n f i n i t e ; t h e r e f o r e e q u a t i o n (A-7) must be 
u s e d when R i s s m a l l o r z e r o . 

The unknown s o u r c e s t r e n g t h f u n c t i o n a must be d e t e r m i n e d 
s u c h t h a t t h e b o u n d a r y c o n d i t i o n on t h e b o d y ' s s u r f a c e S i s f u l ­
f i l l e d . Due t o t h e l i n e a r i z a t i o n t h i s b o u n d a r y c o n d i t i o n i s ap­
p l i e d t o t h e s u r f a c e i n i t s e q u i l i b r i u m p o s i t i o n S Q . 

n j = - % f f j ( x 1 , x 2 f x 3 ) + 47 ƒƒ o . ( a i r a 2 , a 3 ) . 

. TT—- -y. (x. , x , , x , ,a ,a ,a ) dS f o r j = 1,....,6 

n . = - -5— f o r j = 7 3 3n 
(A-11) 

n. t h r o u g h n a r e t h e g e n e r a l i z e d d i r e c t i o n c o s i n e s on S„, d e f i n e d l b U 
by: 
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n l = c o s (n 

= C O S (n , x 2 ) 

n 3 = C O S ( n , x 3 ) 

n 4 = x 2 n 3 - x 3 n 2 

n 5 = x ^ - x l n 3 
n 6 = X l n 2 - x 2 n l 

(A-12) 

To s o l v e e q u a t i o n (A-6) n u m e r i c a l l y t h e s u r f a c e S i s s u b ­
d i v i d e d i n t o a number o f f i n i t e , p l a n e e l e m e n t s on w h i c h t h e s o u r c e 
s t r e n g t h i s c o n s t a n t . The b o u n d a r y c o n d i t i o n i s a p p l i e d i n one c o n ­
t r o l p o i n t on e a c h e l e m e n t b e i n g t h e c e n t r e o f t h e e l e m e n t . The 
i n t e g r a l e q u a t i o n (A-6) t h e n r e d u c e s t o a s e t o f a l g e b r a i c e q u a ­
t i o n s i n t h e unknown s o u r c e s t r e n g t h s . I n g e n e r a l , t h e G r e e n ' s 
f u n c t i o n y may be computed w i t h s u f f i c i e n t a c c u r a c y as i f t h e 
s o u r c e s t r e n g t h i s c o n c e n t r a t e d i n t h e c e n t r e ( c o n t r o l p o i n t ) o f 
e a c h e l e m e n t . When, h o w e v e r , t h e i n f l u e n c e o f an e l e m e n t on i t s 
own c o n t r o l p o i n t i s e v a l u a t e d y has a s i n g u l a r i t y o f t h e t y p e 
1 / r , w h i c h c a n be r e m o v e d by s p r e a d i n g t h e s o u r c e u n i f o r m l y o v e r 
t h e p a n e l . When t h e i n f l u e n c e o f a p a n e l on a c o n t r o l p o i n t , w h i c h 
i s a t a c l o s e d i s t a n c e o f t h i s p a n e l and n o t l y i n g i n t h e same 
p l a n e , i s c o n s i d e r e d t h e s o u r c e i s s p r e a d u n i f o r m l y and i n t e g r a t e d 
n u m e r i c a l l y t o o b t a i n i t s c o n t r i b u t i o n t o it o r 4^. 

3n 

A f t e r s o l v i n g t h e e q u a t i o n s f o r t h e s o u r c e s t r e n g t h s t h e 
f i r s t o r d e r p o t e n t i a l f u n c t i o n i s known. The p r e s s u r e on t h e s u r ­
f a c e S c a n t h e n be f o u n d f r o m B e r n o u l l i ' s t h e o r e m . The l i n e a r i z e d 
h y d r o d y n a m i c p r e s s u r e i s g i v e n by: 

p (x1 , x 2 , x 3 , t ) = "P "gt = 

= { p u 2 £ 0(<l> 0+* 7) + p u 2 \ (J. C . } e ~ l u t 

j = l 
(A-13) 

S u b s e q u e n t l y , t h e f i r s t o r d e r wave e x c i t i n g f o r c e s and moments ca n 
be f o u n d f r o m : 
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X k = -pco 2 Ç 0 e i u t ƒ ƒ (*0 +4> 7)n k dS 
S 0 

(A-14) 

The o s c i l l a t i n g h y d r o d y n a m i c f o r c e s (k = 1, 2, 3) and moments (k : 

4, 5, 6) i n t h e k t h d i r e c t i o n a r e : 

, 6 _ 
F = -pu l Ç. e 1 U t ƒ ƒ <D n dS 

-i = l J S J K 

(A-15) 

A c c o r d i n g t o common p r a c t i c e t h e h y d r o d y n a m i c f o r c e s a r e r e p r e ­
s e n t e d by means o f add e d mass and dam p i n g c o e f f i c i e n t s : 

a k j = -p Re {ƒƒ * j n k dS} (A-16) 
S 0 

b, . = -pco Im {ƒƒ <j> . n, dS} (A-17) 
K 3 c J K 

b 0 

where 

t h e j-mode 
t h e da 
j-mode 

a, . = t h e add e d mass c o e f f i c i e n t i n t h e k-mode due t o m o t i o n i n 
K 3 

bj^_. = t h e dam p i n g c o e f f i c i e n t i n t h e k-mode due t o m o t i o n i n t h e 

F i n a l l y , t h e m o t i o n r e s p o n s e t o f i r s t o r d e r e x c i t a t i o n i s 
com p u t e d by means o f t h e w e l l known e q u a t i o n s o f m o t i o n i n t h e 
f r e q u e n c y d o m a i n : 

6 2 I {-oj (M. . + a, . ) . s i n ( u t + e , ) + b, . . to. c o s (tot + e .) + j = j K 3 K 3 1 K 3 3 

+ C, . . s i n (tot + E . ) H . = X, . s i n (tot + 6, ) k] 3 ] k k 

f o r k = 1 6 
(A-18) 

i n w h i c h : 
X, = wave e x c i t e d f o r c e i n t h e k ^ mode k 
£., S, = p h a s e a n g l e s . 
3 K 
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M j . i s an i n e r t i a m a t r i x . S i n c e t h e o r i g i n o f t h e s y s t e m o f axes 
c o i n c i d e s w i t h t h e c e n t r e o f g r a v i t y o f t h e s h i p i n i t s r e s t p o s i ­
t i o n i t i s f o u n d t h a t : 

m 0 0 0 0 0 

0 m 0 0 0 0 

0 0 m 0 0 0 

0 0 0 0 

0 0 0 0 0 

0 0 0 - I 6 4 0 \ 

(A-19) 

w h e r e : 
m = mass o f t h e s h i p 
1^ = moment o f i n e r t i a i n t h e k t h mode 
I, • = p r o d u c t o f i n e r t i a . 
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APPENDIX B - CROSS-BI-SPECTRAL ANALYSIS 

I n t r o d u c t i o n 

The c o m p u t e r p r o g r a m w h i c h was u s e d t o a n a l y z e t h e i n p u t -
o u t p u t r e l a t i o n s h i p b e t w e e n t h e waves ( i n p u t ) and t h e l o w f r e q u e n c y 
m o o r i n g o r r e s t r a i n i n g f o r c e s ( o u t p u t ) i s b a s e d on t h e c r o s s - b i -
s p e c t r a l m ethod as g i v e n by D a l z e l l [ B - l ] , [B-2] and [ B - 3 ] . F o r a 
c o m p l e t e d e s c r i p t i o n o f t h e m ethod we r e f e r t o h i s w o r k s . 

The i n t e n t i o n o f t h i s a p p e n d i x i s t o g i v e a " f e e l " f o r t h e 
p r o c e s s e s i n v o l v e d , r a t h e r t h a n t o g i v e a c o n d e n s e d v e r s i o n o f t h e 
s p e c i a l i s t ' s p o i n t o f v i e w as g i v e n by D a l z e l l . 

We assume t h a t t h e i n p u t (wave e l e v a t i o n ) c a n be w r i t t e n as 
f o l l o w s : 

N 
C ( 1 ) ( t ) = l c , ( 1 ) . s i n C w . t + E. ) ( B - l ) 

i = i 1 

i n w h i c h : 

= f r e q u e n c y i n r a d . / s e c . 

£. = random p h a s e , u n i f o r m l y d i s t r i b u t e d f r o m 0 - 2ir 

S'i'^' = a m p l i t u d e o f component w i t h f r e q u e n c y or 

t = t i m e 

N = a l a r g e number. 

The f o r e g o i n g e x p r e s s i o n 
b u t e d , s t a t i o n a r y random 
i s : 

2 N 
S U ) ( t ) = { I .cos(u) t +e ) } 2 

i = l 

N N (1) (1) = Z I x,. ' c • -cos (w.t + e. ) .cos (to.t + e .) 
i = l j = l 1 : 3 3 

r e p r e s e n t s a z e r o - m e a n , n o r m a l l y d i s t r i -
s i g n a l . The s q u a r e o f t h e wave e l e v a t i o n 
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N N 

= i = l j = l ^ 1 ) t j
U ) . c o s { ( U l - U j ) t + ( e ± - £ j ) } + 

N N ( l ) ( l ) 
+ I I Ht,.\ 1 C- . C O s { (tO. + C O . ) t + ( £ . + £ . ) } 

i = l j = l 3 3 3 

(B-2) 

The l o w f r e q u e n c y p a r t o f t h e s q u a r e o f t h e wave e l e v a t i o n i s : 

( l ) 2 N N (1) (1) 
( t ) = E E % C > ' t i - c o s t l y - t o , ) t + (e -£,)} 

i = l j = l J 3 3 

(B-3) 

I t i s assumed t h a t t h e o u t p u t (wave d r i f t f o r c e o r moment) c o n t a i n s 
o n l y l o w f r e q u e n c i e s and i s c l o s e l y r e l a t e d t o t h e l o w f r e q u e n c y 
p a r t o f t h e s q u a r e o f t h e wave e l e v a t i o n : 

(2) N N (1) (1) 
FK ' (t) = E E C C J P . , . c o s { (to. - t o . ) t + (e. -£.)} + 

i = l j = l 1 3 1 3 

N N (1) (1) 
+ E E c- ' d l ;Q. . . s i n { (to, - i o . l t + ( e . - e . ) } 

i = l 3=1 ^ J 1 J 

(B-4) 

i n w h i c h P ^ j and Q.. . a r e i n - p h a s e and o u t - o f p h a s e q u a d r a t i c t r a n s ­
f e r f u n c t i o n s d e p e n d e n t on t h e f r e q u e n c i e s a n d to.. 

The p r o b l e m i s t o d e t e r m i n e P ^ j and f o r a r b i t r a r y v a l ­
ues o f to. and to. g i v e n t h a t t h e i n p u t C ̂ 1' ( t ) and t h e o u t p u t 
(2) 3 

F ( t ) a r e o n l y known as t i m e r e c o r d s . The o u p u t i s a s i g n a l w i t h 
l o w f r e q u e n c y o s c i l l a t o r y c o m p o n e n t s . 

From e q u a t i o n (B-4) i t c a n be shown t h a t t h e t i m e r e c o r d o f 
(2) 

any component o f F ( t ) w i t h c h o s e n f r e q u e n c y A to i s t h e sum o f 
c o n t r i b u t i o n s f r o m c o m p o n e n t s o f w h i c h t h e d i f f e r e n c e f r e q u e n c i e s 
a r e e q u a l t o t h e c h o s e n f r e q u e n c y Ato: 
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N 

F A M ) ( t ) = 1 c i 1 M 1 ) p i i - c o s { A u ) t + ( l i - S i ' J + 

N 

+ I C U ) C U ) Q . . .sin{Awt + (e, -£.)} 
i = l 1 J ^ _ 1 ~1 

(B-5) 

i n w h i c h i and j a r e c h o s e n s u c h t h a t : 

w. - a). = Aw (B-6) 

E q u a t i o n (B-5) becomes: 

N 

F / ! 2 ) ( t ) 
Aw 

I 5 ( 1 ) £ ! X ) { P . . . c o s ( e . - E . ) + 
L 1 = 1 i : 13 - i 

+ Q i j . s i n ( e i - e ) } c o s Awt 

N 
I t ^ M 1 ^Q.^ . c o s ( e -£ ) + 

L i = l J J J 

P. . . s i n (c• - £ . ) } s i n Awt 

(B-7) 

From e q u a t i o n (B-7) i t c a n be s e e n t h a t t h e a m p l i t u d e o f a f r e q u e n ­
c y component o f F (2) ( t ) c o n t a i n s i n f o r m a t i o n on a r a n g e o f P^, and 
Q^j v a l u e s . I t i s n o t p o s s i b l e t o d e t e r m i n e t h e v a l u e o f i n d i v i d ­
u a l P. . 's o r Q. . 's f r o m t h e s i g n a l . T h i s i s a r e s u l t o f t h e f a c t 

(2) 1- ) 

t h a t F ( t ) i s a d o u b l e s u m m a t i o n . The f o r e g o i n g i n d i c a t e s t h a t 
i n o r d e r t o d e t e r m i n e t h e q u a d r a t i c t r a n s f e r f u n c t i o n s f o r r e q u i r e d 
c o m b i n a t i o n s o f ŵ  and w.. i t i s n e c e s s a r y t o f i n d a way t o e x t r a c t 
f r o m t h e t i m e r e c o r d o f t h e o u t p u t i n f o r m a t i o n w h i c h i s e s s e n t i a l l y 
i n t h e f o r m o f a s i n g l e s u m m a t i o n o f o s c i l l a t o r y c o mponents w i t h 
a m p l i t u d e s w h i c h a r e i n t h e m s e l v e s n o t a summa t i o n o f c o m p o n e n t s . 
F o r i n s t a n c e , i t i s p o s s i b l e t o g e n e r a t e a t i m e s i g n a l U ( t ) o f t h e 
f o l l o w i n g t y p e : 
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N 
U ( t ) = £ U ^ . c o s f (li). - U j ) t + ( e ± -£j)l (B-8) 

where : 
to. +to. = to, = some c h o s e n f i x e d f r e q u e n c y 

t h t h 
£.,£_. = random p h a s e s o f i and j f r e q u e n c y c o mponents o f 

wave e l e v a t i o n s o f e q u a t i o n ( B - l ) . 
(2) 

I f t h e s i g n a l i s c r o s s - c o r r e l a t e d w i t h t h e o u t p u t F ( t ) o f e q u a ­
t i o n (B-4) i t f o l l o w s t h a t : 

i + T / 2 m 

R ( T ) = l i m ± ƒ U ( t ) « F ( t + T) d t (B-9) 
T^oo 1 -T/2 

(2 ) 
By t h i s o p e r a t i o n o n l y t h o s e c o m p o n e n t s o f F ( t ) w i l l be i d e n t i ­
f i e d w h i c h c o r r e s p o n d w i t h t h e components o f e q u a t i o n ( B - 8 ) . Con­
t r i b u t i o n s f r o m a l l o t h e r c o mponents w i l l d i s a p p e a r s i n c e t h e y a r e 
n o t c o r r e l a t e d t o t h e co m p o n e n t s o f U ( t ) . 

The a c t u a l c o m p u t a t i o n o f t h e t r a n s f e r f u n c t i o n s s t a r t s w i t h 
a t r a n s f o r m a t i o n o f t h e i n p u t s i g n a l Z.(t) a c c o r d i n g t o : 

+ T M 

ƒ c o s u>kx . g ( 1 } ( t - T) . c ( 1 } ( t + T) dx (B-10) 
-T 

m 
T h i s r e p r e s e n t s t h e F o u r i e r t r a n s f o r m a t i o n o f t h e p r o d u c t : 

C ( 1 ) ( t - T ) . C ( 1 ) ( t + T ) 

i n w h i c h : 
T = t i m e s h i f t 
i o k = some c h o s e n f i x e d f r e q u e n c y 

= maximum t i m e s h i f t (maximum number o f l a g s m u l t i p l i e d by 
s a m p l i n g i n t e r v a l ) . 

I t w i l l be c l e a r t h a t t h e o u t p u t i s a f u n c t i o n o f t h e c h o s e n f r e ­
q u e n c y lo^ and t i m e t . S u b s t i t u t i o n o f t h e e x p r e s s i o n ( B - l ) f o r t h e 
wave e l e v a t i o n g i v e s t h e f o l l o w i n g r e s u l t f o r t h e i n n e r p r o d u c t : 
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^ ( 1 ) ( t - T ) . C
( 1 1 ( t + T ) 

I C. I . ' . cos{w. ( t - í) + E . } . cosiüj. ( t + T) + e.} 
1 = 1 j = l 1 3 - 1 1 -3 

N N ( 1 ) ( 1 ) 
E l kt: ' c; ' . c o s {(w. + OJ.)T + (OJ. - o j . ) t + 

i = i j = i 1 3 1 3 i : 

+ ( E ^ + h i g h f r e q u e n c y c o mponents 

( B - l l ) 

M u l t i p l i c a t i o n by c o s OJ^T g i v e s : 

c o s ü J K T . C ( 1 ) ( t - T ) ( t +T) = 

N N ( 1 ) ( 1 ) 
= I E \ C, C, • . c o s [ {OJ, - (as. + W . ) } T + (to. - i o . ) t + 

i = l j = l 1 D k 1 : 1 3 

+ ( E _ - £.) ] + h i g h f r e q u e n c y c o m p o n e n t s 

(B-12) 

D i s r e g a r d i n g t h e h i g h f r e q u e n c y c o m p o n e n t s e x p r e s s i o n ( B - 1 0 ) be­
comes : 

N N ( 1 ) ( 1 ) 
E I he ) ' Z ' ; - c o s { (OJ. - OJ. ) t + 

i = l j = l 1 3 1 3 

+ T 
m 

+ (e. - £ • ) } ƒ c o s f u - (OJ. + u . ) } T . d i + — i — ] K i 3 
m 

N N ( 1 ) ( 1 ) - E Z %c : i J C . s i n { (OJ. - OJ. ) t + 
• i • i i 3 1 3 i = l 3 = 1 J J 

+ T 
m 

+ ( E . - E . ) } ƒ s i n { o j , - (OJ. + OJ . ) } T . d t 
1 3 _ T K 1 ] 

m 
(B-13) 
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I n s p e c t i o n o f t h i s e x p r e s s i o n shows t h a t t h e c o n t r i b u t i o n s w h i c h 
a r i s e f o r t h e c a s e s t h a t to, to. + u. w i l l d o m i n a t e , s o t h a t t h e 

i ] 
outcome i s o f t h e f o l l o w i n g t y p e : 

2 T J 1 ^ i 1 ) ç j ( i , k ) - c o s { K - " j u ^ j 5 * + ( ^ i - ^ j ( i , k ) ) } 

(B-14) 

The outcome i s a s i g n a l w h i c h c o n t a i n s o n l y t h o s e d i f f e r e n c e f r e ­
q u e n c y components o f t h e wave e l e v a t i o n w h i c h h a v e as sum f r e q u e n c y 

to. + to. (B-15) 

w h i c h i s what was n e e d e d i n o r d e r t o be a b l e t o i d e n t i f y c o r r e s p o n d 
( 2 ) 

i n g c omponents i n t h e o u t p u t F ( t ) . The above e x p r e s s i o n a p p e a r s 
t o i n c r e a s e as T i n c r e a s e s . I t must be remembered, h o w e v e r , t h a t m 
t h e p r o c e s s e s i n v o l v e d a r e s t o c h a s t i c . The o u t p u t o f t h e above e x ­
p r e s s i o n i s f i n i t e . 

Some e x a m p l e s a r e g i v e n o f t h e o u t p u t o f t h e above e x p r e s ­
s i o n i n F i g u r e B - 2 . The i n p u t i s t h e wave e l e v a t i o n o f w h i c h t h e 
o r d i n a r y wave s p e c t r u m i s g i v e n i n F i g u r e B - l . The o u t p u t o f e x ­
p r e s s i o n (B-14) i s g i v e n f o r t h r e e v a l u e s o f t h e sum f r e q u e n c y to^. 

10r 

0 5 

to in r a d . s e c - 1 

1.0 

F i g . B - l Wave s p e c t r u m . 
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COS 0 J k t t ( t - T ) • I ( t * T ) dT 

0 J k = 0 .8 r a d s e e r 1 

15 rri sec 

-15 m sec 

U ) k =1.2 r a d . s e c . - 1 

15 m ^ s e c 

-15 m sec 

I S m ^ s e c . r-

-15 m ' 1 sec 

WAVE £ ( t ) 

0 100 
T I M E in sec . 

F i g . B-2 Time r e c o r d s o f wave and t r a n s f o r m e d wave. 
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From t h e p l o t s g i v e n i n F i g u r e B-2 i t i s s e e n t h a t t h e m i d ­
d l e v a l u e o f t h e sum f r e q u e n c y r e s u l t s i n a s i g n a l w h i c h c o n t a i n s 
l a r g e a m p l i t u d e l o w f r e q u e n c y c o mponents and t h a t t h e o t h e r to^ v a l ­
ues r e s u l t i n s i g n a l s w i t h much l e s s l o w f r e q u e n c y c o m p o n e n t s . T h i s 
i s e x p l a i n e d by e x a m i n a t i o n o f t h e wave s p e c t r u m g i v e n i n F i g u r e 
B - l . From t h i s f i g u r e i t can be d e d u c e d t h a t t h e low f r e q u e n c y p a r t 
o f t h e s q u a r e o f t h e wave e l e v a t i o n , w h i c h i s r e l a t e d t o t h e o c c u r ­
r e n c e o f wave g r o u p s , h a s l i t t l e e n e r g y f o r t h e h i g h e s t and l o w e s t 
sum f r e q u e n c i e s s i n c e i n t h o s e c a s e s t h e s p e c t r a l d e n s i t y o f t h e 
waves and c o n s e q u e n t l y t h e a m p l i t u d e o f wave g r o u p s i s s m a l l e r t h a n 
f o r t h e m i d d l e v a l u e o f to, . 

k 

T h i s o p e r a t i o n r e s u l t s i n a s i g n a l w h i c h f o r a r b i t r a r y sum 
f r e q u e n c y to^ s u p p l i e s t h e t i m e r e c o r d c o n t a i n i n g t h e l o w f r e q u e n c y 
p a r t o f t h e s q u a r e o f t h e wave e l e v a t i o n ( o n l y f o r t h o s e d i f f e r e n c e 
f r e q u e n c i e s w h i c h h a v e to^ as sum f r e q u e n c y ) . T h i s s o l v e s t h e p r o b ­
l e m o f d e t e r m i n i n g t h e t r a n s f e r f u n c t i o n s P.. and Q... By p e r f o r m -
i n g c r o s s - c o r r e l a t i o n b e t w e e n t h i s s i g n a l and t h e l ow f r e q u e n c y 
o u t p u t o n l y t h o s e f r e q u e n c y c o mponents o f t h e o u t p u t c o r r e s p o n d i n g 
t o t h e i n p u t w i l l be i d e n t i f i e d . T h i s means t h a t t h e c r o s s - c o r r e ­
l a t i o n f u n c t i o n c o n t a i n s o n l y i n f o r m a t i o n f o r t h o s e c o m b i n a t i o n s 
o f to. a n d to. w h i c h h a v e to, as sum f r e q u e n c y . The f i n a l r e s u l t a f t e r 1 3 K 
F o u r i e r t r a n s f o r m a t i o n o f t h e c r o s s - c o r r e l a t i o n f u n c t i o n i s t h e 
c r o s s - s p e c t r u m o f t h e t r a n s f o r m e d i n p u t and o u t p u t o r , i n c r o s s -
b i - s p e c t r a l t e r m i n o l o g y , t h e c r o s s - b i - s p e c t r u m o f i n p u t , i n p u t and 
o u t p u t . The c r o s s - b i - s p e c t r u m i s v a l i d f o r t h e c h o s e n sum f r e q u e n ­
c y U J ^ a n d c o n t a i n s i n f o r m a t i o n f o r t h e r a n g e o f d i f f e r e n c e f r e q u e n ­
c i e s f r o m z e r o u p w a r d s . Any c h o s e n d i f f e r e n c e f r e q u e n c i e s c o n t a i n 
i n f o r m a t i o n on t h e t r a n s f e r f u n c t i o n P.. and Q.. f o r u n i q u e v a l u e s 

13 v i 3 

o f to^ and ujj . The v a l u e s o f t h e t r a n s f e r f u n c t i o n s a r e f i n a l l y d e­
t e r m i n e d f r o m t h e f o l l o w i n g t y p e o f e x p r e s s i o n : 

C„ (to, ,to . ) 
G ( a ) i " V = s / ^ s ^ l . ) <B-16> 

w h e r e : 
C„ (to. ,to-) = c r o s s - b i - s p e c t r u m o f i n p u t - i n p u t - o u t p u t 

r L, x j 

S (w^) = wave s p e c t r u m ( s c a l a r s p e c t r u m ) 

G d o ^ j t O j ) = q u a d r a t i c t r a n s f e r f u n c t i o n o f o u t p u t . 
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The a f o r e g i v e n e x p l a n a t i o n on t h e c r o s s - b i - s p e c t r a l a n a l y ­
s i s m e thod c a n be u s e d t o i n d i c a t e how t h e c o m p u t a t i o n a l m ethod 
can be a l t e r e d i n o r d e r t o s a v e c o m p u t a t i o n t i m e and i n c r e a s e t h e 
a c c u r a c y f o r i d e n t i f y i n g t h e q u a d r a t i c t r a n s f e r f u n c t i o n f o r t h e 
lo w f r e q u e n c y wave d r i f t f o r c e s . 

S i n c e we a r e r e s t r i c t i n g o u r s e l v e s t o low f r e q u e n c i e s i n t h e 
o u t p u t t h e c o m p u t a t i o n s w h i c h t a k e p l a c e a f t e r t h e i n i t i a l t r a n s ­
f o r m a t i o n o f t h e i n p u t ( s e e e q u a t i o n ( B - 1 0 ) ) c a n be p e r f o r m e d u s i n g 
a c o n s i d e r a b l y i n c r e a s e d s a m p l i n g i n t e r v a l . T h i s c a n be done a f t e r 
t h e o u t p u t o f t h e t r a n s f o r m a t i o n e x a m p l e s , w h i c h a r e g i v e n i n F i g ­
u r e B-2, a r e l o w - p a s s f i l t e r e d . S u b s e q u e n t c o m p u t a t i o n o f c r o s s -
c o r r e l a t i o n f u n c t i o n s b e t w e e n t h e t r a n s f o r m e d i n p u t and t h e o u t p u t 
c a n be c a r r i e d o u t u s i n g a g r e a t e r v a l u e o f t h e maximum t i m e s h i f t 
b e t w e e n t h e s i g n a l s t h u s a l l o w i n g f o r p o t e n t i a l l y more a c c u r a t e 
d e t e r m i n a t i o n o f t h e q u a d r a t i c t r a n s f e r f u n c t i o n s f o r v e r y l ow f r e ­
q u e n c i e s . 

A n a l y _ s i s _ o f _ m o d e l _ t e s t s _ w i t h _ t h e _ t a n k 

The d u r a t i o n o f t e s t s i n i r r e g u l a r waves w i t h t h e m o d e l o f 
t h e t a n k e r c o r r e s p o n d e d t o 2 1C m i n u t e s f u l l s c a l e . The i n p u t (wave) 
and o u t p u t ( f o r c e s ) r e c o r d s w e r e s a m p l e d a t 0.8 s e c . i n t e r v a l s . 
The b i - s p e c t r a l a n a l y s i s o f t h e d i g i t i z e d d a t a were c a r r i e d o u t 
u s i n g 75 l a g s f o r t h e c r o s s - c o r r e l a t i o n f u n c t i o n s . I n t h e a n a l y s i s 
t h e above d e s c r i b e d p r o c e s s by w h i c h t h e s a m p l i n g i n t e r v a l i s i n ­
c r e a s e d was n o t a p p l i e d . 

The d u r a t i o n o f t h e t e s t s w i t h t h e s e m i - s u b m e r s i b l e c o r r e ­
s p o n d e d w i t h 360 m i n u t e s f u l l s c a l e . The t i m e r e c o r d s o f i n p u t and 
o u t p u t were d i g i t i z e d u s i n g a s a m p l i n g i n t e r v a l o f 1.5 s e c . f u l l 
s c a l e . The number o f l a g s u s e d f o r t h e c r o s s - c o r r e l a t i o n s amounted 
t o 30. A f t e r t h e i n i t i a l t r a n s f o r m a t i o n o f t h e i n p u t s ( s e e e q u a t i o n 
( B - 1 0 ) ) , t h e t r a n s f o r m e d i n p u t and t h e o u t p u t w e r e low-'p-asjs f i l ­
t e r e d and t h e r e m a i n i n g c o m p u t a t i o n s w e r e c a r r i e d o u t u s i n g " 5 0 ^ l a g s 
and a s a m p l i n g i n t e r v a l c o r r e s p o n d i n g t o 7.5 s e c . f u l l s c a l e . 
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body a x e s w i t h o r i g i n i n c e n t r e o f g r a v i t y G, 
x ^ - a x i s p o s i t i v e i n f o r w a r d d i r e c t i o n , x 2 ~ a x i s 
p o s i t i v e t o p o r t s i d e and x ^ - a x i s p o s i t i v e up­
w a r d s 

f i x e d s y s t e m o f a x e s w i t h o r i g i n i n t h e mean 
f r e e s u r f a c e , X ^ - a x i s and X ^ - a x i s i n t h e h o r ­
i z o n t a l p l a n e and X - a x i s p o s i t i v e v e r t i c a l l y 
u pwards 

s y s t e m o f a x e s w i t h o r i g i n i n c e n t r e o f g r a v ­
i t y o f t h e body and a x e s p a r a l l e l t o O-X^-X.,-
X 3 s y s t e m o f a x e s 

mass moment o f i n e r t i a m a t r i x 
X 4 0 - J 4 6 
0 0 

- X 4 6 0 Z 6 
mass moments o f i n e r t i a o f t h e body a b o u t t h e 
G-x^, G-x^ and G-x 3 a x e s r e s p e c t i v e l y 

p r o d u c t o f i n e r t i a 

l e n g t h o f a v e s s e l o r c y l i n d e r 
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mass m a t r i x 
m 0 0 

0 m 0 

0 0 m 

moment v e c t o r r e l a t i v e t o t h e G-X|-X.!,-X^ s y s ­
tem o f a x e s 

c omponents o f t h e moment v e c t o r 

o u t w a r d p o i n t i n g n o r m a l v e c t o r o f a p o i n t on 
t h e s u r f a c e o f a body r e l a t i v e t o t h e 0-X -
X^-X^ o r G-Xj-X^-X^ s y s t e m s o f a x e s 

components o f t h e q u a d r a t i c t r a n s f e r f u n c t i o n 
d e p e n d e n t on OK and 

a m p l i t u d e o f t h e q u a d r a t i c t r a n s f e r f u n c t i o n 
d e p e n d e n t on and 

wave s p e c t r u m 

t o t a l w e t t e d s u r f a c e o f t h e h u l l 

mean w e t t e d s u r f a c e o f t h e h u l l 

s u r f a c e e l e m e n t o f o r S 

v e l o c i t y v e c t o r r e l a t i v e t o f i x e d s y s t e m o f 
ax e s 

s t a t i c o r mean w a t e r l i n e on t h e h u l l o f a body 

p o s i t i o n v e c t o r r e l a t i v e t o t h e f i x e d s y s t e m 
o f a x e s 

c o m p o n e n t s o f X 

p o s i t i o n o f t h e c e n t r e o f g r a v i t y o f t h e body 
r e l a t i v e t o t h e f i x e d s y s t e m o f a x e s 

v e c t o r o p e r a t o r 

v olume o f t h e mean su b m e r g e d p a r t o f a body 

L a p l a c e o p e r a t o r 

P r i n c i p l e V a l u e 

a r e a o f w a t e r l i n e o f a s p h e r e 

p o s i t i o n v e c t o r r e l a t i v e t o t h e G-Xj-X^-X^ 
s y s t e m o f a x e s 
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a r a d i u s o f s p h e r e 

d r a d i u s o f c y l i n d e r 

e 2.718 ( c o n s t a n t o f n a t u r a l l o g a r i t h m ) 

g c o n s t a n t o f g r a v i t y 
(2) 

g s e c o n d o r d e r i m p u l s r e s p o n s e f u n c t i o n 

h w a t e r d e p t h 

i / ^ T 

k wave number = 2 T T / A 

d£ l i n e e l e m e n t o f t h e w a t e r l i n e 

m mass o f body i n vacuum 

ITIQ a r e a o f wave s p e c t r u m 

n o u t w a r d p o i n t i n g n o r m a l v e c t o r o f a p o i n t on 
t h e body r e l a t i v e t o t h e body a x e s G-x^-x^-x-^ 

n j , , n^ components o f n 

n. ., f . • c o e f f i c i e n t s d e p e n d i n g on u. and OJ • i j i j i ] 
p p r e s s u r e 

t t i m e 

u^ a m p l i t u d e o f an o s c i l l a t o r y q u a n t i t y 

x p o s i t i o n v e c t o r o f a p o i n t on t h e h u l l o f t h e 
body r e l a t i v e t o t h e body a x e s 

x^ , x^, x-j components o f x 

a c h a p t e r V I : a n g l e o f m o o r i n g l i n e 
a p p e n d i x A: a n g l e o f i n c i d e n c e o f w a v e s ; 

0° r e p r e s e n t s s t e r n w a v e s , 90° 
r e p r e s e n t s waves f r o m s t a r b o a r d 
beam and 180° r e p r e s e n t s h e a d waves 

a a n g u l a r m o t i o n v e c t o r 

8 m o o r i n g l i n e a n g l e 

e a s m a l l q u a n t i t y << 1 

random p h a s e a n g l e o f i * " f r e q u e n c y component 
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E p h a s e a n g l e b e t w e e n wave and some o s c i l l a t o r y 
q u a n t i t y u 

£ wave e l e v a t i o n 

f; wave a m p l i t u d e o f a r e g u l a r wave a 
r r e l a t i v e wave e l e v a t i o n s r 
£ a m p l i t u d e o f i t ' 1 f r e q u e n c y component 

r , / 0 s i q n i f i c a n t wave h e i g h t w l / 3 
T mean wave p e r i o d 

A wave l e n g t h 

A n o n - d i m e n s i o n a l f r e q u e n c y 

y f r e q u e n c y o f low f r e q u e n c y p a r t o f t h e s e c o n d 
o r d e r f o r c e s 

p mass d e n s i t y o f w a t e r 

T t i m e l a g 

$ v e l o c i t y p o t e n t i a l d e p e n d e n t on c o - o r d i n a t e s 
and t i m e t 

cj> p a r t o f v e l o c i t y p o t e n t i a l i n d e p e n d e n t o f 
t i m e 

OJ wave f r e q u e n c y 

OK i * " * 1 f r e q u e n c y component 

a s o u r c e s t r e n g t h 

y G r e e n ' s f u n c t i o n 

a l l ' a 3 3 added mass f p r s u r g e and h e a v e m o t i o n s 

^11' ^33 da m p i n g f o r s u r g e and h e a v e m o t i o n s 

x j 1 ^ , x^ 1'/ x 3 ^ f i r s t o r d e r s u r g e , sway and h e a v e m o t i o n s 

x^ 1', x i 1 ' , x i 1 ' f i r s t o r d e r r o l l , p i t c h and yaw m o t i o n s 
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SUMMARY 

I n t h i s t h e s i s t h e mean and l o w f r e q u e n c y s e c o n d o r d e r wave 
d r i f t f o r c e s on b o d i e s moored o r s t a t i o n e d i n waves a r e a n a l y z e d . 
E x p r e s s i o n s a r e d e r i v e d f o r t h e s e c o n d o r d e r f o r c e s b a s e d on d i r e c t 
i n t e g r a t i o n o f p r e s s u r e a c t i n g on t h e w e t t e d p a r t o f t h e body. I t 
i s shown t h a t t h e s e c o n d o r d e r f o r c e s i n i r r e g u l a r waves may be 
d e t e r m i n e d f r o m k n o w l e d g e o f t h e mean f o r c e s i n r e g u l a r waves and 
t h e l ow f r e q u e n c y f o r c e s i n r e g u l a r wave g r o u p s . 

I n o r d e r t o c a l c u l a t e t h e mean and l o w f r e q u e n c y f o r c e s on 
b o d i e s o f a r b i t r a r y shape use i s made o f a t h r e e - d i m e n s i o n a l l i n e a r 
p o t e n t i a l t h e o r y c o m p u t e r p r o g r a m . The f o r m o f t h e body i s a p p r o x ­
i m a t e d by a d i s t r i b u t i o n o f p l a n e f a c e t e l e m e n t s r e p r e s e n t i n g a 
s o u r c e d i s t r i b u t i o n . F o r a h e m i s p h e r e t h e r e s u l t s o f c o m p u t a t i o n s 
o f t h e mean s e c o n d o r d e r h o r i z o n t a l f o r c e s i n r e g u l a r waves a r e 
co m p a r e d w i t h a n a l y t i c a l r e s u l t s . T h i s c o m p a r i s o n d e m o n s t r a t e s t h e 
a c c u r a c y o f t h e c o m p u t a t i o n s a n d t h e e q u i v a l e n c e o f t h e e x p r e s s i o n s 
f o r t h e s e c o n d o r d e r f o r c e s d e v e l o p e d i n t h i s t h e s i s w i t h r e s p e c t 
t o an a l r e a d y e x i s t i n g e x p r e s s i o n b a s e d on momentum and e n e r g y c o n ­
s i d e r a t i o n s . 

I n o r d e r t o d e m o n s t r a t e t h e v a l i d i t y o f t h e p r e s e n t t h e o r y 
w i t h r e s p e c t t o r e a l i s t i c h u l l f o r m s , r e s u l t s o f c o m p u t a t i o n s o f 
t h e mean s e c o n d o r d e r f o r c e s i n r e g u l a r waves a r e compared w i t h 
r e s u l t s o f e x p e r i m e n t s on a t a n k e r , a s e m i - s u b m e r s i b l e , a r e c t a n ­
g u l a r b a r g e and a submerged h o r i z o n t a l c y l i n d e r . 

F o r t h e f i r s t t h r e e h u l l f o r m s t h e mean h o r i z o n t a l f o r c e s 
a r e c o m p a r e d . F o r t h e s u b m e r g e d c y l i n d e r t h e mean v e r t i c a l f o r c e s 
a r e c o m p a r e d . The c o r r e l a t i o n f o u n d b e t w e e n r e s u l t s o f c o m p u t a t i o n s 
and e x p e r i m e n t s c o n f i r m s t h e g e n e r a l a p p l i c a b i l i t y o f t h e t h e o r y 
f o r p r e d i c t i n g t h e s e c o n d o r d e r f o r c e s on a w i d e r a n g e o f h u l l 
f o r m s . 

A d e t a i l e d a n a l y s i s o f components o f t h e mean s e c o n d o r d e r 
f o r c e s shows t h a t f o r f l o a t i n g v e s s e l s t h e h o r i z o n t a l f o r c e s a r e 
d o m i n a t e d by a c o n t r i b u t i o n d e p e n d e n t on t h e r e l a t i v e wave e l e v a ­
t i o n a r o u n d t h e w a t e r l i n e o f t h e s e v e s s e l s . 

200 



F o r t h e t a n k e r and t h e s e m i - s u b m e r s i b l e r e s u l t s o f c omputa­
t i o n s o f t h e low f r e q u e n c y h o r i z o n t a l f o r c e i n r e g u l a r wave g r o u p s 
a r e c o m p a r e d w i t h e x p e r i m e n t a l r e s u l t s o b t a i n e d f r o m m o d e l t e s t s 
i n r e g u l a r wave g r o u p s and i r r e g u l a r w aves. The e x p e r i m e n t a l r e ­
s u l t s f r o m t e s t s i n i r r e g u l a r waves a r e a n a l y z e d by means o f c r o s s -
b i - s p e c t r a l m e t h o d s . R e s u l t s o f t h i s c o m p a r i s o n i n d i c a t e t h a t , p r o ­
v i d e d c e r t a i n c o n d i t i o n s a r e f u l f i l l e d , t h e mean s e c o n d o r d e r f o r c e 
i n r e g u l a r waves may be u s e d t o a p p r o x i m a t e t h e l o w f r e q u e n c y f o r c e 
i n i r r e g u l a r w aves. 

F i n a l l y , f o r a d y n a m i c a l l y p o s i t i o n e d v e s s e l t h e r e s u l t s o f 
c o m p u t a t i o n s a r e u s e d t o d e m o n s t r a t e t h e e f f e c t i v e n e s s o f a wave-
f e e d - f o r w a r d c o n t r o l s i g n a l b a s e d on r e l a t i v e wave e l e v a t i o n mea­
s u r e m e n t s f o r r e d u c i n g l ow f r e q u e n c y h o r i z o n t a l m o t i o n s i n d u c e d by 
d r i f t f o r c e s i n i r r e g u l a r w a v e s . The r e s u l t s show t h a t m o d e l t e s t s 
c o n f i r m t h e t h e o r e t i c a l p r e d i c t i o n s . 
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SAMENVATTING 

I n d i t p r o e f s c h r i f t w o r d t een a n a l y s e g e g e v e n van de g e m i d ­
d e l d e en l a a g f r e k w e n t e tweede o r d e g o l f d r i f t k r a c h t e n op een l i ­
chaam a f g e m e e r d o f g e p o s i t i o n e e r d i n g o l v e n . U i t g a a n d e v a n i n t e g r a ­
t i e v a n d r u k k e n o v e r h e t n a t t e o p p e r v l a k van een l i c h a a m w o r d e n u i t 
d r u k k i n g e n v o o r de tweede o r d e k r a c h t e n g e g e v e n . A a n g e t o o n d w o r d t 
d a t de tweede o r d e k r a c h t e n i n o n r e g e l m a t i g e g o l v e n b e p a a l d k u n n e n 
worden u i t g a a n d e v a n k e n n i s van g e m i d d e l d e k r a c h t e n i n r e g e l m a t i g e 
g o l v e n en de l a a g f r e k w e n t e k r a c h t e n i n r e g e l m a t i g e g o l f g r o e p e n . 

V o o r h e t b e r e k e n e n van de g e m i d d e l d e en l a a g f r e k w e n t e 
k r a c h t e n op w i l l e k e u r i g gevormde l i c h a m e n w o r d t g e b r u i k gemaakt v a n 
een r e k e n p r o g r a m m a g e b a s e e r d op d r i e - d i m e n s i o n a l e l i n e a i r e p o t e n ­
t i a a l t h e o r i e . De vorm v a n h e t l i c h a a m w o r d t b e n a d e r d d o o r m i d d e l 
van een a a n t a l e l e m e n t e n d i e een v e r d e l i n g v a n b r o n n e n v o o r s t e l t . 

V o o r een h a l v e b o l w o r d e n de r e s u l t a t e n van b e r e k e n i n g e n 
v a n de g e m i d d e l d e h o r i z o n t a l e g o l f d r i f t k r a c h t i n r e g e l m a t i g e g o l v e n 
v e r g e l e k e n met r e e d s b e k e n d e , l a n g s a n a l y t i s c h e weg v e r k r e g e n r e s u l 
t a t e n . De n a u w k e u r i g h e i d van de b e r e k e n i n g s m e t h o d e w o r d t h i e r m e e 
a a n g e t o o n d , a l s m e d e d a t de i n d i t p r o e f s c h r i f t g e g e v e n u i t d r u k k i n g 
v o o r de d r i f t k r a c h t e n qua r e s u l t a a t e q u i v a l e n t i s aan een r e e d s 
b e k e n d e u i t d r u k k i n g d i e g e b a s e e r d i s op i m p u l s en e n e r g i e b eschouw­
i n g e n . 

Met h e t d o e l de g e l d i g h e i d aan t e t o n e n v a n de i n d i t p r o e f ­
s c h r i f t g e g e v e n t h e o r i e met b e t r e k k i n g t o t meer r e a l i s t i s c h e romp-
vormen w o r d e n r e s u l t a t e n van b e r e k e n i n g e n van de g e m i d d e l d e tweede 
o r d e g o l f k r a c h t e n i n r e g e l m a t i g e g o l v e n v e r g e l e k e n met e x p e r i m e n ­
t e e l b e p a a l d e r e s u l t a t e n v o o r e e n t a n k e r , een s e m i - s u b m e r s i b l e , 
e e n r e c h t h o e k i g p o n t o n en een o n d e r g e d o m p e l d e h o r i z o n t a l e c i l i n d e r . 

V o o r de d r i e e e r s t g e n o e m d e rompvormen w o r d e n de r e s u l t a t e n 
v o o r de h o r i z o n t a l e k r a c h t e n v e r g e l e k e n . V o o r de o n d e r g e d o m p e l d e 
c i l i n d e r w orden de r e s u l t a t e n v o o r de g e m i d d e l d e v e r t i k a l e k r a c h t 
v e r g e l e k e n . De o v e r e e n k o m s t t u s s e n de r e s u l t a t e n v a n b e r e k e n i n g e n 
en m e t i n g e n b e v e s t i g t de a l g e m e n e t o e p a s b a a r h e i d v a n de t h e o r i e 
v o o r h e t v o o r s p e l l e n v a n de tweede o r d e k r a c h t e n op een g r o t e v e r -
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s c h e i d e n h e i d v a n rompvormen. 

Een n a d e r e a n a l y s e v a n de kampementen v a n de g e m i d d e l d e 
tweede o r d e k r a c h t e n t o o n t aan d a t v o o r d r i j v e n d e k o n s t r u k t i e s 
de h o r i z o n t a l e k r a c h t e n g e d o m i n e e r d w o r d en d o o r een b i j d r a g e d i e 
a f h a n k e l i j k i s v a n de r e l a t i e v e g o l f h o o g t e t e r p l a a t s e van de w a t e r ­
l i j n v a n de k o n s t r u k t i e . 

V o o r de t a n k e r en de s e m i - s u b m e r s i b l e w o r d e n de r e s u l t a t e n 
v a n b e r e k e n i n g e n v a n de l a a g f r e k w e n t e d r i f t k r a c h t i n r e g e l m a t i g e 
g o l f g r o e p e n v e r g e l e k e n met r e s u l t a t e n v e r k r e g e n u i t m o d e l p r o e v e n 
i n r e g e l m a t i g e g o l f g r o e p e n en o n r e g e l m a t i g e g o l v e n . De m e e t r e s u l ­
t a t e n v e r k r e g e n u i t p r o e v e n i n o n r e g e l m a t i g e g o l v e n z i j n g e a n a l i -
s e e r d d o o r m i d d e l van k r u i s - b i - s p e k t r a l e m e thoden. U i t de v e r g e ­
l i j k i n g b l i j k t d a t , m i t s aan b e p a a l d e v o o r w a a r d e n w o r d t v o l d a a n , 
de g e m i d d e l d e d r i f t k r a c h t e n i n r e g e l m a t i g e g o l v e n g e b r u i k t k u n n e n 
w o rden om de l a a g f r e k w e n t e k r a c h t e n i n o n r e g e l m a t i g e g o l v e n t e 
b e n a d e r e n . 

T e n s l o t t e w o r d e n v o o r een d y n a m i s c h g e p o s i t i o n e e r d s c h i p 
de r e s u l t a t e n van b e r e k e n i n g e n g e b r u i k t om een v o o r s p e l l i n g t e 
g e v e n v a n de e f f e k t i v i t e i t v a n een w a v e - f e e d - f o r w a r d r e g e l s i g n a a l 
d i e g e b a s e e r d i s op m e t i n g e n v a n de r e l a t i e v e g o l f h o o g t e v o o r h e t 
v e r m i n d e r e n van de l a a g f r e k w e n t e h o r i z o n t a l e b e w e g i n g e n , d i e op­
gewekt w orden d o o r de d r i f t k r a c h t e n i n o n r e g e l m a t i g e g o l v e n . 
R e s u l t a t e n l a t e n z i e n d a t de m o d e l p r o e v e n i n o v e r e e n s t e m m i n g z i j n 
met de t h e o r e t i s c h e v o o r s p e l l i n g e n . 
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Wave D r i f t R e s e a r c h P r o g r a m f o r t h e i r k i n d p e r m i s s i o n t o make use 
o f p a r t o f t h e m o d e l t e s t d a t a o b t a i n e d f r o m P h a s e I o f t h i s p r o ­
gram. 

My s i n c e r e t h a n k s t o t h e members o f t h e Ocean E n g i n e e r i n g 
D e p a r t m e n t f o r t h e i r p a t i e n c e and c o - o p e r a t i o n w h i c h c o n t r i b u t e d 
much t o t h e r e a l i z a t i o n o f t h i s w o r k . 
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