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Estudo das deformacoes ) PEFUSP

Configuracao deformada (atual) e
0 indeformada (referéncia) de um sélido

€1
x" =33 xTe; =xle, +x5e, +xke @ (1)
= Lj—1X; €; = X1e1 t X3e; + x3e;3
_ v3 _ _
X = Xi_1xie; = xie; + xye, + x3es @ (2)
Notacdo de Einstein
Campo de deslocamentos: u=x—x" (3)



Estudo das deformacoes (&) PEFUSP

A deformacao fica totalmente caracterizada conhecendo-se a
funcao:

x = x(x") (4)
que fornece a posicao de uma particula material na configuracao
deformada a partir de sua posicao na configuracao indeformada.

Em componentes:

X1 = xl(x]‘r_') x;: xg) (5)
X2 = Xy (xI, x;, xg)
X3 = X3(XI, X;, xg)

e para o campo de deslocamentos: (6)

Uy = uq (xIr xgl xg)
Uy (.XI, x;; xg
Us (x{) xgr xf)?:)
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Estudo das deformacoes (&) PEFUSP

Fibras na configuracdao deformada e indeformada:
dx =dx" +u(x” +dx") —ulx") (7)
Em componentes:
dx; = dx] + w; (] + dx], x5 + dxg, x5 + dx}) — u(x], x5, x5) (8)

Lembrando do calculo com multiplas variéveiS'
aui r aui

_I_
0xj

u;(x] +dxi, x5 +dx}, x3 +dx%) —u(x{, x5, x5) = dx1 P
X1 2
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Estudo das deformacoes (&) PEFUSP

Substituindo (9) em (8)

ou; ou; ou;
dx; = dx7 + —=dx] + —dx} + —dx} 10
' Phaxl Tt T axl T2 axf 3 (10)
que em forma matricial:
du; Ouy 0uyq]
dx; 0x, 0x3%
dx, dxi auz auz Ouz dx]
dx,| = |dx} | + | == - ([ dx) (11)
dx, Aol 0x; 0x; 0x3 Ayl
2 au3 au?, aU3 2
|0x] O0x) 0x3.
ou
du, ou, du,
0x] 0x} 0x} .
dxl auZ 5u2 auZ dxl
dx,| = - 14+— = ||dx3 (12)
0xy 0x; 0x3 -
dx, dx;
du; ou; 14 du,
0x] 0x} x|




Estudo das deformacoes (&) PEFUSP

Sao definidos:
Gradiente dos deslocamentos:

duy; Ou; 0uq]
ox] 0x; 0x}
du, OJdu, Jdu, (13)
Ox] 0x) 0x}
du; Jduz OJug
[0x] Ox} 0x%

Vu =

Gradiente das deformacoes:

aul aul aul
0x] 0x} ox}
du, du, du,
= 1 = 14
F oxT + el I1+Vu (14)
du du d
; R
0xy 0x; 0x3 ]



Estudo das deformacoes ) PEFUSP

Logo, pode-se escrever que:
dx = dx" + Vu dx" (15)
dx =+ Vu) dx" = F dx" (16)

Alternativamente, o gradiente das deformacdes pode ser
definido como:

u:x_xT':x:xT'_l_u _axl axl axl_

. ox] 0x) 0x3

Em componentes: x; = u; + x; dx, 0x, 0x,
F = (17)

r r r
0xy O0x; 0x3

6xl- 6ui
axr axr aX3 aX3 axg
J J |0x; Ox) 0x3%]

delta de Kronecker



Alongamentos lineares ) PEFUSP

. dx”
m =
ldxT||’
lm"|| =1
€3
J > ey

Fibras infinitesimais nas configuracdes deformada e indeformada
Pode-se escrever:

ds” = ||dx7|| = (dx” - dx")Y? = ((dx])? + (dx)? + (dxg)z)l/ i (18)

ds = ||dx|| = ((dx)? + (dx2)? + (dxs)?) " (19)
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Alongamentos lineares {€} PEFUSP

Define-se alongamento linear por:

ds —ds” ds
= ds’ - ds™ 1 (20)

e 0 estiramento por:
ds

1 =
ds’

(21)

Portanto:
& = A—1 (22)



Alongamentos lineares ) PEFUSP

Tem-se:
ds = ||dx|| = Vdx - dx = VFdx" - Fdx" (23)
Define-se o transposto de um operador A como o operador A7
que verifica:
a-Ab=b-ATa (24)

Considerando a relacao (24) em (23), temos:
ds = \/Fdxr - Fdx" = \/dxr - FTp = \/dx" - FTFdx" (25)

——
v

Resulta:

ds _\/dx"-FTFde_1 (26)

T dsT VdxT - dx”

€1

e como
dx" =ds"'m" (27)

Im||=1
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Alongamentos lineares PEFUSP

Resulta:
d ds"™Vm"FTF m"
g = ° 1= -1 (28)
ds’ ds"™Vm" - m"
ou

g, =m" - FTFm" — 1 =Vm'TFTFm" — 1 (29)

Alongamento linear para uma fibra
infinitesimal que tem direcao dada pelo
versor m" na configuracao de referéncia.
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Deformacdes infinitesimais se) PEFUSP

Tem-se:
FTF=U+TVwWITU+TVu) =I1+Vu+Vul +vu’vu (30)

Quando se tem deslocamentos infinitesimais, pode-se
u; ou

9
desprezar Vu;;"Vu;; — -

. e Vu;;", onde:

l
xax

ouy ou Juq 0u ou, ou Jus 0u
Ty kOUug _ OJuq 0uq 2 0Uy 3 U3
Vu” Uij = ox] ax ax{ ax; ox] axj. ox; axj.
aui ou;
_ T =
Vu;; = T eVu;;" = T
J i

Portanto, 31)
FTF=I1+Vu+Vu’

Define-se entdo o tensor das deformacodes infinitesimais como:

1
E = E(Vu + vul) (32)
Em notacao indicial: 1/0u; oy
2 =E<ax;+ax{> 12



Deformacoes infinitesimais ) PEFUSP

Em componentes:

du, 1/0u; Ouy,\ 1/0u; Odusz)\]
0x{ 2 (ax;‘ * 6x{> 2 (axg * 6x{>
£ %(Zui N aui) aui l(aui N aui) (33)
X5  0xq 0x 2\0x; 0x;
1/0u; OJduz\ 1[(0du, OJduy dus
2 <6x§ * ax{) 2 (axg T 6x§> 0x3 |
E=ET (34)

De (31): F'F=1I1+2E

e a equacao (29) pode ser reescrita como:

& = \/m’"T(I +2Em" — 1 = (1 + ZmrTEmr)l/z 1 (35)

T 3 3 0u _r r
m " Em' =X’ Y7 m;:m;
1=14j=1 ax;' LY (36)
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Deformacoes infinitesimais PEFUSP

Considere a identidade matematica:

—1
(1+5)S=1+56+¥82+--- (37)

Substituindo § = 2m"™ Em"e s = 1/2, obtém-se:

1/2
(1 + ZmrTEmr) / =1+ m"TEm” + termos de alta ordem em m”  Em” (38)

ou;

-
ax]

Desprezando termos de alta ordem em

1/2
(1+ Zm’”TEm’”) /2 _ 1+m"TEm" (39)
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Deformacoes infinitesimais {€) PEFUSP

De (35) resulta:

"TEM"™ = m" - Em" (40)

Alongamento linear para uma fibra
infinitesimal m"™ considerando
deformacoes infinitesimais.
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Mudanca de angulo entre fibras - Distorcdo (¢} PEFUSP

Fibras infinitesimais nas configuracdes deformada e indeformada.

Pode-se escrever, considerando a definicao de produto escalar:

Fda" - F db" = |Fda"||||Fdb"|| cos 8 (41)

Fda"-Fdb"™ _ da” F'Fdb"™ 5,
IFdar||IFdbT||  |IFdaT||||FdbT|| 16

cosf = seny =



Distorcao 'PEFUSP

Sabemos que:
|F da”|| = VF da” - F da" e ||Fdb"|| = VF db" - F db"

(43)
da" = da"a" e db” = db"b"
Substituindo a equacao (43) na equacao (42):
_ da"a" - FTF db"b" a” - FTF b"
siny = (44)

da'VFa - Fa' db'NFb"-Fb* +Fa -Fa'\Fb"-Fb"

que também pode ser escrita como:
T
a” FTFb"

JarTFTFar  b*T FTFb"

siny =

17



Distorcao

Lembrando que:
(45)

1+¢&(a”) =VaTFTFar e 1+ &(b") = b"T FTFb"

podemos entao também expressar a equacao (44) que calcula
a distorcao entre duas fibras infinitesimais (da” e db"),
inicialmente ortogonais, cujas direcoes sao definidas pelos

versores a” e b", da seguinte forma:

a” FTFb"
1 r r — 4
siny (a”, b") (1+g(an))(1+ &) (46)
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Distorcao L&) PEFUSP

Para deformacodes infinitesimais resulta:
siny =y = a’"(I+ 2E)b" = 2a""Eb" + a"" b"

y(a",b") = 2a"" Eb" (47)

Distorcdo entre fibras infinitesimais
(da” e db™) considerando deformacoes
infinitesimais.
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Quadro resumido de alongamento linear e

distorcao LBl

Deformacoes

Deformacoes finitas nfinitesimais

Alongamento linear
para fibra na direcdo g,(m") = Vm'TFTFmr — 1 g(m") = m" Em"
dada por m"

Distorcao de um par
de fibras ortogonais (@b a’ FTFb"
Lo . ~ siny(a', =
definidas rnasbtglregoes 4 (1 + &(an)(1 + (b))
a” e

y(a",b") = 2a" Eb"
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Componentes do tensor das deformacoes

infinitesimais

PEFUSP

Considerando:

Seja

Analogamente:

1
0
0

E32 E33

gy = Eyy
g3 = E33

(48)

(49)

(50)

(51)

(52)
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Componentes do tensor das deformacoes

infinitesimais \&) PEFUSP

Seja
V12 = y(es, e;) = 2ejE e, (53)
Ey1 Eip Ei3700
Y12 =2[1 0 O0]|E21 Ezx Ejsf|1 (54)
Esy E;p Es3ll0
Y12 = 2E7; (55)
Analogamente:
V13 13 31 = V31 (56)

V23 = 2E53 = 2E3, = Y3,
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