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MAXIMOS E MINIMOS: CONSIDERE Z = f(X,y), (X,¥) € Ds

1. f é dita limitada < |f(x,y)| < M, para algum M € R.

2. (x,,¥,) € Ds € ponto de méximo relativo de f <

f(x,y) < f(x,,¥,), V(x,y) € Df eproximo de (x,,¥,)-
Entdo f(x,,y,) chama-se valor maximo relativo.

3. (x,,¥,) € Ds é ponto de méaximo absoluto de f <

f(x,y) <f(x,,¥), vV (x,y) € Ds. Entdo f(x,,y,) chama-se valor
maximo absoluto

4. Valem analogos para minimo (troque as desigualdades)
5. Pontos de maximo ou minimo relativos sao ditos pontos
extremos relativos e os valores de f nesses pontos sao ditos
valores extremos relativos. Analogo para absoluto.

6. Desigualdades estritas < extremos relativos estritos.



MAXIMOS E MINIMOS: CONSIDERE Z = f(X,y), (X,¥) € Ds

1. Ponto de maximo (ou minimo) absoluto € ponto de maximo (ou
minimo) relativo. A reciproca pode ser falsa.

2. Se existem os valores maximo e minimo absolutos, entao a
funcao é limitada. A reciproca pode ser falsa.

3. Se (x,,¥,) € Ds € um ponto de extremo relativo, Gnico numa
vizinhanga, entdo o conjunto de nivel f(x,y) = k, = f(x,,y,) é 0
conjunto unitario {(x,,y,)}-
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EXTREMOS DE f(X,y) =

1. Ny #0 < y = k(x®+ y? 4 1) possui solugéo (x, y) € Dy = R?
(YNy éareta y=0

(i) Para k # 0 tem-se x® + y? — % +1=0, complete quadrado
1 1 1 1 1
= — — ——<k<-—
T T = ge s g2 ks
2. Im(f) =[-1/2,1/2], Nij,2={(0,1)} e

N_1/2={(0,-1)}
Em particcular (0,1) e (0, —1) séo pontos de maximo e minimo
absolutos, respectivamente.

3.Para —1/2<k<0o0u0<k<1/2, N éa circunferéncia

Tyo_ 1 2 Ao 14K
Ty =Nt e = U5 = e
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DEFINICAO (PONTO CRITICO)

Considere uma fungéo z = f(x, y). Um ponto (x,, y,) no interior de

Dy € chamado ponto critico de f se as derivadas parciais

of of :
a(xo, Y,) € a—y(xo,yo) existem e se anulam.

TEOREMA (EXTREMOS E PONTOS CRITICOS)
Considere uma fungéo z = f(x, y) e um ponto (Xx,, y,) no interior

de Dy. Se (x,, y,) € um ponto de extremo relativo de f e as

ox
um ponto critico de f.

f f , ~ .
derivadas parciais 8—(xo,yo) e gy(xo,yo) existem, entdo (x,,y,) é

Observacdo: A reciproca desse teorema pode ser falsa.



xR
f(x,y) ={ X2+y?

se (x,y) #(0,0)
0,

= (0,0) é ponto
se (x,y)=(0,0)
critico mas nao € ponto de extremo relativo

o>



Sef(x,y)=|xly e v=(ab) = g—é(o, 0) = 0 pois
lalbt?, se t>0 )

h(t) = f(at, bt) = |at|bt = derivadas
—lalbt?, se t<0

direcionais se anulam em (0,0) mas n&o se trata de um ponto de

extremo relativo

o>



'DERIVADAS DIRECIONAIS NULAS % EXTREMO RELATIVO
Se f(x,y) = (2ly| = [x|)(lyl —2|x|) e V= (ab) coma,b>0=
h(t) = f(at, bt) = (2b|t| — alt|)(b|t| — 2a|t|) =

— (2b— a)(b—2a) 2 = (2b7 — 5ab + 2&) 2 — 8—‘;(0,0) —0

o>



EXTREMOS RELATIVOS DE  f(x,y) = x3 4 y® —3x -3y + 4

Solucao: Se f é diferenciavel, entdo os seus extremos relativos no
interior do seu dominio ocorrem em pontos criticos.

g)i(x,y) =3x2-3=0 e g;(x,y) =3y2-3=0

x=+1 e y==1

Os pontos criticos de f séo: (1,1), (1,—-1), (=1,1) e
(—1,—1) e estes sdo os Unicos candidatos a ponto de extremo
relativo de f em R?,
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EXTREMOS RELATIVOS DE  f(X,y) = xy e X ~2¥

Solucao: Se f é diferenciavel, entdo os seus extremos relativos no

interior do seu dominio ocorrem em pontos criticos.

g _ 9,2 —x2-2y? g _ . 2

o (V) = (¥ —2x%y)e e ay(x,y) = (x—4xy“)e
(i) y—2xty=y(1-2x°) =
(i) x—4xy? =x(1—-4y?) =
(i)iX:i\f ou y=0
> Se y =0, entdo x =0 e temos o ponto (0,0)

_X2_2y2

2 1 .
> Sex = i{, entdo y = iE e temos os seguintes pontos:
v2 1y (V2 1 v2a 1y o v2 1
2'2) \ 2 2)° 2’2 2’ 2

> Esses quatro pontos mais (0, 0) calculado antes s&o os Unicos
candidatos a pontos de extremos relativos.



DERIVADAS PARCIAIS DE ORDEM SUPERIOR

f(x,y) =4x3y° —3x%y% +y

g;(x,y) = 12x2y° — 6xy° g;(x,y) = 20x3y* —9x%y2 + 1
0?f 0?f
ﬁ(x, y) = 24xy° —6y° 8—}/2(X, y) = 80x3y® — 18x%y
2 2
8iafy(x, y) = 60x%y* — 18xy? 8?/6fx<x’ y) = 60x%y* — 18xy?
DEFINICAO

Se z = f(x, y) e suas derivadas parciais g;(x, y), g;(x, Y)

existem e sdo continuas em um aberto D ¢ R?, dizemos que f é
de classe C' em D. Se existirem e forem continuas todas as
derivadas parciais até ordem 2, dizemos que f é de classe C?.



A # i PODE OCORRER
oxoy " dyox
3

X
flxy) = X +y%

se (x,y) # (0,0)

0, se (x,y)=1(0,0)
yS(X2 +y2) o 2X2y3
of se (x,y) # (0,0
(X0 Y) = (X2 +y?)? S
Os se (X’y):(o’o)
3xy?(x? 4 y?) — 2xy*
of , se (X, 0,0
) [ (x,¥) # (0,0
0, se (x,y) =(0,0)
of O%f
a—X(O,y) =y= aan(0,0) =1e
of O%f
@(X,O) =0= 8x8y(0’0) =0



TEOREMA (SCHWARZ)

Se z = f(x, y) € uma fungéo de classe C?> em um aberto Dy, entdo
o2f o

B 6y( y) = Byox ———(x,y) se verifica para todo (x, y) € Dy.

A matriz abaixo, chamada matriz
hessiana, é simétrica

6)2"()( y) azf( y)
2 )
Hxy) = g)z(f agzafy

ayax Y)Y



A HESSIANA DE UMA FORMA QUADRATICA

f(x,y) = ax® +2bxy + cy? |=|(x,y) <Z 2) (;)

of of
a—x(x, y)=2ax+2by e @(x, y) = 2bx +2cy
Matriz Hessiana
ﬁ(x ) ﬁ(x )
’ o2 f 2 f ob 2¢
8an(X’y) aiyg(xiy)
O determinante da matriz Hessiana | det(#)(x, y) = 4(ac — b?)




HESSIANA E FORMAS QUADRATICAS

o3 )

a—f(x,y) =2ax+2by e g;(x,y) = 2bx + 2cy

ox
2a 2b

Matriz Hessiana H(x,y) =
= Hxy) <2b 2c>

det(H)(0,0) = 4(ac — b%)
f(x,y) = ax® + 2bxy + cy? = a(x2+23b,xy+2y2) —

—a((x+2r) +(2-5) 1) -

a (X+b )2+ac—b2 2
a’ 2 7




PROPOSICAO (EXTREMOS DE UMA FORMA QUADRATICA)

Se (a,b) e (b,c) néo séo co-lineares, entdo (0,0) é o Unico
ponto critico de | f(x, y) = ax® 4 2bxy + cy?| e valem:

2 2
O Se 0 f(O 0)=2a>0 <ou 0 Z(O 0)—20>O> e
dy
det(H)(O, 0) = 4(ac — b?) > 0, entdo (0,0) é ponto de
minimo. ,
(9 f o<f
0 Se (00)_2a<0 <0u a}/2(00)_20<0>e
det(?—[)(O, 0) = 4(ac— b?) > 0, entdo (0,0) é ponto de
maximo.
© Se det(#)(0,0) = 4(ac — b?) < 0, entdo (0,0) é ponto de
sela.

O det(#)(0,0) = 4(ac — b?) = 0, ocorre apenas se (a,b) e
(b, c) sdo co-lineares.



FORMAS QUADRATICAS

f(x,y) = ax® + 2bxy + cy?

|
o

x

FIGURA: Minimo,

FIGURA: Sela, FIGURA: Degenerada,

d 0,0) >0
det(#)(0,0) <0, det(#)(0,0) = 0, aet>(7;>( )>0e
Fx.y) = xy f(x,y) = (x— y)? :

f(x,y) = x*+y?




EXTREMOS DE f(X, y) = x? + 4xy — 5y?

%(X,Y) =2x+4y e S;(X,y) =4x —10y = (0,0) é ponto critico
unico

> x?44xy —5y%2 = (x +2y)? — y?> = (0,0) é ponto de sela.
EXTREMOS DE  f(X,y) = x? + 2xy + 22

g—)f((x,y) =2x+2y e g}f/(x,y) = 2x + 4y = (0,0) é ponto critico Gnico

> X2+ 2xy +2y2 = (x +y)?+ y? = (0,0) é ponto de minimo.

EXTREMOS DE  f(X,y) = X2 + 2xy + y?

of of <
a(x,y) =2x+2y e a—y(x,y) = 2x + 2y = (x, —x) sé@o pontos
criticos.

> X2 +2xy +y2 = (x +y)? = (x, —x) s&o pontos de minimo.



PROPOSICAO (CLASSIFICACAO DE PONTOS CRITICOS I)

Sejam z = f(x,y) uma fungéo de classe C? no aberto Dy e

(X,5¥,) € D, um ponto de minimo relativo de f, entao
*f o2f
W(Xo’yo) >0 e W(Xo’yo)zo
Se (x,,¥,) € Df, € um ponto de maximo relativo de f, entdo
o?f o?f
W(Xo’yo)go € 87}/2()(0’}/0)30

1. (0,0) é ponto critico de f(x, y) = x2 + x3y + xy® — y? mas
o f o f .
o -=5(0,0) =2e 8y2(0 ,0) =—-2=-(0,0) é ponto de sela.
2. Nao vale a reciproca: (0,0) é ponto critico de
2f 2f
f(x,y) = x®+ 4xy + y? com %(O 0)=2e gy (0,0) =2 mas
(0,0) nao é ponto de minimo e nem de maximo, é ponto de sela.



TEOREMA (TAYLOR COM RESTO DE LAGRANGE)

Se z = f(x, y) € C? no aberto D; que contém o segmento de
(x,,¥,) até (x, y), entdo existe (X, §) neste segmento tal que:

1(%,9) = FOt ) + 53,06, 16) (X = 3) + 05, 3y = ) +

1/0°%fF,_ _ 5 9’f .
+ 5 (GNP + 25 @)X =R)(y — 1) +

2




TEOREMA (CLASSIFICACAO DE PONTOS CRITICOS II)

Sejam z = f(x,y) uma fungéo de classe C? no aberto Dy e

(X,,¥,) um ponto critico de f em Dy, entdo valem:

o°f o°f
0 Se ——5(X,Y%)>0 [ou ——(x,¥)>0] e
ox oy

det(H)(x,,y,) > 0| entdo (x,,y,) é ponto de minimo.

0?f 0°f
9 Se W(Xo,y0> < O (Ou 87}/2()(0,}/0) < 0) e

det(#)(x,,y,) > 0| entdo (x,,y,) € ponto de maximo.

© Se |det(H)(x,,y,) <0|entao (x,,y,) € ponto de sela.
© | det(H)(x,,y,) = 0| INCONCLUSIVO.




EXTREMOS DE f(X, y) = x3 — y2 + xy

of s of .
oY) =3y e a—y(x,y)— 2y + x

3x2+y =0
4 = 6x2+x=0 =(0,0) e (—¢ —15)
—2y+x =0

Matriz Hessiana = H(X,y)=<61X 12>

det(#)(0,0) = -1 <0 = (0,0) é ponto de sela.

(M) (5.~ 75)

maximo relativo.

1 1
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EXTREMOS DE f(x, y) = x3y + xy? — xy

Célculo dos pontos criticos

of

@;(X,y)=3xzy+y2—y=(3xz—1+y)y =0
=

gy(x,y):x3+2xy—x:(x2+2y—1)x =0

i)y=0=(0,0), 1,0), —-1,0) ou

() (0,0), (1,0), ( )

V5 2

(ii)y=-3x2+1=(-5x2+1)x =0 = (0,1), (?,5

2.3

) e

2 —
Matriz Hessiana = H(x,y) = ( 6xy 3x= 42y 1)

3x%+2y —1 2X



EXTREMOS DE f(X, y) = x3y + xy? — xy

’H(0,0):(_? _(1)> H(—1,0):<2 _Z)

0 2 L C
H(1,0) = HR.H= B, .2

2 2 : o

0 1 5 2 _122\5/5 %
H(0,1) = H(=%5) = 2 25

L 5 %

det(#)(0,0), det(#)(1,0), det(*)(—1,0) e det(#)(0,1) séo
negativos = pontos de sela.

det(#)(v5/5,2/5) e det(H)(—v5/5,2/5) s&o positivos
= pontos de extremos, minimo e maximo relativos.
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EXTREMOS RELATIVOS DE f(X, y) = x3 + y3 — 3x — 3y EM R?

f diferenciavel = extremos relativos em IR? s&o pontos criticos.

of a2 _ of 2 o
a—x(x,y)_Sx 3=0 e @(x,y)—Sy 3=0=

x==x1 e y=41
pontos criticos de f sdo: (1,1), (1,—1), (—1,1) e (—-1,—1) (s&o
0s Unicos candidatos a ponto de extremo relativo de f em IR?).

H(x,y):<6; 60y> ¢%(1,1):<s g),7—1(1,—1):<g _06>
—6 0

H(—1,1) = <o 6), H(-1,-1) = <_06 _06> =

(1,—1) e (—1,1) sao pontos de sela, (1, 1) é ponto de minimo
relativo e (—1,—1) é ponto de méximo relativo.



< P «F > «E>» (E>» = o v
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EXTREMOS RELATIVOS DE f(X,y) = xye ™ ~2" EM R?

f diferenciavel = extremos relativos em R? s&o pontos criticos.
of of
oX oy
{y— 2x%y = y(1 —2x2

)
X —4xy? = x(1 —4y?) =

(x.y) = (y—2x%)e ™2 e _—(x,y) = (x—4xy?)e ™%

= () y=0=p; =(0,0) ou

2



2 2
EXTREMOS RELATIVOS DE f(X,y) = xye ™ ~2" EM R?

_ 2xy(—3 +2x?) (=1 +2x2) (=1 +4y%)\ 2 50
Hixy) = ((—1 +2x2)(—1 + 4y?) 4xy(—3 +4y?) ) e
=H(p1) = (? é) H(p2) = H(ps) = <_(\)/§ _20\@) e 2,

H(ps) = H(ps) = (? 20ﬂ> e~?

p1 € ponto de sela, p> e ps sdo pontos de maximo relativo, p3 e ps
sao pontos de minimo relativo.






TEOREMA (WEIERSTRASS)

Seja z = f(x,, ..., X,) uma fungdo continuaem D C R". Se D é

compacto, entdo f assume os seus valores maximos e minimos
absolutos em D.

//yaafé%




EXTREMOS ABSOLUTOS DE UMA FUNCAO f, DE CLASSE C', EM
UM COMPACTO D CONTIDO NO SEU DOMINIO Dy

1. ache os pontos criticos de f no interior de D (sem classifica-los)
2. se a fronteira de D é da forma g(x, y) = k, ache os pontos
criticos de g nessa fronteira (possiveis “bicos” da fronteira).
3. ache os pontos da fronteira que satisfazem:

?f (Pty---sPn) = )\?g(ph ey Pn) teorema abaixo
4. Avalie f nos pontos e escolha os valores max. e min. absolutos.

TEOREMA (MULTIPLICADORES DE LAGRANGE)

Sejam z = f(xy,...,Xn) € z=9(X1,...,Xn), fungdes C' numa
vizinhanga de (p1,...,pn). Se (py,...,Pn) € ponto de extremo
relativo de f sujeito a restricéo g(x, ..., Xn) = K, entdo

?f (P1s---sPn) _)\?g(ph...,pn), para algum A € R ou
Ya(pr.....pn) = (0....,0)



Y. g(x,y) =k

=k
Yot~
[ M Vi(p)
i X
XO
nao é ponto de extremo
y
=k

) 0
ponto de minimo n&o é ponto de extremo



MAXIMIZANDO FUNCAO LINEAR  f(Xx,y) = a+ bx+cy

y y

ﬁf(x,y) ﬁf(x,y)




EXTREMOS DE FUNCAO LINEAR  f(X,y) =5—3x+4y

no triangulo D de vértices (0,0), (4,0) e (4,5)

1. Vf(x,y) = (=3,4) = 3 extremos no interior do triangulo.

2. Lado (0,0) a (4,0) é conjunto de nivel de g{(x,y) = y, mas
Vi(x,y) = (~3,4) e Vgi(x,y) = (0,1) séo LI

3. Lado (4,0) a (4,5) é c on junto de nivel de go(x, y) = x, mas
Vi(x,y) = (-3,4) e Vg1 (x,y) = (1,0) sdo LI

4. Lado (0,0) a (4,5) é conjunto de nivel de g3(x, y) = 5x — 4y,
mas ef(x,y) =(-3,4)e €g3(x,y) = (5,—4) sdo LI
conclusao: ?f(x,y) e €g1 (x,y) ndo sao co-lineares = ndo ha
extremo no interior do lado y = 0. Analogo para os outros lados.
Resulta que os Unicos candidatos a extremos sao os vértices.

> f(0,0) =5, f(4,5) =13 e f(4,0) = -7 = (4,5) é ponto de
maximo absoluto e (4,0) é ponto de minimo absoluto.



outf+J=

Click  point to see its normal

Ha




EXTREMOS DE FUNCAO LINEAR  f(X,y) =5—3x+4y

na regiéo D, limitada por x2 +4y? = 4

1. pontos criticos de f no interior ndo existem pois

ﬁf(x’.y) = (_35 4)

2. pontos criticos de g(x, y) = x? + 4y? na fronteira nao existem
pois = Vg(x,y) = (2x,8y)

3. pontos da fronteira com Vf(x,y) = AVg(x, y)

-3 =2X\x -3 =2\x A#0

4 =8\y = -8\ =24\y ={x=-3y

X2+ 4y2 =4 xX24+4y2 =4 y = iz‘ﬁ
6vV13 2V13 6v13 2V13

conclusdo: p; = (T’ _T) epo=(——pr 3 13 — &) séo

os Unicos candidatos.



EXTREMOS DE FUNCAO LINEAR  f(X,y) =5—3x+ 4y

na regiéo D, limitada por x2 +4y? = 4

4. Avaliando: f(py) =5—2V13 e f(p2) = 5+ 2v/13 = Portanto
P> & ponto de maximo absoluto e p; é ponto de minimo absoluto.

j X 1
/
X
toseeits normal

[m] =

~

i
)
ye)
0]



EXTREMOS DE f(X,¥) = xy EM (x —1)2 +y? <1

1. pontos criticos de f no interior ndo existem pois
=VH(x,y) = (y,%) = (0,0) = (x,y) = (0,0)

2. pontos criticos de g(x, y) = (x — 1)2 + y? na fronteira ndo
existem pois :?g(x,y) = (2x —2,2y) = (0,0) = (x,y) = (1,0)

3. pontos da fronteira com ?f(x,y) = A?g(x,y)

y=2\x-1) Xy =2\ x—1)x
X =2)\y = Xy = 2)\y2 =
(x=1)2+y2=1 (x=1)2+y2 =1

() A=0=(x,y) = (0,0) ou (i) (x—1)x=y?=

NI w
U

(x=12+(x—1)x=1=2x>-3x=0 =x=0o0uU x =



3 V3 3
P —.(0, 0, P2=(5 %) eps=(5
candidatos.

V3
2
4. Avaliando: f(py) =0, f(p2) = ¥ e f(ps) = —¥ =

) sdo os Unicos

p> é ponto de maximo absoluto e p3 € ponto de minimo absoluto.

(wwl
-

u]
1)
1}

n

o>



EXTREMOS DE  f(x,y) = 2x% + xy +2y? EM x° +4y? < 4

1. Pontos criticos de f no interior = p; = (0,0) pois

Vi(x,y) = (4% + v, x + 4y)
2

f
> det(H)(0,0) = 15 > 0 & %(0,0) —450-
p1 € ponto de minimo relativo de f (essa classificacdo nao é

necessaria para o calculo dos extremos absolutos)
2. pontos criticos de g(x, y) = x2 + 4y? na fronteira ndo existem
pois ?g(x,y) = (2x,8y)
3. pontos da fronteira com ?f(x,y) = /\?g(x,y)
4x 4+ y = 2)x 16xy + 4y? = 8\xy
X+4y =8\y = x2+4xy = 8\xy = 12xy + 4y? = x?
X2 +4y2 =4 x2+4y? =4



1—2y2
=3xy+2y2=1=x= 4

3y
_ 2 4
14}9/}/:_4}/_|_4y2:4:>1—4y2+4y4+36y4:36y2:>
40y* —40y2+1=0 = yz:w
1 1
:>X2:4_4y2:4_‘10:t2\/ﬁ:>x2:0:':g\/70

10-3v10 _ [10+43vf0 , . [10+3Vi0 _ [10-3Vi0
(i\/ : ,i\/ Tl (i\/ 5 ’i\/ 20



2y? = 3% ”10’ 2x

2_1210423\/10
N 30
4. Avaliando: 2x2 4 xy +2y? =

_ SV
150 £ 2710 3v10
30 +

30

o>



EXTREMOS DE  f(x,y) = 2x3 +y* EM x% + y? <1

1. pontos criticos de f no interior = p; = (0,0) pois

V(x,y) = (6x2,4y°).

> det(#)(0,0) = 0 e nada podemos concluir através do critério de
classificacao de pontos criticos. No entanto notamos que

f(x,0) = 2x3 e entdo concluimos que (0,0) n&o é ponto de
extremo ( classificacdo nao-necessaria para o calculo dos
extremos absolutos).

2. pontos criticos de g(x, y) = x? + y? na fronteira ndo existem.
3. pontos da fronteira com ?f(x,y) = A?g(x,y)

6x% = 2)\x 6x%y = 2\xy
ou {4y3 =2y =S4xy? =2\xy = 6x%y =4xy’=

X2 4 y2 =1 X2 4 y? =1



EXTREMOS DE f(X,y) = 2x® + y* EM x%+ y? <1

() x=0=pz=(0,1)eps=(0,-1) ou

(i) y=0=ps=(1,0)eps =(-1,0) ou

(i) y S?X:x +3?X:1:>2x2+3x—2:0:> X=-2
(fora da fronteira) ou x =1/2=p, = (1/2,+V3/2)

4. Avaliando: f(py) =0 f(p1) =0, f(p2) =f(p3) =1,

f(ps) =2, f(ps) = -2, f(p,) =f(1/2, —\/5/2) =25/16

p4 € ponto de maximo absoluto e ps é ponto de minimo absoluto.



&)




EXTREMOS DE f(X, y,z) = ye *t? EM 9x? + 4y? + 362% < 36

1. pontos criticos de f no interior ndo eX|stem pois
?f X y, ye —X+ Z, efx+z’yefx+2)

2. pontos criticos de g(x, y,z) = 9x2 + 4y + 3622 na fronteira
nao existem pois ?g(x,y, z) = (18x,8y,72z)

3. pontos da fronteira com ?f(x,y, z) = )ﬁ)g(x,y, z)

—ye X% = 18)\x

e X2 = 8)\y

ye XtZ =72)\z

9x2 + 4y? + 3622 = 36

= 1447° + 362z + 3622 =36 = 36(522 +z—1) =0 =

_—14+v21 X_4—4\E 5 e e —1+v21
~ 710 T 10 y= 10

18 A\x = —72)\z = x = -4z
= {8)\y? = —18)\x = 4y?> = —9x = 36z
9x2 +4y? +362% = 36




—1+v21
10

EXTREMOS DE f(X, y, 2) = ye *tZ EM 9x® + 4y? + 362° < 36
pi = (=23

—1 21. 4-—-4v/21 —1 21 -1 21
L) pe = (AL, -3y AL, SR
3-3v21

4. avaliando: f(p;) = 3\/ —15¥2le

10

. R
 f(p2) = =8/ 2 e 10
p1 € ponto de maximo absoluto e p» é ponto de minimo absoluto.

X



CAIXA RETANGULAR SEM TAMPA DE VOLUME MAXIMO

area superficial 27cm?

A(x,y,z) = xy +2xz+2yz = 27

V(x,y,z) = xyz
yz=\y+2z) xyz = A(xy + 2xz)
Xz = \Nx+2z Xyz = \(xy +2yz

( ) az0e Y (xy +2yz)
xy = \2x +2y) Xyz = \(2xz + 2yz)
Xy + 2xz +2yz = 27 Xy +2xz 4+ 2yz = 27

2xz2 =2yz=xy =9

2xz =2yz = Xy = { = (3,3,3/2)

X=y=2z

[m] = = = = o>



PERDA DE CALOR MINIMA

volume total 1000 f¢®

V(x,y,z) = xyz = 1000

T(x,y,z) = 6xy +6xz+6yz

6y +6z=\yz
6x + 6z = \xz
6Xx + 6y = Axy

6xy + 6xZ = A\xyz
6xy + 6yz = \xyz
SA£Q e QY TRYEEMY

6xz +6yz = Axyz
xyz = 1000 xyz = 1000

XZ=yz=xy= x=y=z= (10,10,10)




PARALELEPIPEDO DE VOLUME MAXIMO

vértices (x, y, z) no paraboloide

9, y,2) =x2+y?+z=4

V(X’ysz) - 4XyZ

4yz = 2)\X 4xyz = 2)\x?
4xz — 2\ 4xyz = 2\y?

/ =A#0¢e v v =
4xy = \ 4dxyz = \z
X2+y?+z=4 X2+y2+z=4

2x2 =2y =z= 4x>=4= x=1,y=1ez=2
> vértices (£1,+1,0) e (£1,+1,2)



