DERIVADAS PARCIAIS E DIFERENCIABILIDADE

Edson Vargas

Universidade de Sao Paulo



EXISTENCIA DE MAXIMOS E MINIMOS E CONTINUIDADE

Continuidade € importante para garantir a existéncia de extremos
absolutos mas nao é suficiente.

A seguir ilustram-se situagcoées em que o valor maximo (ou minimo)
absoluto n&o é atingido.

y 0 x

Dominio aberto Dominio aberto
Nao assume valor maximo Nao assume valor maximo



Descontinuidade

Nao assume valor minimo

Dominio nao é fechado

Nao assume valor maximo



DEFINICAO

Um conjunto D ¢ R? é chamado compacto quando é limitado e
contem a sua fronteira (ou bordo).

Exemplos:

1.D={(x,y) eR2: -83<x<2e1<y<2}écompacto.

2. D={(x,y) € R?: x? + y? < 4} é compacto.

3. D={(x,y) € R?: x? + y? < 4} ndo é compacto.

4. Regido limitada por curvas fechadas e sem auto-intersecéo e
inclui estas curvas



TEOREMA (WEIERSTRASS)

Seja z = f(x, y) uma funcéo continuaem D c R2. Se D é
compacto, entdo f assume os seus valores maximos e minimos
absolutos em D.

1 y Aeios J‘/»' /



DEFINICAO (DERIVADA PARCIAL)

Dados uma fungéo z = f(x, y) e (x,, y,) € Dy, consideramos a
fungéo (de uma variavel) g, (x) = f(x, y,) . A derivada g/(x,),
quando existe, é chamada derivada parcial de f em relagao a x no
ponto (X, Y,)-

~ of
Notacoes: 8—X(xo,y0) ou Oxf(x,,y,) ou fx(x,,Y,)
Observacao:
of _ =l B f(vao)_f(meo) _
87(X0’y0) = g1 (Xo) - XILIT)](O X — Xo =
- I|m f(Xo+hayo)_f(Xovyo)’
h—0 h

quando este limite existe.



DEFINICAO (DERIVADA PARCIAL)

Dados uma fungéo z = f(x, y) e (x,,y,) € Dy, consideramos a
fungéo (de uma variavel) g,(y) = f(x,, y) . A derivada g, (y,),
quando existe, é chamada derivada parcial de f em relagéo a y no
ponto (X, Y,)-

~ of
Notagoes: @(xo,yo) ou dyf(x,,y,) ou f(x,,¥,)

Observacgao:
8f A T f(Xovy)_f(XO’yO) _
gy Por¥o) = G lVo) = JIly = ) T
— lim f(x,, ¥, + h) — f(x07y0)7
h—0 h

quando este limite existe.



AS DERIVADAS PARCIAIS DE f(x,y) = x2 — y® EM (

1,1)




DERIVADAS PARCIAIS EM (1,0)

~3/2 gsin(x?y)

f(x,y) = x(x* + y?)




EXISTENCIA DE DERIVADAS PARCIAIS =;$> CONTINUIDADE

Xy

f(X y)_ ma se (X>y)7!(070)

0, se (x,y)=1(0,0)
of of of of
— = - _ = - R =i — =7
8x(0’0) 0; a}/(070) 0; 8x(1’0) 0e ay(1’0) !
_ Y
9= 12 7ol
of R e A s of

A (RS N (ES I A

Observacdo: f possui derivadas parciais em relagdo a x e y em
(0,0), mas nao é continua em (0, 0).



ILUSTRACAO

Xy
—5 &5, S€ (va)?/(o,o)
f(X,y) = X2+y2
07

se (x,y)=(0,0)

DA



EXEMPLO

X2 —y?

oy = Veyz e 700

0, se (x,y)=1(0,0)

X2—y2

- Xy a2 0
im fXN =0y T X ry?
x—0 X X0

of

> a(oay) =—y




DEFINICAO (DERIVADA DIRECIONAL)

Dados uma fungéo z = f(x, y), um ponto (x,, y,) € Df e um vetor
unitario v = (a, b), consideramos a fungéo (de uma variavel)

h(t) = f(x, + at, y, + bt). A derivada h’(0), quando existe, é
chamada derivada direcional de f em relagdo a v no ponto (x,, ).

. . of
Notagao: ﬁ(xo, Yo)-

Observagio: a—i(xo,yo) = h’(0) = lim fx + at, ¥, + bb) = 1%, ¥o)
ov t—0 t

quando este limite existe.

= of of

Se V=(170):> W(X()?yo):a(xoayo)
= of of

Se V=(071):> ﬁ(xo?yo)= @(Xovyo)



EXISTENCIA DE DERIVADAS DIRECIONAIS 3@ CONTINUIDADE

xy?

f(X y)= mv se (X7y)#(070)

Oa se (X7y)=(0’0)
of of of _ s
— = — = N =‘? = s 2
6x(0’0) 0, 8y(0’0) 0e 6\7(0’0) ? (v =(a,b) € unitario)
. ab?ts ab2
seja h(t) = f(at,bt) = PR - R bR quando a # 0.
ab’t 0 , ,
of e @+ b abs  b°
g0 = O = iy FERE =l o b =
Exemplo:
DSGV=@f 8f(00) v2
ov 2
> sevV= (1 f af(O 0) = 3

2’ 2 ov 2



EXISTENCIA DE DERIVADA DIRECIONAL #> CONTINUIDADE

também nao garante relagao entre g—)f((xo, Yo), 8_(X°’ Yo) €
oV

(X0, ¥0), € plano tangente pode nao Existir

Q>



CONTINUIDADE + EXISTENCIA DE DERIVADAS DIRECIONAIS

_ 0 of
=~ RELACAO ENTRE a_x(x°’y°)’ 8_y(x°’y°) E 8—\7(x0,y0) E
PLANO TANGENTE PODE NAO EXISTIR

f(x.y) =
2
ey XN #00
0, SC(X,y)=(0,0)

ab?t

of
a2 + b? ov

V = (a, b) unitario = f(at,bt) = =ab’t= -=(0,0) = ab?



RETA TANGENTE E APROXIMACAO LINEAR PARA V¥ = f(X)

m P(x) = f(x,) + A(x — X,)
m E(x) = f(x) — P(x)
a lim =% _g
X=Xy X — Xo
. f(x) — f(x,) — Alx — x;) 0
X — X, X=X,
) = ) _

| |
L
-
/-:
X

|
3

P(x), aproximacao linear de f

X em Xx.
m y = P(x), reta tangente ao
gréafico de f em (x,, f(x;)).



e relacao entre elas

PLANO TANGENTE E APROXIMACAO LINEAR PARA Z = f(X, )
controle em todas as direcoes, existéncia de derivadas direcionais




DEFINICAO (DIFERENCIABILIDADE)

Sejam z = f(x,y) e (X,,Y,) no interior de Dy, dizemos que f &
diferenciavel em (x,, y,) se existem A, B € R tais que:

f(va) = f(Xoayo) +A(X _Xo) + B(y_yo) + E(X7y)

satisfaz: lim Elx,y) =0

CenF00) f(x = x)2+ (v — ¥,)2




LEMA (DIFERENCIABILIDADE =- CONTINUIDADE)

Se z = f(x, y) e diferenciavel em (x,, y,) € D¢, ou seja, se
f(x,y)=1f(x,,y,) + Ax — x,) + B(y — y,) + E(x, ), para todo
E(x,y)

(x,y) proximo de (x,, y,) e lim =0
XY= (%.%) \/( X—X)2+(y—¥,)2
entao lim f(x,y) = f(x,,y,) e f écontinuaem (x,,Y,).
(xY)=(x%y:¥,)

Prova. Por hipotese (x,,y,) € D e f(x,,y,) estd bem definida.
(X .y)_f(x()?yo) (X X) B(y_.yo)

lim _0=
) \/(X = X)2+ (Y = ¥,)?
= lim fx,y) — f(x.,y.)— A(x —x,) — B(y — _0-—
(x7y)—>(x0,yo)[ (X ) = 0%, o) ( 5) v -]

= lim f(x,y) = f(x,,
L (X, ¥) = (x5, ¥o)



LEMA (DIFERENCIABILIDADE = DERIVADAS DIRECIONAIS)
Se f(x,y) =f(x,,y,) + A(x — x,) + B(y — y,) + E(x, y), para todo

(x,y) préximo de (x,,y,) e  lim E(x,y)
e T

g(xo,yo) =aA+bB.

=0,

entdo, para todo V = (a, b) unitario vale que

ov
: of of
Em particular a—x(xo,yo) =Ae 87/()(0,}’0) =B
Prova. f(x, +at,y, + bt) — [f(x,,y,) + Aat+ Bbt]| L 0-
(@2 + b2)P2 =0
M +at vy + b = 1%, %) ~(aA+bB)| — 0=
t taoaf
N . :>afa‘7(xo,yo) =aA+bB
Em particular: W(xo,yo) = aa(xo,yo) + b@(xo,}’o) 0



f E DIFERENCIAVEL EM (0,0)?
xy®
——, se (x, 0,0
ey o] agp ® ENF00
0, se (x,y)=(0,0)

£(0,0) = 0, g)':(o,O)=o e S;(0,0)=O:>P(x,y)=0

E(x,y) = f(x,y) — P(x,y) = f(x, )
xy®

E(x,y) _ x2+y% _ Xy

\/x2+y2 \/x2+y2 \/x2+y2(x2+y2)

2
= XYy — 0 = f é diferenciavel em (0,0)

/X2 + y2 (x2 + y2) x¥)=(0,0)

3




f E DIFERENCIAVEL EM (0, 0)

i
fx.y)=q X2+y%

se (x,¥)#(0,0)
0,

se (X’y) = (0’0)

Q>



Z = f(x, y) E DIFERENCIAVEL EM (0, 0)?

b

BB

XY———, se (X, 0,0
fx.y) = oy (x,y) #(0,0)

O, S€ (X,}’) = (0’0)

of of
f(0,0) =0, a—X(O,O)=O e @(0,0)=0éP(x,y)_0
E(x,y) = f(x,y) — P(x,y) = f(x, )

-
Exy) _Vxayt Py
\/x2+y2 \/x2+y2 \/x2+y2(x2+y2)
Xy x? Xy y>?

= — — 0=
/X2 + y2 (X2 + y?) /X2 + y2 (x2 + y2) (x¥)=(0,0)

= f é diferenciavel em (0, 0).



z = f(x, y) E DIFERENCIAVEL EM (0, 0)

X2 — P
e 1) = Xyma se (x,y)#(0,0)
0, se (x,y)=1(0,0)




f E DIFERENCIAVEL EM (0, 0)?

X2y
e, 1) = ma se (x,y)#(0,0)

Oa S€ (Xv y) = (o’ 0)
of of
= e = =z = P -
0,00=0, 51(0.0)=0, £70,0)=0¢ Plxy)=0

Seja V =(a,b) unitariocom a#0 =

E(at,bt) _ f(at,bt) abt @bt
Var+brz |t (@r+ bt (@2 + bRt
b, se t>0
— =

=01 _p, se t<O

= f nao é diferenciavel em (0, 0)



f NAO E DIFERENCIAVEL EM (0, 0)
2
X

fx,y) =

m, se (x,y) #(0,0)
0,

se (X,}’) = (0,0)




EXEMPLO: DECIDA SE f E DIFERENCIAVEL EM (0, 0)

0@ s ysen (i) s (x) £(0,0)

0, se (x,y)=(0,0)

f(x,y) =

1
X2 sen <X2>, se x#0

> f é continua em (0,0) e f(x,0) =

0, se x=0
x%sen (45) —0
if(0,0) = lim (XZ) = lim xsen (12) =0
ox x—0 X x—0 X
20.00=0= Px.y)=0 e —CXN _
0 /
y X2+ y2

1

(x? + y®) sen (X2+ 2) — 1
/x2 4 2 Xy sen <x2+y2> (x,y)——>(>0,0)

= f é diferenciavel em (0, 0).



PLANO TANGENTE E VETOR GRADIENTE

Se z=f(x,y) édiferenciavel em (x,,y,) € D; ent&o:

of of
0 P(Xay) = f(X07yo) + a(xouyo)(x _ Xo) + @(Xovyo)(y — .yo)
> aproximacao linear ou polindmio de Taylor de ordem 1

® O plano z = P(x, y) > plano tangente ao grafico
of of e
(3] <6x(X°’y°)’ a—y(xo,yo), 1) > vetor ortogonal ao grafico

= of of
0 vf(X()7.yo) = <8X(X07yo)7 @
O P(x,y) = f(x;, ¥,) + VI(Xy, Vo) -(X — X5, ¥ — ¥,)

g(x )_ag
gy o Yol = a5

(X, y0)> > vetor gradiente

of = =
(Xo7yo) + bi(xoayo) = vf(xoayo)'v

(6] 3y



GRADIENTE E DIRECAO DE CRESCIMENTO MAXIMO

Se z = f(x, y) é diferencidvel em (x,,y,) € Dy, entdo:

T f = L=
1. v unitario = 2\7(x0,y0) = VI(x,,y,)-V = ||[VI(x,,,)|.cos 6 =
€ maximo quando ¢ = 0 e minimo quando 6 = 7.

2. Se ﬁf(xo, Y,) # 0 e V é unitario, entdo a derivada direcional

of L VX, Y,)

(X,,¥,) € maximaquando v = e ent&o o seu valor

ov VA 1)
L . , Of = ﬁf(x V) o
maximo é —(x,, =Vix,y) =222 = |Vf(x,,
57 %0:Yo) = VI, %) NS IV, ¥,

3. Se ﬁf(xo, Yo) # 0 entdo o conjunto de nivel de f em (X5, ¥,) €
uma curva e é otogonal a ﬁf(xo, Y,)-



SEIA f(Xx,y) =2 — x?/4 — y?/9

a. Ache o vetor gradiente V£(1,1)

b. Ache o vetor unitario v tal que —=(1,1) € maxima

c. Ache a reta tangente ao conjun?o de nivel em (1,1)

d. Ache um vetor N, ortogonal ao grafico em (1,1,59/36)
e. Ache o polindmio de Taylor de ordem 1 de f em (1,1)
f. Ache o plano tangente ao gréafico em (1,1,59/36)

a. Vf(1,1) = (Sfu 1), 25(1,1)) = (—1/2,-2/9)

o_ VA1) /gy = 1
b. ¥ _HVfHII 2,/81/97 (~1/2,-2/9) = |/81/97 (-1,-4/9)

O valor maximo é

of V(1,1)
S=(1,1) = VE(1,1). 1H \/m_\/ﬁ

)



SEIA f(X,y) =2 — x?/4 — y?/9

c. Ache a reta tangente ao conjunto de nivel em (1, 1)
d. Ache um vetor N, ortogonal ao grafico em (1,1, 59/36)
e. Ache o polinbmio de Taylor de ordem 1 de fem (1, 1)

c. V(1,1) = (—1/2,-2/9) #0e portanto o conjunto de nivel em
(1,1) € uma curva ortogonal a ﬁf(1 ,1) e (x, y) estd na reta
tangente a essa curvaem (1,1) < (x — 1,y — 1) é ortogonal a

(—1/2,-2/9),ouseja: 9(x —1)+2(y —1)=0< 9x+2y =11
of of .
d. <8x(1’1)’8y(1’1)’_1> =(—1/2,-2/9,—1) é ortogonal ao
grafico. Escolha N = —-18(—1/2,-2/9,—1) = (9,2, 18)
of of -
e. P(x,y) = f(1,1)+a(1,1)(x— 1)+@(1,1)(y—1),ou seja:
> P(x,y)=59/36 —1/2(x —1) —2/9(y — 1)



SEJA f(x,y) =2 — x?/4 — y?/9

f. Ache o plano tangente ao gréafico em (1,1,59/36)
f.z=59/36 —1/2(x —1)—2/9(y — 1)

Q>



TEOREMA

Considere z = f(x,y) e (x,,¥,) no interiorde Dy. Se gf( X,y) e

@(x,y) existem em uma vizinhanga de (x,, y,) € sdo continuas
m (x,,Y,), entdo f é diferenciavel em (x,, y,)-

COROLARIO

Se z = f(x, y) é de classe C' em um aberto D (ou seja, existem

g;(x,y) e g;(x,y) e sao continuas em todo (x, y) € D), entédo f é

diferenciavel em D.

Exemplo: p(x,y) = x?y® — 3x3y + xy é diferenciavel em R? uma
vez que as derivadas parciais I —(x,y)=2xy° —9x°y +ye
of

8y(x ,¥) = 5x2y* — 3x3 + x sdo continuas em R2.



PROVA DO TEOREMA
VM
1.1, y) = 1%, ¥,) = F(x, y) — £(X,, ) + F(X,, ¥) — £(X,, ¥,) =
Tvm Of _ of ,

= o TN X —X)+ @(xo,y) V—=x)=

pelo TVM, X esté entre x e x, enquanto que y estaentre y e y,.
of of

2. f(X’Y) - f(Xoayo) - a(xmyo) (X - Xo) - @(Xovyo) (y - yo) =

= S = x)+ l NY — %) — 5 (5 ,) ()~

of
_aiy(xmyo) (y - yo) =

Usamos (2) para analisar o limite do quociente abaixo:
f(x,y)—P(x.y)=E(x.y)

106,3) = #0543, 10) = 50000 J6) (= ) = 5 0%, 1) (¥ = 30

&
VX = X)2 4y — )2




PROVA DO TEOREMA

A igualdade em (2) implica que:
f(x,y)—P(x.y)=E(x.y)

F,9) — F00, 1) — 2L,y (x — )—$Ummw—m

3. ox _
(X = X)2+(y — )2

[g;(i,y)—g;(xo,yo) (x —x,) + g;(xo,j/) _S;(Xov}’o) v —¥)
JV—%F+W—nF

> Como (X — %) e V=Y S0

V=02 (=2 X=X+ (y — )2
limitadas e as derivadas parciais gf( X,y)e g;(x,y) séo

continuas em (x,, y,), concluimos que o quociente em (3) tende a
zero quando (x, y) — (X,, ¥,). Entédo f é diferenciavel em (x,, y,). O



A RECIPROCA DO TEOREMA E FALSA

X2y2
———, se (X, 0,0
gy = d sy 5 0N #(0.0

0, se (x,y) #(0,0)

of of
f(070)=07 87(070)=07 @(070)=O:> P(X’y)=0
x,y) _fx.y)—Plx,y) _ x2y?

- = — 0
/Xz + )2 /X2 + y2 (X2 + y4)\/x2 + y2 ())=(00)
> f é diferenciavel em (0,0) mas a derivada parcial

2xy®
of ey o)) #(0,0)

oY) = é descontinua em (0, 0)
0, se (x,y) #(0,0)



PROPOSICAO (OPERACOES COM FUNCOES DIFERENCIAVEIS)

Se z = fi(x, y) e z = f(x, y) s&o diferenciaveis em (x,, y,), entdo:

= fi(x, y) k(x,y) sé&o diferenciaveis em (x,, y,).

Y)

O z-=
(X, y)
Em particular toda fungéo racional é diferenciavel em todo

0 z=filx,y)+hkx,y), z=Ff(xy) - hxy) e
(x,
fi(x,

é diferenciavel em (x,, y,), se f(x,,y,) #0.

ponto em que o denominador ndo se anula.



CONSIDERE f(X, y) = {/x2 + y*

a. Ache todos os (x, y) nos quais f é diferenciavel.

b. Ache o plano tangente ao grafico de f em (1,1, V/2).

c. Ache o vetor unitario v tal que g‘;u , 1) é maxima.

a g(x y) = S S g(x y) = _ A existem e
ox"’ 3/(x2 + y4)2 oy’ 33/(x2 + y4)2

sao continuas em todo (x, y) # (0,0). Portanto f é diferenciavel

em todo (x,y) #(0,0).

> Como f(x,0) = v/x2 nao é diferenciavel em x = 0 resulta que

of . : 5 .
87(0, 0) nao existe e portanto f ndo é diferenciavel em (0, 0).



CONSIDERE f(X, y) = {/x2 + y*

a. Ache todos os (x, y) nos quais f é diferenciavel.
b. Ache o plano tangente ao grafico de f em (1,1, V/2).

c. Ache o vetor unitario v tal que —=(1,1) é maxima.

ov
3 3
0. M- 2 Y2 o Mgy 4202
ox 3v4 3 y 3v4 3
/2 2v/2
z=\3@+£(x—1)+ \F(y—1) > plano tangente

3

c. V(1,1) = (*fé[) \33@(1 2) e |[Vf(1,1)|| = ff

. 1 of
= Vv=—(1,2) é& o vetor unitario com 1,1) maxima
(1,2 5z(1:1)
of = L V2 1 v2+/5
> W(1,1)—Vf(1,1)V—?(1,2)ﬁ(1,2)= 3



f(x,y) = Jx2+y*

Q>



TEOREMA (REGRA DA CADEIA)

Sejam z = f(x, y), diferenciavel no aberto D; e ~(t) = (x(1), y(t)),
diferenciavel em t € (a, b). Se trago(vy) C Dy, entdo z = fo~(t) é
diferenciavel em t € (a, b) e vale:

P = (rom)' (0= F1) (1) =
or L Of ,
- S YOI X() + Ty (B)y (0
COROLARIO

Nas condigdes do teorema acima, se v € uma curva de nivel de f e
Vi(y(t)) #0, entdo VF(y(t)) é ortogonal a ~'(t).



PROVA DA REGRA DA CADEIA

30 = (XY e A{to) = (xlto) Y() = (x5.o)
F06,3) = 10636) = 50000 J6) (0= %)+ 506 30) (7 = 1)+ Ex.9)

(1) — f(v(k)) = g)f(( (f)) (x (t)—X(To))+g;(7(to)) (v (1) = y(o)) +

V() (v(B)—(t,))

FE((0)
6(0) ~ 0(6) _ (1)~ 5(t)
2 = Vo) ( o )+
. EO®) H'y H\f—to\
17 () = (%)l f—l‘o t—1to
enao A0 (1) < (70)" (1) = T3 )+ (1)




EXERCICIO

Se f(x,y) = x €% e ~(1) = ({2 — t,sen (27)), ache gt(foy)(‘l)

—

VX, y) = (ex2‘4y2 +2x2eX % _8xy exz“”’z)

v(1) =(0,0), ~'(f)=(2t—1,2rcos(2xt)) e ~'(1)=(1,2m)

G (o)1) = T (1)2(1) = (1,0)(1,2m) = 1



Ache a reta tangente a curva de nivel em (2,0) e o plano tangente
ao grafico em (2,0,1) de f(x,y) = x?/4 — x?y — xy + y*/16

> VF(2,0) = (1,—6), entdo retatangente é (x —2) —6y =0€0
plano tangente € z=1+(x —2) — 6y




Seja f : R? — R, diferenciavel e tal que o seu gréfico contém os
tragosdefy (—t/2,t/2,t/2) e o(u)=(u+1,u,u+2+1/u),
u #0. Ache ﬁ 1/2,-1/2), onde V = (v2/2,v/2/2).

of 1 8f

1 1
t/2=f(—t/2,t/2):>§=?a— —t/2,t/2) + 28y —t/2,t/2)
1 1 of of
u+2+a=f(u+1,u):>1—?=a(u+1,u)+@(u+1,u)
= (1/2,-1/2) + 5-(1/2,-1/2)
—3_— (1/2,-1/2) +— 1/2,-1/2)

= Vf(1/2,-1/2) = (-2,—1) ese V = (v2/2, f/z
‘9f (1/2,-1/2) = ).(V2/2,v/2/2) = S\F



Sejam f(x,y) = xy e ~(t) = (ae' + be !, cel + de™!), onde tecR.
Assuma que (0) =(—1,3) e ~/(0) tem a diregéo e sentido do
vetor unitario v tal que ;;(—1,3) é maxima. Se [|y/(0)|| = V10

determine o ponto em que v cruza o eixo Oy.

GH-1.8)= (3, —1)= V= ——(3.—1) = ~'(0) = (3. 1) =

/10
a+b=—1 a=1
c+d=3 b=-2
= =el-2e1=0=e2=2=1t=InVv2
a-b=3 c=1
c—d=-1 d=2
> cruza o eixo Oy em y =e"V2 1 2e V2 NI W

7%



Seja z = f(x, y), diferenciavel em R?, cujo gréfico contém o traco
de ~(t) = (2,3 — t,4t%), t € R. Se o(t) = (t,t* + 1), t € R, é curva
de nivel de f, ache V(1,2) e o plano tangente ao grafico de f em
(1,2,4).

of of
29 n_a Ol 2 o 20 n_
> K283 -1) =48 = 2t (,3-1) - 8y(t ,3— 1) =8t
of of
t=1=2-(1,2) - ay(1,2)=8
of of
2 _ e 2 i 2 —
> f(t, t +1)—c0nst:ax(t,t +1)+2t8y(t,t +1)=0
of of
t=1=-(1,2)+ 2@(1 ,2)=0
= 1 16 8
Vi1,2) = 5(16, —8) e plano tangente z=4+€(x—1)—§(y—2)



COROLARIO (REGRA DA CADEIA)

Sejam z = f(x, y), diferenciavel no aberto D¢, x = g(u,v) e

y = h(u, v), diferenciaveis no aberto Dy. Se (g(u, v), h(u, v)) € Dy,
entdo z = F(u,v) = f(g(u, v), h(u, v)) possui derivadas parciais em
relacdo a u e v e valem:

OF of ag of oh
%(U, V) = 87(g(u’ V)7 h(U, V))%(Ua V) + @(g(['h V)a h(U, V))%(U, V)
OF of ag

f
W(ua V) = 87(g(u’ V)7 h(U, V))a(ua V) + gy(g(u7 V)a h(U, V))gC(ua V)



Ex: f=f(x,y)E C2EMR?E g(u, v) = uf(U?> — v, u+2v)

3x +5y = z + 26 é plano tangente ao grafico de f em (1,4, f(1,4)),

2f 2 2 2
OF 1 ay=2 1 ay21e 21,4y —1. calcule 29 (—2.3)

Oxoy ox? oy? oudv
a9 of of
1, U (P — iy 7
8VU/W uaxw mu+2W+2um”u V,U+2V)
9%g
2 Fuavt V) =
—E!(uz—v u+2vy—2u2§iiuﬁ—w/u+2v)—u i (UP—v, u+2v)
ox ’ Ox? ’ dyox ’ *
of  , , O2f 02f
28—y(u —V,u+2v)+4u 6x8y(u —v,u+2v)+2ua—y2(u —V,u+2v)
929

3. (-2,3)=—3-8+2+10+16+4 = 21

ouov



ACHE 0 PLANO POR P = (0,1,5) E Q= (0,0,6) QUE E
TANGENTE AO GRAFICO DE g(X, y) = x3y

N = (3x%y, x3,—1) é ortogonal ao grafico no ponto G = (x, y, x3y).
Ache (x,y) € R? tal que PGe QG sejam ortogonais a N, ou seja:
(i) (x,y —1,x3y —5).(8x%y,x3,-1) =3x3y + x3y — x3 — x3y +5=0
(if) (x, ¥, x3y — 6).(8x%y,x3,-1) =3x3y + x3y — x3y +6 =0
=33y =-6¢e x3+1=0 = (x,y)=(-1,2) = G=(-1,2,-2)
=—2+6(x+1)—(y—2)(ou (z=6x —y+6) > planotangente



EXERCICIO
C viaja para oeste a 80 km/h, B
~80 para o norte a 90 km/h e se
- C = x(t) aproximam da intersegao das
9| -7 rodovias. Se Cestaa0.4kme Ba
"B -y 0.3 km da intersecéo, qual a taxa
de variagcao da distancia de C e B?

x(t)=0.4-80t, y(t)=-03+90t e f(x,y)=\/x2+y2

of _ X of _ y ey
&(X7y)_ \/m7 ay(xvy)_ \/mv X(O)_ 80 e
Y0 =90 = T rx(t) yit)| _, = F1(x(0). ¥(0).(x'(0),y'(0) =

4 3



Seja f(x, y) = In(3x + 4y), onde (x,y) € R? e 3x +4y > 0. Ache 0
polinbmio de Taylor de ordem 1 de f em (—1,1) e calcule
f(—1.001,1.002), aproximadamente.

of 3 of 4 of 1)=3.

a*X(X,Y)=m, a*y(xa}’)=ma a(—‘l, )

of

@(—1,1)=47 f(—1,1)=0=P(x,y)=3(x+1)+4(y —1)

f(—1.001,1.002) ~ P(—1.001,1.002) = 3(—0.001) + 4(0.002) =
= 0.005



2 2
CONSIDERE f(x,y) =xe* 7

a. Ache (x, y) tais que f é diferenciavel em (x, y)
b. Ache o plano tangente ao gréfico de fem (1,1,1)
c. Ache a aproximacéo linear de f(1.01,1.002)

d. Ache o vetor unitéario v tal que 3\7(1 ,1) € maxima

of _ x2—y2 2 x2—y2 of _ x2—y2
a. ax(x,y)_e +2x°e e @(x,y)_—nye
existem e sdo continuas em R?, portanto f é diferenciavel em R2.
of of
L) =1, —(1,1) = o =—
b f(1.1)=1, 51, )=8 e F(11)=-2=

z=1+3(x—1)—2(y — 1) é o plano tangente ao graficoem (1,1, 1).



2
CONSIDERE f(X, y) = x <V

c. Ache a aproximagéo linear de f(1.01,1.002)
d. Ache o vetor unitario v tal que 2‘2(1 ,1) é maxima
c. Polinémio de Taylor de ordem 1 em (1,1) é:
Px,y)=1+3(x—1)—-2(y — 1) =
f(1.01,1.002) ~ P(1.01,1.002) = 1 + 3(0.01) — 2(0.002) =
=1+0.03-0.004 =1.026 > aproximagao linear
d. O gradientede f em (1,1) é ﬁf(1,1) = (3, —2) e o vetor
f Vi1, 1 1
amev= b _ 1 g

—(1,1 g v=— =
vtV V= SHi ) T VAs

of
> o5(1.1) = V13

unitario v que maximiza




