TEORIA DOS MODELOS: CONSEQUENCIA LOGICA

RICARDO BIANCONI

REsuMO. Temos usado muito diversas propriedades de consequéncia
l6gica. Explicitamos essas propriedades em exercicios.

1. INTRODUCAO

A formalizagao da argumentacao da matemaética reflete-se (ou é mo-
delada) na Teoria dos Modelos pela nogao de consequéncia légica. Essa
¢ uma maneira “algébrica” de visualizarmos as regras de deducao ma-
tematica.

2. CONSEQUENCIA Loécica

Definigao 1 (Consequéncia Légica). Seja I' um conjunto de L-férmulas.
Dizemos que v é consequéncia légica de I', se para toda L-estrutura
M = (M,...),etodoae€ M se M |=T(a), entdio M |= v(a), ou em
termos de funcoes, [[¢]]37(a) > min{[[y]]37(a) : v € T'}, para todas as
estruturas M = (M,...), e toda sequéncia a € M.

Notagao: A expressao I' |= 1 significa que ¢ é consequéncia logica
de I'. Se I' = @, entdo denotamos apenas = 1, e chamamos tal ¢
de validade universal. Se I'; e I's forem conjuntos de L-férmulas,
denotamos 'y UTy | ¢ por I'1,T's = 1) e, em particular, se 'y =

{b1,..., 0k}, escrevemos 'y, ¢p1,. .., P = 1.

Observagao 1. Apesar do uso ambiguo do simbolo “=” para a relagao
de satisfagao e para a nogao de consequéncia logica, seu uso nao causa
confusao, uma vez que fica claro o contexto em que sao usados.

Exemplo 1 (Modus Ponens e o Teorema da Dedugao). Mostremos
que I',¢ = 1 se, e somente se, I' = (¢ — ). (A implicagao “="
¢ o Teorema da Deducao, e “<", a regra logica de Modus Ponens,
também conhecida como Destacamento.)

Assumimos primeiramente que I', ¢ |= 1, ou seja, para todos os mo-
delos M = T'(a),¢(a), também vale que M | ¢(a). Para mostrarmos
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que I' = (¢ — 9), suponhamos que M = T'(a). Se também M = 1(a),
entdo, por hipétese, M = (a) e, portanto, M = (¢ — v)(a). Caso
contrério, se M [~ ¢(a), ou seja, M = (=¢)(a), o que implica que
M = (¢ = ¥)(a).

Reciprocamente, assumimos que M = (¢ — 1)(a).

Observacao 2. Em geral (mas nem sempre), para mostrar que I' |=
(¢ — 1), é mais conveniente mostrar que I', ¢ = 1 e depois apelar
para o Teorema da Deducao.

Exemplo 2 (Uso do Teorema da Dedugao). Para mostrar que |=
0 = (m = 0)] = [(¢p = ¢¥) — (¢ — 0)] (uma validade universal),
basta mostrar que [¢ — (¢ — 0)],(¢p — ©¥),¢ = 0 e apelar para o
Teorema da Dedugao (por trés vezes), para justificar que | [¢ —
(m = 0)] = [(¢ = V) — (¢ — 0)]. Assim, tomamos uma estrutura
arbitraria que satisfaga as trés férmulas antes do simbolo “E=" e mostrar
que ele também satisfaz a férmula 6.

De fato, suponha que M = I'(a), onde I' = {(¢ — (¢ — 0)), (¢ —
1Y), ¢}, e mostremos que M = 0(a).

Como, por hipétese, M = ¢(a) e M |= (¢ — (¢ — 0))a), temos que

M = (¢ — 6)(a) e, como M = (¢ — 1p)(a), temos que M |= v(a).
Isso implica que M = 0(a), como esperado.

Exercicio 1 (Propriedades Bésicas). Mostre que:

(a) se I' =4, entao I, ¢ = 9,
( .

F):gbeF):wse,esomentes I'E
[, ¢,1 = 0 se, e somente se, ', (¢ A
(pV

F,gb)z@ef‘,z/))zﬁ,entéof
seT,¢ = e T, (~¢) = o, entao I
[, ¢ = ¢ se, e somente se, ', (—1))
FF((wa) se, esomentesef):
se [’ I' =

Do, entio I = (V). e
(j) se F E (—¢), entao I' = (¢ — ).

Exercicio 2 (Validades Universais). Mostre que as seguintes férmulas
abaixo sao validades universais. O uso do Teorema da Deducao pode
ajudar aqui.

(a) (¢ = ) < ((—¢) V) (veja a solugao abaixo);
(b) (¢ =) = [(¥ = 0) = (¢ = 0O)];
(c) (¢ =) < [(-¢) = (—9)]

%L
@

)GFF(T/J—H?);

(¥ qﬁ) (para qualquer férmula
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(d) (¢ ) < [(@ A1)V ((=9) A(=¢))];
[~(¢ < )] < [¢ & (~0)];

(
V(¢ — )] — [(VW) (Yzg);
[ | = (¢ = (Vay)], se x & VL(9);
Exemplo 3. Temos que mostrar que = (¢ — ¥) <> ((—¢) V), ou, se
usarmos o Teorema da Dedugao e o item (h) do exercicio anterior, basta

mostrarmos que (¢ — ¥) = ((=¢) V ¢), e que ((—¢) V) = (¢ — ).
Comecemos com (¢ — ¥) = ((—¢) V). Acrescentemos as hipdteses
¢ e depois (—¢), e aplicamos o item (h) referido acima:
(¢p = ), ¢ = (por Modus Ponens);
(¢p — 1Y), 0 = ((m¢) V) (pelo intem (i) do exercicio anterior);
(¢ =), (=0) | (—9);
(¢ =), (=) = (=) V ¢); (novamente pelo item (i));
(¢ = ) E ((—¢) V) (pelo item (f) do exercicio anterior).

Agora tratamos da reciproca, ((—¢) V ¥) = (¢ — ). Para isso
usamos os itens (j), (b) e (e) do exercicio anterior:

L (=¢) |= (¢ = ) (por (j));
2 U= (¢ — 1) (por (b));
3. (=) Vo) = (¢ = ¢) (por (e)).

Observacao 3. A solucao desse exemplo serve para ilustrar o que
seria uma deducgao formal. Podemos argumentar usando a definicao
de “=”. Por exemplo, para mostrarmos que (¢ — ¥) E ((=¢) V 1),
tomamos uma L-estrutura arbitraria M = (M,...) e sequéncia a €
M?' e supomos que [[(¢ — ¥]]z7(a) = 1 e usamos a defini¢io dessa
fungao para concluir diretamente que [[((=¢) V ¥)]]37(a) = 1.

U w0 o

Exemplo 4 (Substitui¢do Livre). Sejam ¢ uma L-férmula e ¢ um L-
termo, tal que var(¢) ndo contenha nenhuma variavel que seja quanti-
ficada em ¢. Entao E (Vzo) — @|i=, ou Voo = ¢|s—, onde @l,—
indica a sustituicao de cada ocorréncia livre da varidvel z pelo termo t,
uma defini¢ao recursiva, primeiro para termos e depois para férmulas:

Dado um termo ¢, definimos a substituicao da variavel x pelo termo
t nos termos 7, 7|, recursivamente.

a. se 7 for um simbolo de constante ou variavel disstinta de x, definimos
T|m:t =T,
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b. se T for a varidvel x, definimos 7|,—; = t;

c. suponhamos que ja tenham sido definidos 7y |,—¢, ..., Tn|e=t, € que
f € Fu,entao (f(11,-. s To)le=t = [(Tilomt, -+ Tnlo=t)-

Agora definimos a substituicao da variavel x pelo termo t em féormulas
¢, denotada por ¢|,—;.

i. para as férmulas atomicas, (71 = 7)ot = (T1le=t = To|e=t), €
P(Tla cee 7Tn)|w:t - P(Tllx:ta ) Tn|w:t);
ii. para os conectivos proposicionais, (—@)|,=; = —(@|z=t), € (¢ *

)|zt = Olo=t *V]s=¢), para os demais simbolos * € {A,V, =, <> };

iii. para os quantificadores, (Qz®)|z=t = Qz(P|s=t), sS€ 2 # T € 2 &
var(t), e (Qz¢)|.— = Qz¢, caso contrario, para ) € {3,V}.

Exemplo 5. A restricdao sobre as variaveis em t é importante: consi-
dere a férmula Vz3y(z # y), onde = e y seja duas varidveis distintas.
Se substituissemos x pelo termo y em Vz3y(z # y) E Jy(x # y)|e=t,
terfamos uma falsidade universal, Jy(y # y), na conclusdo, mas uma
férmula satisfativel na premissa, Yo3y(x # y).

Exemplo 6 (Eliminagao de Quantificacao). Para quaisquer férmulas
¢, termos t e varidveis x, vale que = (Yz¢) — ¢|.—¢, ou seja, Vro |=
¢’x:t'

Sejam M = (M,...) uma L-estrutura e @ € M’ uma sequéncia.
Entao [[Vz¢llz(a) = min{[[¢]lz(a’) : com g(a) = §(@), sey € Var,
y #x, ez(a’) € M} (lembramos que g(a) é a projecao de a sobre a co-
ordenada correspondente a variavel ). Como o valor [[¢|,—]]z7(@) é um
dos elementos desse conjunto, temos que [[Vzo|lzr(a) < [[¢].=t]]37(a),

ou seja, Y6 = Ol

Exercicio 3 (Regra da Generalizacao). Mostre que se x nao for variavel
livre em nenhuma férmula de I' e I' = ¢, entdo I' = Va¢. Mostre
também que se x também nao for livre em 1), entao I', ¢ = ¢ implica
que I', 3z = 9.

Como a variavel x nao ocorre livre em nenhuma das férmulas de
I, para toda estrutura M = (M,...) e toda sequéncia @’ € M, tal
que y(a') = y(a) para cada y € Var \ {z}, vale que min{[[y]]37(a’) :
v e} =A@ : v e} <[[0]](@), ou seja, I' = Vao.

Exemplo 7 (Generalizacao de Constantes). Mostremos que se z nao
for variavel livre em nenhuma férmula de I' e nao ocorrer quantificada
em ¢, e ‘¢’ um novo simbolo de constante (que nao ocorra nem em I' e

nem em ¢), e I' = ¢|,—., entdo I' = Vao.
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A argumentacao aqui é parecida com a da Regra da Generalizacao.
O que muda é que podemos interpretar arbitrariamente o simbolo de
constante ¢ em cada estrutura, o que nao muda o valor min{[[y]](a’) :
etc}.

Mostremos também que se x nao for livre em I' e em %, entao
[, ¢|s=c = 1 implica que T', Iz = 9.

Pelo item (g) do Exercicio 1, I, ¢|,—. = 1 se, e somente se, I, (=) =
(m¢)|x = c. Usamos a Generalizacao de Constantes para concluir que
I', (=) = Vz(—¢). Novamente, pelo item (g) citado, T, (=(Vx(—¢)) =
¥, ou seja, I', (Jz¢) = ¢ (usando o item (i) do Exercicio 2).




