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1. INTRODUCAO

A Teoria dos Modelos trata de estruturas matematicas e sua relagao
com a logica subjacente. E uma matematizacao do raciocinio ma-
tematico.

Descrevemos a logica e sua interpretagao em estruturas.

2. LINGUAGENS E ESTRUTURAS POLISSORTIDAS

Podemos reunir em uma sé estrutura varios tipos de estruturas, como
por exemplo, espaco vetorial e o corpo de escalares, ou coisas mais
complexas, como pontos retas e planos em geometria espacial. Para
isso, introduzimos a ideia de assinaturas e estruturas polissortidas, em
que cada tipo de objeto é tratado separadamente.

2.1. Assinaturas e Estruturas.

Definigao 2.1 (Assinatura Polissortida). Seja S um conjunto nao va-
zio, o conjunto das sortes. Uma assinatura sobre S é uma tripla or-
denada Lg = (C,F,R), onde C = [J,.4Cs (0 conjunto C, contém os
simbolos de constantes de sorte s), F = J,~; Uscgns1 Fn,s (onde F
contém os simbolos de fungoes que levam uma n-upla de elementos de
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sortes 51, ..., s, em um elemento de sorte s,41), e R = J,,»1 Uscgn Rn,s
(onde Rn, s contém os simbolos relacionais n-arios, que relacionam ob-
jetos de sortes sy, ..., S,).

Definigao 2.2 (Lgs-Estruturas). Dada uma assinatura Lg sobre um
conjunto de sortes S, uma Lg-estrutura é uma quadrupla M = (M,
cM FM RM) onde M = J,.q M, (aqui nao exigimos que a unido seja

dlSJLlHt&), C - USGS Céw, f - UTLZI USGS’VLJrl Fé‘i, R - UTLZI USGS" Réw7
tal que

(i) para cada c € Cy, um elemento cﬁf C’sﬁg M;;
(ii) para cada f € F,,, uma funcao fM € FM

n,s?

MM, % M, — M,

n+1?

(iii) para cada P € R, ., um conjunto PM € RM

n,s’
M
P C M, x...M,,.

Exemplo 2.1. A Geometria Plana pode ser descrita com uma assina-
tura bissortida, com uma sorte P para pontos e outra, R, para retas;
um simbolo de relagao bindria de sortes P x R (para incidéncia), uma
relagdo terndria de pontos (para a relacao “estar entre”), uma relacao
quaternaria de pontos (para congruéncia de segmentos) e uma relagao
6-aria entre pontos (para congruéncia de angulos). Nao ha simbolos de
constantes e nem de fungoes.

Exemplo 2.2. Consideremos o anel de inteiros Z e seus quocientes
Ly = Z/mZ, m > 1. A assinatura tem uma sorte Z,, para cada
n > 0. Os simbolos funcionais correspondem as operacoes de anéis
em cada sorte, para cada n > 1 um simbolo funcional para a projecao
canbnica Z — Z,, e para cada par (m,n), com m,n > 0, e n divide m,
um simbolo funcional para o homomorfismo canénico Z,, — Z,.

2.2. Linguagem de Primeira Ordem. Agora introduzimos a parte
“logica” da Teoria dos Modelos.

Definicao 2.3 (Linguagem de Primeira Ordem Polissortida). Dada
um conjunto de sortes .S, a linguagem contém os simbolos

(i) simbolos de conectivos proposicionais: —, A, V, —, <>;
(ii) simbolos de quantifica¢ao: 3, V;
(iii) sfmbolos de separagao: virgula e parénteses;
(iv) para cada sorte s € S, um conjunto infinito de variaveis Var, =
{zs; 1€ I }.
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Definigao 2.4 (Lg-Termos). Dado um conjunto de sortes S e uma
assinatura Lg, sobre S, definimos recursivamente os Lg-termos t e a
fungao var(t), por:

(i) dados s € S e ¢ € Cy, ¢ ¢ um Lg-termo de sorte s, e var(c) = &;
(i) dados s € S e z,; € Varg, z5; ¢ um Lg-termo de sorte s, e
Var(xs,i) - {xs,i};
(iii) dados ts,, ..., ts, termos de sortes si, ..., Sg, respectivamente,
e f € Frfsr,sposnis)s | (tsys---sts,) ¢ um termo de sorte spyq, e

var(f(ts,,. .. ) = U, var(t,,).

Definicao 2.5 (Lg-férmulas). Dado um conjunto de sortes S e uma
assinatura Lg, sobre S, definimos recursivamente as Lg-férmulas (ou
simplesmente, féormulas, quando S estiver subentendido) ¢ e a funcao

VL(¢), por:

(1) Férmulas Atomicas:

(a) dados s € S e t1, to dois termos de sorte s, (1 = t2) é uma
formula e VL((t; = t2)) = var(t1) U var(ts);

(b) dados ty, ..., t,, termos de sortes si,..., S, respectiva-
mente, e P € Fp (s, 50), P(t1,...,t,) é uma férmula e
VL(P(tl, coyty)) = U?:l var(t;);

(2) Simbolos Proposicionais: dadas as férmulas ¢ e ¥, =¢, ¢ A 1,
OGNV, ¢ — P, e ¢ <> Y sao formulas, e VL(—¢) = VL(¢), e
VL(¢ % 1) = VL(¢) U VL(v)), para cada * € {A,V, —, > };

(3) Quantificagao: dadas x € Var; e férmula ¢, (Qx ¢) é férmula e
VL((Qx ¢)) = VL(¢) \ {z}, para Q € {3,V}. A férmula ¢ é o
escopo do quantificador “Q”.

Exemplo 2.3. Suponhamos que a assinatura tenha um simbolo de
constante ¢ e um simbolo de fungao binéaria f. Dai, temos

(a) var(f(xo, f(c, ) = var(zg) U var(f(c,zs)) = var(zo) U var(c) U

var(ze) = {xo} U@ U {z2} = {z0, 22}

(b) VL((f (o, f(c,22)) = ¢)) = var(f (o, f(c, 22))) U var(c) = {xo, z2}

() V { (} z2(f (2o, f(e, 22)) = ¢)) = VL((f(zo, f(c, 22)) = ¢)) \ {z2} =

(d) }/L(in(f(ﬂfo,f(a 2)) = ¢)) = VL((f (@0, f(c,22)) = ) \ {an} =

(©) VL2 = & A Fna(flan, fle.2) = ) = VL((ws = &) U
VL(3w2(f(zo, f(c,22)) = )) = {2} U{zo} = {xo, 72}
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Definicao 2.6 (Interpretagdo de Termos). Dados o conjunto S, e
uma Lg-estrutura M, interpretamos os Lg-termos como funcoes, cu-
jos dominios serdao M* = [[,.4 M, cujos elementos denotamos a =
(as,i)SES;iEIs

(i) se ¢ € C4, sua interpretagao é a funcao constante ¢ : M* — M,
éa) = M;
(ii) se x5, € Varg, sua interpretagdo é a projecao Zs,; : M* — M,
:%s,z(a) = Qg,i;
(iii) se f € Fu(sirsnsr)s € t1, .., t, forem termos de sortes sy, ...,
Sn, Tespectivamente, entao a interpretacao do termo f(tq,...,t,)
é a composicao f(ty,...,t,)" M* i — My, ., fM (... 0);

Proposigao 2.1. Dada a assinatura Lg sobre o conjunto de sortes S,

seja t um Lg-termo e a,b € M* = [, o M, tais que Z(a) = 2(b),

para toda varidvel x € var(t). Entdo #(a) = ¢(b).

Demonstragao. Segue por indugao na complexidade de ¢t (na quanti-
dade de simbolos em t).

Passo Inicial: se t for o simbolo de constante ¢ € C, entao

(@) =M = é(b).

Se t for o stmbolo de varidvel z; € Varg, entao, por hipdtese, a,; =
bs,; e, dai,

A~

12'571‘(&) = Qs = bs,i - l‘s,i(g)-

Passo de Inducao: se ¢ for o termo f(t1,...,t,), entdo o conjunto
var(t) = Jj_, var(t;) e, dai, a hipétese de que (a) = 2(b), para toda
varidvel = € var(t), implica o mesmo para cada t;, j =1,...,n.

Daf, a Hipétese de Inducio serd que t;(a) =t;(b), j =1,...,n.

Como a interpretagao do simbolo f é uma fungao, temos que

~ —

i(@a) = fM(0(@),. .. ta(@) = M (ED), - 1 (b) = i),
o que finaliza esta demonstracao. O

Definicao 2.7 (Interpretagao de formulas). Dadas a Lg-férmula ¢ e a
Lg-estrutura M, definimos a fungao [¢] : M* — {0, 1} recursivamente:

(i) Férmulas Atomicas:

(a) se ty e t; forem termos de mesma sorte, [(f1 = t2)](a) =1 se,
e somente se, t1(a) = ta(a);
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(b) se ti, ..., t, forem termos de sortes s, ..., s,, respectiva-
mente, € P € Ry, (s,,..5,), €ntao [P(ty, ..., t,)](a@) = 1 se, e
somente se, (£1(a), ..., 1,(a)) € PM;

(ii) Fungoes Proposicionais: suponhamos que ja tenham sido defini-
das as fungoes [¢] e [¢]; dai, definimos [—¢] = 1 — [@], [p A Y] =
min{[ﬂﬂ? M}, [¢\/ w] = maX{[Gﬁ],W]}a [(b — ¢] = [(ﬁ(b) v QM? e
(¢ < Y] =¥ =)A= )

(i) Quantificadores: suponhamos que ja se definiu a funcao [¢], e

que z,; € Varg; definimos as fungoes [Jz,,;¢](a) = max{[¢](b) :
b € M*, e para toda varidvel x distinta de x,;, 2(b) = #(a)}, e
Vas:0](a) = min{[p](b) : b € M*, e para toda varidvel x distinta
de 4, #(b) = 2(a)}.

Proposicao 2.2. Dada a Lg-férmula ¢, se a,b € M* = [Lcs M

forem tais que para toda x,; € VL(¢), #5:(a) = 2;(b), entdo [¢](a) =

[#](b).

Demonstracao. Fazemos uma inducao na complexidade de ¢.

Passo Inicial — Férmulas Atomicas. J& mostramos que, dado o termo
t, se &(a) = &(b), para toda = € var(t), entao t(a) = ¢(b). Isso implica

que, sob a hipétese da proposicao, [t; = t2](a) = [t1 = t](b) e que
[P(t1,...,ty)](a) = [P(t1, ..., t,)](D).

Passo de Inducao para Simbolos Proposicionais. A hipétese de inducao

¢ [¢)(a) = [9](b) e [¥](a) = [¥](b). Dai, segue de imediato que [~¢](a) =
1 —1¢l(a) = 1 —1[)(b) = [-¢](0); [¢ A ¢](a) = min{[¢](a), [¢](a) =
min{[¢](b), [¢](b) = [¢ A ¥](b); [¢ V Y](a) = max{[¢](a),[d](a)} =

max{[¢](b), [¢](0)} = [#V¥](b); a demonstracio para [¢ — 9] e [¢ > ¢/]

seguem das anteriores.

Passo de Inducao para Quantificadores. A hipétese de inducgao, junto
com a hipdtese sobre as variaveis livres, enuncia-se assim: para todos
a,b € M*, se &(a) = 2(b) para cada x € VL(¢), entdo [¢](a) = [¢](b).
Isso implica a igualdade dos conjuntos {[¢](a’) : @’ € M*, e para toda
varidvel x distinta de x4, 2(a') = 2(a)} = {[¢](t)) : V' € M*, e para
toda varidvel x distinta de x,,;, #(b') = £(b)}. Disso decorre que seu
méximo e seu mfnimo se igualam, ou seja, [Qz,,;¢](a) = [Qzs.:9](b),

para @ € {3,V}.

Exemplo 2.4. Consideremos a estrutura de um sorte R como um anel
ordenado. Seja ¢ a férmula (zo - x; = 1). Entao VL(¢) = {xg, 21}, e
[¢]r(@) = 1 se, e somente se ag,a; # 0 e apa; = 1, onde a = (a,)n>o0-
Os valores a,,, para n > 2 nao interferem no valor de [¢]g.
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O valor de [Jzg(xo-z1 = 1)]r 86 depende do elemento a; da sequéncia
a, pois VL(3zg(xo - 21 = 1)) = {21 }.

2.3. A Relacao de Satisfacao. Podemos reescrever o fato de uma
férmula ser verdadeira ou falsa em uma estrutura da seguinte forma.

Definigao 2.8 (A Relagao de Satisfacao). Dadas a Lg-férmula ¢ e a
Lg-estrutura M, e a € M*, dizemos que M satisfaz ¢ em @, denotado
por M = ¢(a), se [¢](a) = 1. Se VL(¢) = &, entdo a funcao [¢] é
constante, igual a 0 ou 1, e, neste caso denotamos M = ¢, se [¢] for
constante igual a 1.

Podemos reescrever a proposicao anterior assim:

Proposigao 2.3. A relagao de satisfacao tem as seguintes proprieda-

des:
I. Férmulas Atomicas.
(a) M = (t; = t3)(a) se, e somente se, t,(a) = ty(a);
(b) M |= P(ty,...,t,)(a) se, se somente se, (£,(a),...,tx(a)) €
PV,
IT. Simbolos Proposicionais.

) M |= (—¢)(a) se, e somente se, M [~ ¢(a);

(a
(b

) 3 (67 0)(@) se. e somente se. 37 - oa) e ¥ - v(a);
(©) 3 | (6 4)(@) se. e somente se, 37 |- o(a). ou M |- v(a);
(d) % = (¢ — v)(a) se, e somente se, M I;&_(EL) ou M = (a);
() M | (¢ < v)(a) se, e somente se, M = (¢ — 7)(a) e

M = (¢ — ¢)(a);
ITI. Quantificadores.

(a) M = (3x,;0)(a) se, e somente se, existir b,; € M,, tal que
M = ¢(a'), onde @’ = (al ), com ag; = bs;, e para todo
para todo par (s',i') # (s,i), aly y = agi;

(b) M | (Vx,,0)(a) se, e somente se, para todo bs; € M,, vale
que M |= ¢(a’), onde @’ = (al, ;) i, com ag; = by, e para
todo para todo par (s',1") # (s,1), aly ;= ag .

Exemplo 2.5. Consideremos novamente a estrutura de um sorte R
como um anel ordenado, e¢ ¢ a férmula (zo -z, = 1). Entao VL(¢) =
{zo, 21}, e [¢]r(a) = 1 se, e somente se ag,a; # 0 e apa; = 1, onde
a = (an)n>0, ou seja R = (zo - x1)(a) nesses casos, e R £ (xg - z1)(a),
se ag = 0.



