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Prefacio

Um matemdtico é wuma mdquina que transforma café em teoremas.
— Alfréd Rényi, frase frequentemente repetida por Paul Erdos”

Na Primavera do meu 1ltimo ano de universidade, disse a um meu
conhecido que tencionava inscrever-me num programa de doutoramento
em matemdtica no Outono seguinte. Ele perguntou-me: «O que vais fazer
realmente, estudar nimeros enormes, ou calcular mais alguns digitos de pi?»

A minha experiéncia é de que o grande publico tem uma ideia muito
vaga do que é a matemadtica e certamente ndo tem nogdo do que significa
a investigagdo em matemdtica. As pessoas ficam estupefactas ao descobrir
que ha matemadtica nova que estd ainda a ser desenvolvida. Pensam que
a matemadtica é apenas o estudo de niimeros ou que é uma sequéncia de
disciplinas que termina no célculo.

A verdade é que nunca me interessei muito por niimeros. A aritmética
mental ndo é o meu ponto forte. Consigo dividir a factura e calcular a gor-
jeta num restaurante sem ter que usar uma calculadora, mas fago isso com
a mesma rapidez que qualquer outra pessoa. E o cdlculo foi a disciplina
matemadtica que menos me entusiasmou na faculdade.

Eu gosto de olhar para padrdes — quanto mais visuais melhor — e ana-
lisar argumentos légicos intrincados. As prateleiras do meu gabinete

" As notas numeradas estdo agrupadas, por capitulo, no final do livro, a partir da pdgina 314. As
notas de autor e de tradutor estdo assinaladas com asterisco e encontram-se em rodapé. (N. do E.)
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estdo cheias de livros de enigmas e quebra-cabegas com os meus aponta-
mentos de infancia, nas margens, a ldpis. Mover trés fésforos de modo a
formar um certo padrr?lo, encontrar um caminho através duma rede que
satisfaz uma dada lista de regras, cortar esta forma e reorganiza-la para
se tornar um quadrado, adicionar trés linhas a esta imagem para criar
nove tridngulos, e outros quebra-cabegas. Para mim, isto é matematica.

Devido ao meu gosto por enigmas espaciais, visuais, e l6gicos, a geo-
metria sempre me cativou. Mas, no meu tltimo ano da faculdade, desco-
bri o campo fascinante da topologia, geralmente entendido como sendo
o estudo das formas ndo rigidas. A combinacao de belas teorias abstrac-
tas com manipulagbes espaciais concretas ajustou-se perfeitamente as
minhas preferéncias matematicas. A visdo topoldgica maledvel e flexivel
do mundo assentou-me como uma luva. Em comparacdo, a geometria
parecia cerimoniosa e conservadora. Se a geometria se veste com um fato,
a topologia veste-se de jeans e T-shirt.

Este livro é uma histéria e uma celebragdo da topologia. A histéria
comega com a respectiva pré-histéria — a geometria dos matemaéticos
gregos e dos renascentistas, e o seu estudo dos poliedros. Atravessa
os séculos xvii e xix, altura em que os estudiosos tentaram entender
a ideia de forma e de como classificar objectos sem as rigidas condi-
¢bes impostas pela geometria. A histéria culmina na moderna 4rea
da topologia, que foi desenvolvida nos primeiros anos do século xx.

Enquanto alunos, aprendemos matematica através de manuais. Nes-
tes livros, a matemadtica é apresentada de uma forma rigorosa e légica:
definigdo, teorema, demonstragdo, exemplo. Mas a matemadtica ndo é
descoberta desta forma. Um assunto matemadtico demora muitos anos a
ser entendido de forma que um livro coerente sobre ele possa ser escrito.
A matematica é criada através de um progresso lento e incremental, as
vezes com grandes saltos, passos em falso, correccdes e ligagdes. Este livro
mostra o emocionante processo da descoberta matemadtica em acgdo —
mentes brithantes pensando, questionando, refinando, desenvolvendo, e
alterando o trabalho dos seus antecessores.

Em vez de apresentar uma simples histéria da topologia, escolhi a
férmula para poliedros de Euler como um guia turistico. Descoberta em
1750, a férmula de Euler marca o inicio do periodo de transi¢ao da geo-
metria para a topologia. O livro persegue a férmula de Euler e de como
ela evoluiu de uma mera curiosidade a um util e profundo teorema.

Esta férmula de Euler é um guia ideal, pois d4-nos acesso a maravi-
lhosos quartos que raramente sdo vistos por outros visitantes. Seguindo a
férmula de Euler vemos algumas das dreas mais fascinantes da matema-
tica, geometria, combinatdria, teoria dos grafos, teoria dos nés, geometria
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diferencial, sistemas dindmicos e topologia. Estes sdo assuntos de grande
beleza que um estudante tipico, até mesmo um estudante de uma licen-
ciatura em matemdtica, pode nunca encontrar.

Além disso, nesta visita eu tenho o prazer de apresentar ao leitor
alguns dos maiores matematicos da histéria: Pitdgoras, Euclides, Kepler,
Descartes, Euler, Cauchy, Gauss, Riemann, Poincaré, e muitos outros
— todos eles deram importantes contribui¢bes para este tema e para a
matemadtica em geral.

Este livro ndo tem pré-requisitos formais. A matemadtica que um
aluno aprende na sequéncia tfpica de dlgebra, trigonometria e geometria
dos programas dos primeiros trés ciclos do ensino bdsico e no ensino
secunddrio é suficiente, embora a maior parte seja irrelevante para esta
discussdo. O livro é auto-suficiente, e nos raros casos que serdo neces-
sdrios, eu recordarei o leitor dos factos relevantes dessas matérias de
matematica.

No entanto, ndo se iluda — algumas das ideias aqui apresentadas sdo
muito sofisticadas, abstractas e dificeis de visualizar. O leitor deve estar
disposto a ler cuidadosamente através de argumentos 1égicos e a pensar
abstractamente. Ler matemadtica ndo é como ler um romance. O leitor
deve estar preparado para parar e reflectir, por si préprio, sobre cada
frase; para voltar a ler um argumento, tentar chegar a outros exemplos,
examinar cuidadosamente as figuras que acompanham o texto, procurar e
distinguir as ideias fundamentais, e usar o indice remissivo para perceber
o significado exacto de cada termo técnico.

E claro que ndo existe nenhum trabalho de casa nem exame no final
deste livro. Ndo hd grande problema se saltar as partes mais dificeis. Se
um argumento particularmente complicado se revela dificil de entender,
salte para o préximo tépico. Se o fizer, ndo estard a prejudicar a leitura
de outras partes do livro. O leitor pode também optar por marcar uma
pagina mais sofisticada e voltar a ela mais tarde.

E minha convicgdo que o publico-alvo deste livro é auto-selectivo.
Qualquer pessoa que o guiser ler, serd capaz de 1é-lo. O livro nédo é para
todos, mas aqueles que ndo compreendem e ndo apreciam a matemdtica
sdo precisamente aqueles que nunca o iriam escolher para ler.

Eu tive a preciosa vantagem de nao ter escrito um manual. Claro que
fiz todos os esforgos para ser correcto e rigoroso nas minhas descrigées da
matemadtica, mas tive a liberdade de passar por cima de alguns detalhes
técnicos que confundem mais do que iluminam. Dessa forma eu pude
escrever num nivel elevado e concentrar-me em ideias, intui¢do e na visdo
geral dos assuntos. Necessariamente, apenas consegui dar um tratamento
superficial de muitas das ideias fascinantes deste livro. Quem estiver
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interessado em ler mais sobre esses topicos ou em ver como os detalhes
nédo incluidos servem para completar o quadro, deve consultar a lista de
livros sugeridos no Apéndice B.

Embora este livro seja acessivel ao grande piiblico, ele estd também
escrito para matemdticos. Apesar de partes deste livro se sobreporem a
material contido noutros livros, ndo hd nenhuma obra que contenha toda
esta informagdo. Existe uma extensa bibliografia, no final do livro, que
inclui muitos dos artigos originais. Esta serd uma ajuda para os estudiosos
que queiram aprofundar os temas abordados.

O livro estd organizado da seguinte forma. Comega com a visdo
pré-Euleriana dos poliedros nos capitulos 2, 3, 4, 5 e 6. Estes capitulos
centram-se na classe mais famosa de poliedros, os poliedros regulares.
Os capitulos 7, 9, 10, 12 e 15 apresentam a férmula de Euler para polie-
dros e as suas generalizagdes para outras formas rigidas andlogas. Esta
discussao leva-nos até meados do século xix. Os capitulos 16, 17, 22 e 23
centram-se na versao topoldgica da férmula de Euler, que surgiu no final
desse século. Estes abordam as superficies e outros objectos topolégicos
de dimensao superior.

O livro contém também vdrias aplicagdes da férmula de Euler. O capi-
tulo 8 inclui alguns usos elementares da férmula de Euler para poliedros.
Os capitulos 11, 13 e 14 focam-se na teoria dos grafos. Os capitulos 18, 19,
20 e 21 lidam com superficies, a sua relacdo com a férmula de Euler, e as
suas aplica¢des & teoria dos nés, aos sistemas dindmicos e a geometria.

Espero que os leitores deste livro gostem tanto de o ler quanto eu gos-
tei de o escrever. Para mim, este projecto foi um gigante quebra-cabegas,
uma auténtica «caga ao tesouro» académica. Encontrar as pecas e monta-
-las numa histéria coerente foi um desafio e uma alegria para mim. Adoro
o.meu trabalho.

Dave RICHESON

Dickinson College
6 de Julho de 2007
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Introducao

A Filosofia [Natureza] estd escrita neste grande livro — a que eu chamo
Universo — que estd permanentemente aberto ao nosso olhar, mas ndo
pode ser entendido sem que primeiro se aprenda a linguagen e se inter-
pretem os caracteres com que estd escrito. Ele estd escrito na linguagem da
matemdtica, e 0s seus caracteres sdo tridngulos, circulos e outras figuras
geométricas, sem os quais é humanamente impossivel compreender uma
uinica palavra; sem estes estamos perdidos num labirinto escuro.

— Galileu Galilei!

Ninguém a descobriu. Os matematicos gregos da antiguidade — figu-
ras proeminentes como Pitdgoras, Teeteto, Platdo, Euclides e Arquime-
des, que eram fascinados por poliedros — ndo a descobriram. O grande
astrénomo Johannes Kepler, que tinha tanta admiragdo pela beleza dos
poliedros que baseou neles o seu modelo inicial do sistema solar, ndo a
descobriu. Na sua investigagdo sobre poliedros, o matematico e fildsofo
René Descartes esteve a poucos passos légicos de a descobrir, mas tam-
bém lhe escapou. A estes matemadticos, bem como a tantos outros, escapou
uma relagdo que € tdo simples que pode ser explicada a qualquer crianga
em idade escolar, e no entanto é tdo fundamental que faz parte do tecido
com que é feita a matemadtica moderna.

O grande matemdtico sui¢co Leonhard Euler (1707-1783) — cujo ape-
lido se pronuncia «oiler» — descobriu-a. A 14 de Novembro de 1750,
numa carta ao seu amigo, o especialista em teoria dos nimeros Christian



Goldbach (1690-1764), Euler escreveu: «E surpreendente que estas pro-
priedades gerais da estereometria [geometria sélida] ndo tenham, tanto
quanto sei, sido notadas por ninguém?®.» Nesta carta Euler descreveu a
sua observagdo, e um ano mais tarde forneceu uma demonstragio. Esta
observagao é tdo bdsica e fundamental que hoje é conhecida por férmula
de Euler para poliedros.

Um poliedro é um objecto tridimensional, como os desenhados na
figura I.1. E composto por poligonos planos chamados faces. Cada par de
faces adjacentes intersecta-se ao longo de um segmento de recta, chamada
uma aresta, e 0s extremos das arestas encontram-se nos cantos, ou vértices.
Euler observou que o nimero de vértices, arestas e faces (V, A e F, respec-
tivamente) satisfazem sempre uma relagdo aritmética simples e elegante:

V-A+F=2

Figura I.1. Um cubo e uma bola de futebol (icosaedro truncado)
satisfazem ambos a férmula de Euler

. O cubo é provavelmente o poliedro mais conhecido. Uma contagem
rdpida mostra que tem seis faces: um quadrado na parte superior, um
quadrado na parte inferior, e quatro quadrados laterais’. As fronteiras
destes quadrados formam as arestas. Contando-as, encontramos 12 no
total: quatro na face de cima, quatro na de baixo, e quatro arestas ver-
ticais nas faces verticais. Os quatro cantos superiores e 0s quatro cantos
inferiores formam os oito vértices do cubo. Assim, para o cubo, V =8,
A =12, F = 6 e, naturalmente,

8~12+6=2

" Estamos a considerar que o cubo estd assente em repouso numa superficie horizontal, como
por exemplo uma mesa. (N. do T.)
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tal como previsto. Para a bola de futebol em forma de poliedro, ilustrada
na figura I.1, a contagem é mais demorada, mas podemos ver que possui
32 faces (12 pentdgonos e 20 hexdgonos), 90 arestas e 60 vértices. Nova-
mente,

60 -90 + 32 =2.

Para além do seu trabalho com poliedros, Euler fundou a drea da
analysis situs, hoje conhecida como topologia. A geometria é o estudo dos
objectos rigidos. Os gedmetras estdo interessados em medir quantidades,
tais como dreas, angulos, volumes e comprimentos. A topologia, que
herdou a designag¢do popular «geometria das membranas de borracha»,
é o estudo das formas maledveis. O objecto de estudo de um topdlogo
ndo precisa de ser rigido ou de ter propriedades métricas. Os topdlogos
estdo interessados em estudar propriedades como a conectividade, e
investigar a existéncia de «buracos», ou a posi¢do de um objecto dentro
de outro. Quando um palhago dobra um baldo para lhe dar a forma de
um cdo, o baldo permanece a mesma entidade topolégica, embora seja
geometricamente muito diferente. Mas quando uma crianga rebenta o
baldo com um ldpis, deixando um notével orificio na sua superficie,
o baldo deixa de ser topologicamente o mesmo. Na figura 1.2 vemos trés
exemplos de superficies topolégicas -— a esfera, o donut em forma de toro
e a faixa de Mébius.

Figura I.2. Superficies topoldgicas: uma esfera, um toro e uma faixa de Mobius

Os estudiosos da jovem drea da topologia, fascinados com a férmula
de Euler, tentaram aplicd-la a estas superficies topolégicas. Surgiu entdo
a pergunta natural: onde estdo os vértices, arestas e faces numa superfi-
cie topoldgica? Os topdlogos, ignorando as rigidas regras estabelecidas
pelos gedmetras, permitiram que, neste caso mais geral, as faces e ares-
tas sejam curvas. Na figura 1.3 podemos ver uma decomposi¢do de uma
esfera em regides «rectangulares» e «triangulares». A decomposigado ¢
obtida desenhando 12 linhas de longitude constante, que se encontram
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Figura 1.3. Duas decomposigdes da esfera

nos dois polos (norte e sul), e 7 linhas de latitude constante. Assim, este
globo tem 72 faces rectangulares curvas, 24 faces triangulares curvas
(localizadas junto aos pélos norte e sul), perfazendo um total de 96 faces.
E tem 180 arestas e 86 vértices. Assim, tal como no caso dos poliedros,
verificamos que:

V-A+F=62-180+96=2.

Da mesma forma, a bola de futebol usada no Mundial de Futebol de
2006, que consiste em seis faces com a forma do niimero oito, cada uma
com quatro arestas curvilineas, e oito regiGes hexagonais disformes (ver
figura 1.3), também satisfaz a férmula de Euler (pois tem V = 24, A = 36
e F=14).

Chegados a este ponto, somos tentados a conjecturar que a férmula de
Euler se aplica a qualquer superficie topolégica. No entanto, se decompu-
sermos um toro em faces rectangulares curvadas, como na figura 1.4, obte-
mos um resultado surpreendente. Esta decomposi¢io é obtida colocando
dois circulos em volta do orificio central do toro e 4 circulos em torno do

=

N |

Figura .4. Uma decomposigdo do toro
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seu tubo circular. A decomposi¢io tem 8 faces de quatro lados, 16 arestas
e 8 vértices. Aplicando a férmula de Euler obtemos:

V-A+F=8-16+8=0

em vez do esperado niimero 2.

Se construissemos uma decomposigao diferente do foro irfamos des-
cobrir que a mesma soma alternada dd novamente zero. Isso dd-nos uma
nova férmula de Euler para o toro:

V-A+F=0.

Podemos mostrar que qualquer superficie topolédgica tem a «sua pré-
pria» férmula de Euler. Ndo importa se decompomos a superficie de uma
esfera em 6 ou 1006 faces, pois quando aplicamos a férmula de Euler
obtemos sempre o nimero 2. Da mesma forma, se aplicarmos a férmula
de Euler a qualquer decomposigdo do toro, obteremos 0. Este nimero
especial pode ser utilizado para distinguir as superficies, assim como o
nimero de rodas pode ser utilizado para distinguir os veiculos que cir-
culam nas estradas. Cada automével tem quatro rodas, cada camioneta
tem dezoito rodas, e cada motorizada tem duas rodas. Se um veiculo ndo
tiver quatro rodas, entdo ndo é um automoével, se ndo tem duas rodas,
deduz-se que ndo é uma motorizada. Da mesma forma, se V- A + F ndo
é 0, entdo topologicamente a superficie ndo é um toro.

A soma V - A+ F é uma quantidade intrinsecamente associada a forma
em estudo. Na terminologia usada pelos topélogos, dizemos que é um
invariante da superficie. Devido a esta notavel propriedade de invariancia,
chamamos ao nimero V — A + F, o nimero de Euler de superficie. Assim,
o numero de Euler de uma esfera é 2, e o niimero de Euler de um foro é 0.

O facto de cada superficie ter o seu préprio nimero de Euler pode
parecer uma mera curiosidade matemadtica, algo para contemplar e
comentar «ndo ¢é fixe?», enquanto seguramos uma bola de futebol, ou
olhamos para uma ciipula de uma igreja. Mas ndo é certamente o caso.
Como veremos, o niimero de Euler é uma ferramenta indispensédvel no
estudo de poliedros, bem como na topologia, geometria, teoria de grafos
e sistemas dindmicos; e tem também algumas aplicagdes muito elegantes
e inesperadas.

Um né matemadtico é como um pedago de corda entrelagado e sem
extremidades, tal como o que aparece na figura L5. Dois nés dizem-se
equivalentes se um deles pode ser deformado no outro sem cortar ou
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Figura 1.5. Serdo estes nés equivalentes?

colar a corda. Tal como usamos o0 nimero de Euler para ajudar a distin-
guir duas superficies, com um pouco de criatividade, podemos também
usd-lo para distinguir nés. Pode usar-se o niimero de Euler para provar
que os dois nés na figura 1.5 ndo sdo equivalentes.

Na figura 1.6 podemos ver um mapa das direc¢des do vento, num
certo instante, a superficie da Terra. Neste exemplo, hd um ponto na
costa do Chile onde o vento ndo estd a soprar. Este ponto estd loca-
lizado num certo local dentro do vértice que gira no sentido horério.
Podemos provar que hd sempre pelo menos um ponto na superficie da
Terra onde ndo hé vento. Isto ndo é consequéncia da compreensio da
meteorologia, mas sim da compreensio da topologia. A existéncia deste
ponto de acalmia decorre de um teorema que os mateméticos designam
por «teorema da bola cabeluda». Se pensarmos nas direc¢des do vento

Figura 1.6. Existe sempre um local na Terra sem vento?
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como fios de cabelo sobre a superficie da Terra, entdo deve haver algum
ponto onde o cabelo nédo estd «penteado». Coloquialmente, dizemos que
«ndo se pode pentear o pélo de um coco». No capitulo 19 veremos como
o nimero de Euler nos permite estabelecer esta ousada afirmacao.

Na figura 1.7 vemos um poligono desenhado numa malha de pontos
igualmente espacados. Os vértices do poligono estdo localizados nos
pontos da malha. Surpreendentemente, pode-se calcular a drea exacta

Figura 1.7. E possivel determinar a drea do poligono sombreado por contagem
de pontos?

do poligono simplesmente contando os pontos no interior e no bordo do
poligono. No capitulo 13, vamos utilizar o niimero de Euler para obter a
seguinte elegante férmula que nos dd a drea do poligono em termos do
nidmero de pontos que se encontram ao longo do bordo do poligono (B)
e o niimero de pontos no interior do poligono (I):

drea=1+ B2 -1.

A partir desta férmula, concluimos que a drea do poligono da figura
1.7 é exactamente igual a= 5 + 10/2-1=9.

H4 um problema antigo e interessante que pergunta quantas cores
sdo necessdrias para colorir um mapa de tal maneira que cada par de
paises com uma fronteira comum n&o sejam da mesma cor. Considere
um mapa em branco dos Estados Unidos comece a colori-lo com ldpis
de cor de forma arbitrdria. Ird rapidamente descobrir que a maior parte
do pais pode ser colorida usando apenas trés cores, mas que uma quarta
cor é necessdria para completar o mapa. Por exemplo, uma vez que um
nimero fmpar de estados rodeiam o Nevada, vdo ser necessdrias trés

* Estamos a supor que o comprimento mais curto entre dois pontos indicados na figura é de
uma unidade. (N. do T.)
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Figura 1.8. Podemos colorir o mapa dos Estados Unidos usando apenas quatro cores?

cores para colori-los; assim, terd que usar um quarto ldpis de cor para o
estado do Nevada (figura 1.8). Se formos cuidadosos, poderemos concluir
a coloragdo sem o uso de cinco cores — quatro cores sdo suficientes para
todo o mapa dos Estados Unidos. Foi conjecturado que qualquer mapa
pode ser colorido com quatro cores ou menos. Esta conjectura surpreen-
dentemente dificil tornou-se conhecida como o problema das quatro
cores. No capitulo 14 vamos contar a sua histéria fascinante, que terminou
com uma controversa demonstragdo em 1976, na qual o nimero de Euler
desempenhou um papel fundamental.

A grafite e o diamante sdo dois materiais cuja constituicdo quimica é
inteiramente formada por 4tomos de carbono. Em 1985, trés cientistas —
Robert Curl Jr., Richard Smalley e Harold Kroto — abalaram a comuni-
dade cientifica, ao descobrir «uma nova classe de moléculas de carbono».
Eles chamaram a estas moléculas fulerenos, em homenagem ao arquitecto

Figura 1.9. A molécula do fulereno de Buckminster, C
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VOO

Figura 1.10. Os cinco sélidos regulares

Buckminster Fuller, inventor da ctpula geodésica (figura 1.9). Este nome
foi escothido porque os fulerenos sdo grandes moléculas poliédricas que
se assemelham a estruturas arquitecténicas. Pela descoberta dos fulere-
nos, os trés homens foram galardoados com o Prémio Nobel da Quimica
em 1996. No fulereno, cada dtomo de carbono liga-se exactamente a trés
vizinhos, e 0os menores ciclos de d4tomos de carbono formam pentdgonos
ou hexdgonos. Inicialmente Curl, Smalley e Kroto descobriram fulerenos
com 60 e com 70 dtomos de carbono, mas outros fulerenos foram des-
cobertos mais tarde. O fulereno mais abundante é o C,, uma molécula
com a forma de uma bola de futebol tipica, a forma que eles apelidaram
de «fulereno de Buckminster». E notdvel que, se esquecermos a quimica
e soubermos apenas a férmula de Euler, somos capazes de concluir que
hd certas configuragdes de dtomos de carbono que sdo impossiveis num
fulereno. Por exemplo, cada fulereno, independentemente do nimero
de 4tomos, tem exactamente 12 ciclos pentagonais de carbono, embora o
ndmero de ciclos hexagonais néo seja sempre o mesmo.

Ao longo de milhares de anos 0 Homem sentiu-se atraido pela beleza
sedutora dos sélidos regulares — poliedros cujas faces sdo poligonos
regulares, todas idénticas (figura 1.10). Os gregos descobriram esses objec-
tos, Platdo incluiu-os na sua teoria atémica, e Kepler baseou um modelo
inicial do sistema solar nestes sélidos. Parte do mistério que envolve estes
cinco poliedros reside em serem poucos — nenhum outro poliedro, para
além destes cinco, satisfaz os rigorosos requisitos de regularidade. Uma
das aplicagdes mais elegantes da Férmula de Euler é a demonstragao,
muito curta, de que existem apenas cinco sélidos regulares.

Apesar da importancia e beleza da férmula de Euler, esta é pratica-
mente desconhecida pelo publico geral. Ela ndo aparece no curriculo
usual que é ensinado nas escolas. Alguns alunos do ensino secunddrio
poderao saber esta férmula de Euler, mas a maioria dos alunos de mate-
madtica ndo encontram esta relagdo até entrarem na universidade.

A fama na matemdtica é uma coisa curiosa. Alguns teoremas sdo bem
conhecidos porque sdo repetidamente incutidos nas cabegas dos jovens
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alunos: o teorema de Pitdgoras, a férmula resolvente do segundo grau,
o teorema fundamental do cédlculo. Outros resultados sdo colocados no
centro das aten¢des porque resolvem um famoso problema em aberto.
O 1ltimo teorema de Fermat manteve-se em aberto por mais de trés
séculos até que Andrew Wiles surpreendeu o mundo com a sua demons-
tragdo em 1993, o problema das quatro cores foi enunciado em 1853 e s6
foi resolvido por Kenneth Appel e Wolfgang Haken em 1976. A famosa
conjectura de Poincaré foi proposta em 1904 e constitui um dos Proble-
mas do Milénio do Clay Mathematics Institute — uma colecgdo de sete
problemas considerados tdo importantes que quem os resolver recebera
1 milhdo de délares. Este prémio serd previsivelmente atribuido a Grisha
Perelman, pela sua demonstragdo da conjectura de Poincaré em 2002".
Outros factos matematicos sao bem conhecidos devido a sua interdiscipli-
naridade (por exemplo, a sequéncia de Fibonacci na natureza) ou pela sua
importancia histérica (a infinitude dos niimeros primos, a irracionalidade
do ndmero ).

A férmula de Euler merece ser tdo bem conhecida como estes grandes
teoremas. A sua histdria é muito rica, e muitos dos maiores matematicos
do mundo contribuiram para o seu desenvolvimento. £ um resultado
profundo, e a nossa apreciagao dessa profundidade vai aumentando com
o grau de sofisticacdo matematica.

Esta é a histéria do belo teorema de Euler. Vamos percorrer esta his-
téria mostrando como se construiu uma ponte que liga os poliedros dos
gregos a moderna drea da topologia. Vamos apresentar muitas mani-
festagbes surpreendentes da férmula de Euler em geometria, topologia
e sistemas dindmicos. Iremos também dar exemplos de teoremas cujas
demonstragdes usam a férmula de Euler. Veremos a razdo pela qual esta
férmula, que passou muito tempo despercebida de todos, se tornou um
dos teoremas mais queridos da matemdtica.

" Apds a edigdo original deste livro, este prémio foi de facto atribuido a G. Perelman, embora
ele o tenha recusado (consulte também o Epilogo). (N. do T.}
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Capitulo 1

Leonhard Euler e os seus
Trés «Grandes» Amigos

«Leiam Euler, leiam Euler, ele é o mestre de todos 16s.»
— Pierre-Simon de Laplace!

Estamos habituados a hipérboles. Os antincios de televisdo, outdoors,
os comentadores desportivos e 0s musicos famosos usam frequentemente
expressOes sensacionais, como o maior, o melhor, o mais inteligente, o
mais rdpido ou o mais brilhante. Sendo usados no processo normal de
vender um produto ou entreter o espectador, estas expressdes perderam
o seu significado literal. Assim, quando afirmamos que Leonhard Euler
foi um dos mais influentes e prolificos matemdticos que o mundo alguma
vez viu, o leitor podera revirar os olhos, com enfado. Mas nado estamos
a exagerar a verdade. Euler é considerado, juntamente com Arquimedes
(287-211 a. C), Isaac Newton (1643-1727) e Carl Friedrich Gauss (1777-
-1855), um dos dez — ou mesmo cinco — mais importantes matemadticos
da histéria.

Ao longo da sua vida de 76 anos, Euler concebeu matematica suficiente
para preencher 74 volumes substanciais, mais paginas do que qualquer
outro matematico. Quando a totalidade do seu trabalho foi finalmente
publicada (novos materiais continuaram a aparecer decorridos 79 anos
depois da sua morte) verificou-se que este chegou aos 866 artigos, em que
se incluem artigos cientificos, livros sobre a maioria dos temas tratados
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na época, livros diddcticos, livros elementares para ndo especialistas, e
manuais técnicos. Estes nlimeros ndo levam em conta os quinze volumes
planeados, de correspondéncia e outros cadernos de apontamentos, que
ainda estdo a ser compilados.

A importancia de Euler nédo é devida a sua produtividade volumosa,
mas as contribui¢des fundamentais e inovadoras que fez na matematica.
Euler ndo se especializou numa drea particular. Ele foi um dos grandes
generalistas: o seu conhecimento estendia-se por varias disciplinas. Publi-
cou artigos e livros com grande influéncia em andlise, teoria dos niimeros,
andlise complexa, cédlculo, cdlculo de variagdes, equagdes diferenciais,
teoria das probabilidades e topologia. Esta lista ndo inclui as suas contri-
buic¢des para algumas disciplinas aplicadas tais como a éptica, electrici-
dade e magnetismo, mecanica, hidrodindmica e astronomia. Além disso,
Euler possuia uma caracteristica que era, e ainda é, rara entre os investi-
gadores de topo: ele era também um divulgador de primeira categoria.
Ao contrario dos matematicos que o precederam, Euler escrevia usando
uma linguagem clara e simples, tornando o seu trabalho acessivel tanto a
especialistas como a estudantes.

Euler era um homem gentil e despretensioso cuja vida foi centrada em
torno da sua grande familia e do seu trabalho. Viveu na Suica, Russia,
Prussia, e depois novamente na Rissia, e manteve uma correspondéncia
frequente com muitos pensadores importantes do século xvi. A sua
vida profissional ficou ligada aos trés «grandes» governantes da Europa,
Pedro, o Grande, Frederico, o Grande, e Catarina, a Grande. Os legados des-
tes lideres incluem a criagdo ou revitalizacdo das respectivas academias
nacionais de ciéncia. Estas academias forneceram as condi¢Ges materiais
para que Euler dedicasse o seu tempo a investigagdao em ciéncias puras.
Em troca, apenas se esperava dele o uso ocasional dos seus conhecimentos
cientificos para os assuntos do Estado, e o reconhecimento internacional
que o seu trabalho trazia para a nagéo.

Leonhard Euler nasceu em Basileia, Suica, a 15 de Abril de 1707,
filho de Paul Euler e Marguerite Brucker Euler. Pouco depois, a familia
mudou-se para a cidade vizinha de Riehen, onde Paul foi designado pas-
tor da igreja calvinista local.

Os primeiros ensinamentos matemdticos que Leonhard teve foram
dados pelo seu pai. Apesar de Paul ndo ser matemadtico, ele havia estu-
dado matemadtica com o famoso Jacob Bernoulli (1654-1705). Esta ins-
trugdo teve lugar quando os jovens Paul e Johann Bernoulli (1667-1748),
irmao mais novo de Jacob, ambos estudantes na Universidade de Basileia,
viviam na casa de Jacob. Jacob e Johann Bernoulli foram membros do que
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se viria a tornar uma das familias de matemadticos mais respeitadas de
sempre. Por mais de um século o cla Bernoulli desempenhou um impor-
tante papel no avanco da matemadtica, tendo pelo menos oito Bernoullis
realizado contribui¢tes duradouras.

Leonhard comegou os seus estudos formais na Universidade de Basi-
leia, aos catorze anos. Ndo era uma idade muito precoce para um estu-
dante universitdrio naquela altura. A universidade era muito pequena
— tinha apenas algumas centenas de alunos e dezanove professores. Paul
esperava que o seu filho seguisse uma carreira religiosa, para a qual Leon-
hard tinha estudado teologia e hebraico. Mas as suas capacidades mate-
madticas eram inegaveis, e ele rapidamente chamou a atengdo do amigo do
seu pai, Johann Bernoulli. Nessa altura Johann era um dos matematicos
mais proeminentes da Europa.

Johann era um homem arrogante, brusco e as suas caracteristicas
competitivas tinham produzido rivalidades histéricas (entre outros, com
0 seu irmdo e com um dos filhos). Apesar disso, reconheceu o notavel
talento do menino e encorajou-o a continuar os estudos em matemadtica.
Euler escreveu na sua autobiografia: «Quando me deparava com algum
obstdculo ou dificuldade, foi-me dada autorizagdo para visitd-lo todos os
sabados da parte da tarde e ele gentilmente explicava-me tudo o que eu
ndo podia entender?.» Estas li¢Ges desempenharam um papel importante
na maturacdo das capacidades matematicas de Euler.

Apesar de Leonhard se distinguir nos seus estudos particulares de
matemdtica, Paul mantinha a esperanga de que o seu filho entrasse no
Ministério. Com dezassete anos, Euler terminou o seu mestrado em filo-
sofia. Johann temeu a grande perda que seria para a matemadtica se o seu
protegido se virasse para a Igreja, e interveio dizendo a Paul, em termos
inequivocos, que Leonhard tinha o potencial de se tornar um grande
matematico. Devido ao seu gosto pela matematica, Paul cedeu. Apesar
de Euler ter abandonado os estudos religiosos, permaneceu um devoto
calvinista ao longo de toda a sua vida.

O primeiro sucesso, conseguido de forma auténoma, de Euler na
matemdtica ocorreu quando tinha dezanove anos de idade. O seu traba-
lho tedrico sobre a colocagdo ideal de mastros num navio garantiu-lhe
uma «mengdo honrosa» numa prestigiada competi¢do patrocinada pela
Academia das Ciéncias de Franca. Esta faganha seria extraordindria para
qualquer matematico, mas era ainda mais especial para um jovem suigo
que nunca tinha visto um navio no oceano. Euler ndo ganhou o primeiro
prémio desta competicdo, o que teria sido equivalente a ganhar um Pré-
mio Nobel nos dias de hoje, mas nos anos seguintes ser-lhe-iam atribuidas
as mais altas honras em doze ocasiGes.
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Na época do nascimento de Euler, a mil quilémetros a nordeste de
Basileia, 0 czar russo Pedro, o0 Grande (1672-1725) estava a construir a
cidade de Sado Petersburgo. Esta foi fundada em 1703 no pantano onde o
rio Neva corre em direc¢do ao mar Baltico. Pedro usou trabalho forcado
para construir a cidade, estrategicamente localizada na fortaleza de Pedro
e Paulo numa ilha do Neva. Ele adorava a nova cidade, chamando-a o seu
«paraiso» e deu-lhe o nome do seu santo padroeiro. Apesar do facto de a
maioria dos russos, especialmente os oficiais do governo, nao comparti-
lharem o mesmo gosto de Pedro por este lugar frio e hiimido, ele mudou
a capital russa de Moscovo para Sao Petersburgo. O jovem Euler ndo fazia
ideia de que esta cidade seria a sua casa durante grande parte da sua vida.

Pedro, o Grande, uma figura fisicamente imponente com quase dois
metros de altura, foi o lider enérgico, autodidacta e determinado da
Russia entre 1682 e 1725. Conhecido como um reformador implacdvel,
ele comegou a transformagido do seu pais de uma nagado agrdria e feudal,
dominada pela Igreja, num poderoso império. O seu objectivo de moder-
nizar — isto é, de ocidentalizar — o governo russo, a cultura, a educagéo,
as forgas armadas, e a sociedade em geral foi, em grande parte, concre-
tizado. Como um historiador russo escreveu: «De repente, saltando por
cima de vdrias épocas escoldsticas, a Renascenga e o Reformismo, a Russia
passou de uma civilizagdo paroquial, eclesidstica e quase medieval, direc-
tamente para a Idade da Razao®.»

Como parte do processo de ocidentalizagdo, Pedro queria reformar
o sistema de educacgdo da Russia, inexistente antes do seu reinado, com
excepgdo do ensino minimo facultado pela poderosa Igreja Ortodoxa.
Como resultado, a Rissia ndo tinha cientistas. Por causa da forte presenca
da Igreja, os russos tinham medo de explicagGes cientificas do mundo,
preferindo as tradicionais explicagdes religiosas. Pedro reconheceu a
necessidade de melhorar a imagem internacional da Russia, e de dissipar
a ideia de que os russos desprezavam a ciéncia. Ele também sabia que
um Programa para a Ciéncia era crucial para a criagdo e manutengio de
um Estado poderoso.

Pedro visitou a Royal Society de Londres e a Académie des Sciences de
Paris, ambas fundadas em 1660. Ficou impressionado com o que viu. Ele
também admirava a nova Academia de Ciéncias de Berlim, fundada em
1700, segundo uma proposta de Gottfried Leibniz (1646-1716). Leibniz é o
famoso matemadtico que, a par de Isaac Newton, é considerado o inventor
do célculo. Estas academias ndo eram universidades; elas «dedicavam-se
a busca de novos conhecimentos e ndo 2 comunicagio do conhecimento
existente»*. Os membros das academias eram investigadores, ndo profes-
sores; 0 seu objectivo principal era o avango do conhecimento.
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Pedro queria fundar uma academia, como as de Paris, Londres e
Berlim, e queria estabelecé-la na sua nova cidade de Sdo Petersburgo.
De modo a aconselhar-se, ele contactou Leibniz. Durante quase duas
décadas, Pedro e Leibniz mantiveram longas conversas, tanto por meio
de cartas como presencialmente, sobre a reforma da educagdo e sobre a
criacdo de uma academia de ciéncias.

Em 1724, Pedro tinha finalizado os seus planos para a criagdo da Aca-
demia de Ciéncias de Sao Petersburgo; este foi o projecto final e o mais
ambicioso na sua busca para melhorar o sistema de educagdo da Rdssia.
No entanto, ele ndo podia criar a sua academia de forma exactamente
igual as academias europeias. Como a Russia nao tinha cientistas nativos,
ele teria que persuadir talentosos cientistas estrangeiros a mudarem-se
para Sdo Petersburgo. Do mesmo modo, como a Rissia ndo tinha sistema
universitdrio, a Academia de Ciéncias deveria funcionar também como
uma universidade. Parte do mandato da Academia seria o de treinar
russos nas ciéncias, para que a Academia ndo tivesse que contar sempre
com estrangeiros.

Pedro nunca viu os frutos do seu trabalho, pois morreu no inicio de
1725. Gragas a nova imperatriz, a segunda esposa de Pedro, Catarina I
(1684-1727), os planos da Academia continuaram. Estudiosos estrangeiros
comegaram a chegar decorridos alguns meses apds a morte de Pedro, e
a Academia de Ciéncias realizou a sua primeira reunido antes do final
do ano. Pedro teve a sorte de Catarina adoptar o projecto da Academia.
Nos anos que se seguiram, a Academia néo esteve sempre abengoada por
governantes entusiastas. Durante os 37 anos entre a morte de Pedro e a
coroagdo de Catarina, @ Grande (1729-1796), a Russia foi conduzida por
seis governantes, e a Academia esteve sempre a mercé destes individuos
poderosos e opinativos.

Inicialmente, a Academia contava com dezasseis cientistas: treze ale-
mdes, dois sui¢os, um francés — e nenhum russo. A grande presencga
alema e a auséncia de russos constituiria, mais tarde, um foco de tensao.

Por causa do clima frio, do local remoto, e do isolamento académico,
era necessdrio proporcionar altos saldrios e alojamento confortdvel para
atrair os cientistas para S3o Petersburgo. A nova academia era pequena,
mas rapidamente cumpriu a sua promessa de se tornar uma importante
instituigdo cientifica reconhecida internacionalmente. Com o passar do
tempo, tornou-se o centro do mundo académico e cientifico da Russia.
Esta Academia de Ciéncias mudou vérias vezes de nome, mas ainda hoje
existe e é conhecida como a Academia Russa de Ciéncias.

Dois dos investigadores estrangeiros que se tornaram as estrelas desta
nova institui¢io eram amigos de Euler: os filhos de Johann Bernoulli,
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Nicolaus (1695-1726) e Daniel (1700-1782) Bernoulli. Os dois irmaos
tinham conversado com Euler sobre a Academia antes de sairem da Suica,
e prometeram assegurar-lhe uma posi¢do tdo depressa quanto possivel.
Ap6s a sua chegada a Riissia, comecaram logo a fazer campanha, junto
dos administradores da Academia, no sentido de contratar o seu jovem
e brilhante amigo. Esta campanha teve rapidamente sucesso. Em 1726,
ofereceram a Euler uma posi¢do na Sec¢do de Medicina e Fisiologia.
Infelizmente, Euler ndo péde desfrutar plenamente nem comemorar esta
emocionante oferta de trabalho. Esta proposta seria para preencher a vaga
deixada livre pela trdgica e inesperada morte de Nicolaus.

Euler ficou grato por este emprego, mas ndo se mudou imediatamente
para a Russia. Havia duas razdes que o levavam a permanecer em Basileia
e deixar o seu novo trabalho em espera. Em primeiro lugar, tinha acabado
de aceitar um emprego em medicina, apesar de possuir um conhecimento
minimo na &rea. Assim, decidiu continuar na Universidade de Basileia
enquanto estudava anatomia e fisiologia. Em segundo lugar, preferiu
adiar a decisdo por algum tempo e esperar para saber se lhe seria ofere-
cido um lugar no Departamento de Fisica na Universidade de Basileia. Na
Primavera de 1727, quando soube que ndo tinha sido escolhido para esse
cargo, partiu entdo rumo a Rissia. Assim comegou a sua estadia em Sdo
Petersburgo, onde viveria nos 14 anos seguintes e, mais tarde, durante os
seus ultimos 17 anos de vida.

A viagem de Euler até Sao Petersburgo por barco, a pé e carruagem
durou sete semanas. No dia em que ele finalmente pisou o chdo da Rus-
sia, a imperatriz Catarina I faleceu, ap6s governar por apenas dois anos.
O destino da nova Academia era incerto. Aqueles que comandavam o
pais em nome do czar Pedro II (1715-1730), de 11 anos de idade, neto de
Pedro, o Grande, viam a Academia como um luxo dispensével e conside-
raram fechar as suas portas. Felizmente, a instituigdo manteve-se aberta,
e, na confusao que se seguiu, Euler acabou por ficar onde naturalmente
pertencia — a Secgao de Fisica-Matematica, e ndo na Secgdo de Medicina.
Este primeiro ano da carreira matemaética de Euler, 1727, foi também o
ano em que o gigante matemadtico Isaac Newton morreu.

A vida na Academia era dificil no tempo de Pedro II; desta forma,
apds a morte do czar aos quinze anos de idade, em 1730, os seus mem-
bros esperavam que a sorte melhorasse. A Academia estaria um pouco
melhor durante o reinado de dez anos de Anna Ivanovna (1693-1740), mas
as condi¢des na Riissia tornaram-se desoladoras. Anna conduziu o seu
governo com uma forte influéncia alema, principalmente através do seu
amante Earnst-Johann Biron (1690-1772). Biron era um tirano cruel que
mandou executar varios milhares de russos, e exilar outras dezenas de

28



milhares para a Sibéria. Os alvos de Biron incluiram criminosos comuns,
os crentes da Igreja Ortodoxa Russa e os adversdrios politicos de Anna.
Mais tarde, em Berlim, a Rainha-mae da Prussia perguntou a Euler por
que razdo era ele tdo taciturno. Ele respondeu: «Cara Senhora, é porque
eu acabo de vir de um pais onde quem fala é enforcado®.»

Em 1733, j& cansado do dificil estilo de vida russo e da politica interna
da Academia, Daniel Bernoulli regressou a Suiga e, com os seus 26 anos,
Euler tomou a posi¢do de Daniel como matemadtico principal.

Nesta altura, Euler pensava que poderia ficar na Russia por um longo
periodo de tempo, talvez para o resto da sua vida. Com a excepgdo das
dificuldades impostas pelo clima politico na Russia, Euler achava a vida
confortdvel. Ele tinha adquirido um bom dominio da lingua russa, e sen-
tia-se financeiramente seguro gragas ao saldrio mais elevado, que resultou
da sua promogdo. Assim, em 1733, decidiu casar-se com Katharina Gsell,
filha do pintor de origem suiga Georg Gsell, que tinha sido trazido para a
Riissia por Pedro, o Grande. Leonhard e Katharina formaram uma grande
familia, e chegaram a ter treze filhos. Como n#o era raro naquela época,
apenas cinco filhos sobreviveram apés a infancia, e apenas trés viveram
até mais tarde do que os seus pais.

A vida de marido e pai ndo abrandou o ritmo de publicagdes de Euler.
Tanto agora como noutros periodos da sua vida profissional, ele perma-
necia um investigador extremamente activo. E dificil exagerar a produ-
tividade macica de Euler. Lendas matematicas dizem que ele conseguia
escrever artigos cientificos enquanto andava com um bebé no colo, e que
podia compor um tratado entre as primeiras e segundas chamadas para
o jantar. Ele escreveu sobre tudo e sobre mais alguma coisa. Produziu
obras-primas, notas curtas, correcgdes, explicagdes, resultados parciais,
ideias de demonstragdes, textos introdutérios e livros técnicos.

Néao havia revés capaz de fazer Euler abrandar. Nem mesmo a
cegueira foi suficiente para impedir o fluxo da sua produgdo matema-
tica. Em 1738, adoeceu depois de dedicar trés longos dias de trabalho a
um problema de Astronomia. Embora a medicina moderna ponha em
causa a seguinte afirmagdo, acreditou-se durante muito tempo que a
doenga teria sido causada pela deterioragdo da sua visdo, que culminou
na perda completa da vista do seu olho direito. Euler aceitou a perda
da visdo como mais um passo no seu caminho. Na sua maneira de ser,
geralmente modesta, comentou: «Agora vou ter menos distrac¢es®.»
Mais tarde, perdeu a visdo do seu outro olho, e viveu em escuridao
quase total nos seus tltimos 17 anos de vida. Apesar de nédo poder ver,
continuou a fazer importantes contribui¢des matemadticas até ao dia da
sua morte.
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Parecia que o cérebro de Euler estava afinado para fazer matemitica,
de uma forma que outros cérebros ndo estdo. Ele era capaz de manipular
vdrias nogOes abstractas em simultaneo, e conseguia realizar cdlculos
mentais surpreendentes. Numa famosa histéria, dois alunos de Euler
precisavam de adicionar 17 termos fracciondrios, e os resultados obtidos
por eles nédo coincidiam. Euler imediatamente efectuou a soma de cabeca
e resolveu o diferendo, fornecendo a resposta correcta. Tal como o mate-
matico Frangois Arago (1786-1853) famosamente escreveu, «Euler cal-
culava sem esforco aparente, tal como os homens respiram, ou as dguias
se sustentam com o vento’.» Modestamente, Euler afirmava que a sua
capacidade de manipular simbolos substituia o raciocinio, dizendo que o
seu ldpis o superava em inteligéncia.

Euler era igualmente abengoado com uma memodria incrivel. Ele
memorizava inimeros poemas do inicio ao fim; desde crianga até a sua
velhice era capaz de recitar do inicio ao fim a Eneida de Virgilio, sendo
capaz de recordar a primeira e a tiltima frase de qualquer uma das suas
paginas. Um exemplo mais matematico da sua memdria prodigiosa era
a sua capacidade de indicar rapidamente as seis primeiras poténcias dos
primeiros cem nimeros. Para pdr isto em perspectiva, observe-se que a
sexta poténcia de 99 é o niimero 941 480 149 401.

Durante a sua permanéncia em Sdo Petersburgo, Euler dedicou algum
do seu tempo a projectos para o Estado. Em 1735, foi nomeado director
da Secgao de Geografia da Academia, tendo posteriormente feito contri-
bui¢des importantes para a criagio de um mapa, muito necessdrio, da
Rissia. Escreveu também um livro de dois volumes sobre construgio
naval que foi tdo apreciado que a Academia decidiu duplicar-lhe o seu
saldrio nesse ano.

Enquanto Euler gozava de uma produtividade notédvel, uma vida fami-
liar feliz, e um saldrio considerdvel, as condi¢des na Ruassia continuavam
a piorar. A atmosfera na Academia tornou-se muito tensa, até mesmo
hostil. A maioria dos membros seniores da faculdade eram alemaes, e
ainda havia uma reduzida presenga de russos. Nos primeiros 16 anos
de existéncia da Academia, apenas um russo foi tornado membro, sendo
membro auxiliar que nunca foi promovido a professor. Os russos estavam
incomodados com o poder dos alemdes e algumas opinides anti-alemas
foram expressas abertamente. Felizmente, o calmo e reservado Euler foi
capaz de manter-se neutro na politica interna da Academia, embora tenha
tornado a sua vida de trabalho bastante tensa.

Com a presenga de Biron e do grupo alemdo nos governos de Anna,
o medo e aversdo aos alemées continuaram a aumentar no seio da popu-
lagdo russa. No final de 1740, pouco antes da sua morte, Anna nomeou
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Biron como regente do seu sucessor, Ivan VI (1740-1764) que tinha dois
meses de idade. Apds a morte de Anna, a animosidade dos russos para
com os alemdes atingiu o climax — em apenas um més, Biron foi derru-
bado, e um ano mais tarde, Ivan e todo o «grupo aleméao» foram retirados
do poder. Isabel I (1709-1762), filha de Pedro, o Grande, tornou-se a nova
imperatriz.

Durante este periodo, a vida na Rdssia tornou-se perigosa, especial-
mente para os que ndo eram Russos. Os académicos estrangeiros eram
vistos com desconfianga, como possiveis espides para o Ocidente. Euler
reagiu a estas condi¢gbes mantendo-se quieto e dedicando todo o seu
tempo ao seu trabalho e a sua familia. Em 1741, Euler j& ndo conseguia
tolerar a vida na Rissia por mais tempo, e entdo decidiu deixar Sdo
Petersburgo e ir para Berlim.

A Academia de Ciéncias de Berlim foi fundada em 1700 com o nome
Societas Regia Scientiarum. Leibniz tinha grandes projectos para esta Aca-
demia. Como a de Paris e a de Londres, a Academia de Berlim centrava-
-se nas ciéncias e na matemadtica, mas, ao contrério delas, tinha alargado
os temas de modo a incluir também a filosofia, a histéria, linguas e a
literatura.

Apesar das grandes expectativas de Leibniz, a Academia de Berlim
tardou muito tempo a afirmar-se. As dificuldades eram em parte devidas
ao invaridvel baixo financiamento, mas também a tensdo interna franco-
-alema. As condigdes pioraram apés a ascensdo de Frederico Guilherme I
(1688-1740) em 1713. Com este governante adverso a cultura, a Academia
foi completamente negligenciada. A Academia de Berlim n&o mostrava
nenhum sucesso, ao contrdrio das de Paris e de Londres. Nao foi um
factor significativo para o avango do conhecimento cientifico; de facto,
coloquialmente era-lhe atribuida a designacéo de «a sociedade anénima».

Quando Frederico Guilherme I morreu em 1740, o seu filho Frede-
rico II (1712-1786), mais tarde conhecido como Frederico, o0 Grande, subiu
ao poder. Apesar de Frederico Guilherme ter convictamente preparado o
seu filho para a lideranga, Frederico era, em vdrios aspectos, o oposto do
seu pai. As tensdes entre os dois eram profundas. Quando Frederico tinha
18 anos, foi apanhado a tentar fugir do paifs. O seu pai tinha-o for¢ado a
presenciar a execugdo de um seu amigo e cumplice (e, segundo afirmam
alguns, amante homossexual).

Frederico estava determinado a ampliar os territérios alemédes, mas
também era apreciador das artes e da filosofia. Ele aspirava a ser um
governante-filsofo iluminado. O renascimento da Academia desempe-
nhou um papel importante no seu plano de revitalizagdo do pafs.
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Ao contrario do seu pai, Frederico desprezava a cultura alema e apre-
ciava tudo o que era francés. Mudou o nome oficial da Academia de Ber-
lim para «Académie Royale des Belles Lettres et Sciences». Insistiu para
que o francés passasse a ser a lingua oficial da Academia, e exigiu que
todos os artigos publicados no seu jornal fossem redigidos ou traduzidos
para francés. Ele preferia estar na companhia de franceses espirituosos,
em vez de alemées calmos e sem emogdes. Voltaire (1694-1778) foi um
dos seus correspondentes favoritos, e um dos seus assessores mais pré-
ximos para os assuntos relacionados com a Academia. Foi Voltaire quem
primeiro sugeriu a Frederico que ele tentasse convencer Euler a deixar a
Rissia e a fazer parte da Academia de Berlim.

Frederico tinha uma grande aversdo as artes matemadticas. Em 1738,
escreveu a Voltaire «Quanto a matemética, confesso-lhe que ndo gosto; ela
seca a mente. N6s, alemaes, jd a temos muito seca; € um campo estéril que
tem que ser cultivado e regado constantemente para que produza algo®.»
Ele via a matemdtica — bem como as ciéncias em geral — como servi-
dores do Estado. Julgava o sucesso dos seus cientistas pela sua utilidade
em assuntos praticos. Os cientistas da Academia tinham liberdade para
conduzir os seus préprios projectos, desde que atendidas as solicitagdes
do rei.

Nesta altura, Euler era ja o investigador mais famoso em Sao Peters-
burgo, e a sua reputagdo espathava-se por toda a Europa. Frederico
decidiu entdo conquistar Euler. Apesar de Euler estar preocupado com
as condigdes perigosas na Riissia, foram necessdrios repetidos contactos
de Frederico para convencer o matemdtico suigo a abandonar Sao Peters-
burgo. Em 1741 Euler aceitou o convite, e tendo mencionado a sua satide
em declinio, e a necessidade de um clima menos frio, foi-lhe permitido
deixar Sdo Petersburgo.

A principio Euler estava satisfeito em Berlim; ele escreveu a um amigo
em 1746: «O rei trata-me por ‘o seu professor’, eu acho que sou o homem
mais feliz do mundo®.» Infelizmente, esta satisfagdo ndo durou muito. Em
vérios aspectos, a vida em Berlim era methor do que a vida na Ruissia, mas
a experiéncia de Euler foi-se tornando azeda devido ao desdém peculiar
e surpreendente de Frederico para com ele. Referia-se a Euler como o seu
«ciclope matemdtico», indelicadamente aludindo ao tinico olho com que
Euler via bem. A frieza de Frederico era em parte devida a sua repulsa
pela matematica, mas ndo era a tinica razdo. O comportamento discreto
e silencioso de Euler ndo assentava bem a Frederico, que o via como um
simplério. Frederico preferia a companhia do espirituoso, sofisticado e
animado Voltaire. Para além disso, Euler era um calvinista devoto. Todas
as noites, lia as escrituras a sua famflia, muitas vezes acompanhadas de
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um sermao. Frederico defendia publicamente a tolerdncia de religido, mas
em privado era um deista, e tinha pouco respeito pelo crente Euler e pelas
suas profundas convicgdes religiosas.

Euler nutria também ressentimentos para com Frederico. A sua maior
frustragdo na estadia em Berlim foi a recusa de Frederico em fazé-lo pre-
sidente da Academia. Durante vdrios anos, muito ocupado com a Guerra
dos Sete anos, Frederico ndo conseguia encontrar uma pessoa adequada
para preencher esta posi¢do. Neste perfodo, Euler desempenhou o papel
ndo-oficial de «presidente em fung¢bes», mas o tempo passava e Frederico
evitava considerd-lo como substituto permanente. Euler teve um bom
desempenho como presidente interino, mas como néo era um filésofo
capaz de conversa perspicaz e animada, nunca chegou a ser nomeado
por Frederico. O insulto final deu-se em 1763, quando Frederico admitiu
que ndo conseguia encontrar um substituto adequado e declarou-se a si
proprio presidente da Academia.

Desenvolveu-se ainda maior animosidade entre Euler e Frederico
quando em 1763, o rei se recusou a permitir que uma das filhas de Euler
se casasse com um soldado por causa do baixo escaldo do soldado. Tal-
vez o derradeiro conflito tenha sido a sequéncia de discussées acaloradas
entre Frederico e Euler, nos anos de 1763 a 1765. Em questdo estava a
venda dos calenddrios estatais (almanaques). Estes eram produzidos, com
grande despesa, pelos membros da Academia e eram vendidos ao ptiblico
para financiar as suas actividades. Foi descoberto que o comissario-chefe
tinha desviado fundos provenientes da venda dos calenddrios. Frederico
e Euler discordaram sobre a forma de lidar com a corrupgdo e a ma gestao
desta campanha de financiamento. O conflito terminou quando Frederico
enviou uma contundente repreensao a Euler.

Enquanto viveu em Berlim, Euler manteve boas relagdes com os seus
ex-colegas em Sdo Petersburgo. Manteve-se como editor da respectiva
revista cientifica, tendo enviado um total de 109 artigos para serem
publicados na mesma. Ele foi tutor de estudantes russos que foram
enviados para Berlim. Em troca da edigdo da revista e tutoria, tinha um
saldrio regular pago pelos russos. Um exemplo notdvel do respeito dos
russos por Euler ocorreu durante a Guerra dos Sete Anos. Na marcha
de Brandemburgo, em 1760, o exército russo entrou em Charlottenburg,
invadindo e saqueando uma fazenda que pertencia a Euler. Quando este
incidente foi investigado, os russos — primeiro o general, de seguida a
imperatriz Isabel — pagaram reparagdes a Euler num valor que ultrapas-
sava em muito a despesa com os danos.

Durante os 24 anos em que Euler esteve em Berlim, os russos deseja-
ram convencé-lo a voltar para Sdo Petersburgo. Abordaram-no em 1746,
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em 1750 e em 1763, fazendo ofertas generosas de modo a atrai-lo de
volta. De todas as vezes ele recusou, embora nunca tenha fechado a porta
completamente. Finalmente, em 1765, desanimado com a hostilidade de
Frederico e vendo melhoradas as condi¢des politicas na Russia, decidiu
voltar para Sdo Petersburgo.

Apesar dos seus sentimentos pessoais, Frederico reconhecia a proe-
minéncia de Euler na comunidade cientifica internacional. Euler tinha
publicado mais de duzentos trabalhos durante a sua estadia em Berlim.
Em 1749 ele tinha sido eleito Membro da Royal Society de Londres. Em
1755, tinha sido nomeado o nono membro estrangeiro da Académie des
Sciences de Paris, apesar de o nimero de membros externos estar limi-
tado a oito. Ele também tinha servido bem o estado alem&o; para além da
criagdo dos calenddrios, Euler tinha trabalhado na cunhagem para a casa
da moeda nacional, na colocagdo de canais, no projecto de aquedutos, na
criagdo de pensdes, e em melhoramentos da artilharia.

Frederico tentou impedir a partida de Euler. Este viu-se obrigado a
fazer repetidos pedidos de autorizagdo para sair. Em 1766, finalmente
Frederico cedeu, e permitiu que Euler partisse; com os seus 59 anos, Euler
e os seus 18 dependentes regressaram a 53o Petersburgo.

Mais tarde nesse ano, por recomendagio do matematico francés Jean
d'Alembert (1717-1783), Frederico substituiria Euler por Joseph-Louis
Lagrange (1736-1813), uma estrela em ascensdo que veio a tornar-se um
notdvel matemdtico. Na sua maneira tipicamente cdustica, o rei escreveu
a d'Alembert agradecendo-lhe «por ter substituido um matematico meio
cego por um matemadtico com ambos os olhos, que ird agradar especial-
mente aos membros anatémicos da academia»’. Ironicamente, apesar do
desinteresse de Frederico pela matemdtica e da sua paixao pela filosofia,
a sua Academia serd sempre lembrada pela sua impressionante lista de
matemadticos, e ndo pela lista dos seus fil6sofos.

No final da sua estadia em Berlim, quando Euler estava em rota
de colisdao com Frederico, a Riissia estava sob o dominio de Pedro III
(1728-1762), um sombrio lider pré-alemdo, psicologicamente instdvel,
conhecido por «temer e desprezar a Riissia e 0s russos»". Em 1762, o seu
governo chegou a um fim abrupto quando foi derrubado pela sua esposa,
que, em seguida, assumiu o trono como Catarina II. Pouco tempo depois,
talvez sob ordens de Catarina, Pedro foi assassinado por guardas que o
mantinham sob custédia.

Catarina, que mais tarde ficou conhecida como Catarina, a Grande, foi
imperatriz até 1796. Tal como o século xvm comegou sob o dominio do
poderoso e influente Pedro, 0 Grande, o final do século estaria marcado
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pela lideranca distinta de Catarina, 2 Grande. Ela era uma lider de tempe-
ramento forte, inteligente, ambiciosa e enérgica. Como o filésofo francés
Denis Diderot (1713-1783) disse, depois de visitar a corte de Catarina, «ela
tem a alma de César com todas as sedugdes de Cledpatra»’. Sob a sua
lideranga, verificou-se uma melhoria acentuada da qualidade de vida na
Rissia. A educagdo, que tinha sido amplamente ignorada desde a época
de Pedro, 0 Grande, tornou-se novamente uma prioridade para o governo
Iusso.

Durante os primeiros dias da Academia, a instituicdo notabilizou-se
devido ao brilho de Euler. Quando ele se mudou para Berlim, perdeu-
-se também o foco na matemadtica. Esta perda, conjugada com os anos
de grande instabilidade politica, tornaram dificil atrair investigadores
estrangeiros de talento para a instituigdo. A Academia estava em terreno
movedigo. Um dos projectos de Catarina para a reforma educativa consis-
tia em reavivar a Academia de Sdo Petersburgo, e elevé-la a sua anterior
gléria. Como o matemaético André Weil (1906-1998) escreveu: «Isto era
quase sinénimo de trazer Euler de volta®.»

Catarina certificou-se de que as duras exigéncias de Euler seriam aten-
didas e até superadas. Ele passou a receber o dobro do saldrio que lhe
era oferecido em 1763, a sua esposa recebeu uma bolsa, o seu filho mais
velho foi também contratado pela Academia, e foi garantido emprego
futuro aos seus filhos mais novos. Além disso, Catarina providenciou
para Euler uma casa totalmente mobilada, e ofereceu-lhe um dos seus
proprios cozinheiros. A sua chegada a Sdo Petersburgo, Euler foi recebido
calorosamente pela imperatriz. O seu regresso a Academia iria recentrar
a atengdo da comunidade matemdtica em S&o Petersburgo e garantir a
continuidade do sucesso da Academia.

Existem semelhancas entre Catarina, a Grande, e Frederico, o Grande;
ambos eram, afinal, exemplos tipicos de «déspotas esclarecidos». No
entanto, as rela¢Ges de Euler com os dois lideres foram muito diferentes.
A sua experiéncia com Catarina em S&do Petersburgo foi muito mais posi-
tiva que a sua experiéncia em Berlim, com Frederico. Catarina era uma
amante da ciéncia, e acolheu Euler como uma celebridade. Ele era o inves-
tigador que mais poder administrativo tinha entre todos os académicos.

Durante a sua vida, Euler presenciou vdrias mudangas na capital de
Sao Petersburgo. A cidade tinha apenas 24 anos quando ele chegou pela
primeira vez, 63 anos quando ele regressou, e 80 anos quando morreu.
Até ao final do século xvii, a populagido cresceria até ultrapassar os
166 000 habitantes. Sdo Petersburgo foi o lar de alguns dos mais ricos
nobres do império e de alguns dos camponeses mais pobres. Quase um
quarto da populagdo era militar'. Sdo Petersburgo continuaria a ser ado-
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rada por alguns russos e odiada por outros (isto é verdade ainda hoje em
dia). De acordo com o plano de Pedro, 0 Grande, a cidade estava cheia
de bela arquitectura, ao estilo europeu. Era a mais europeia das cidades
russas. Veio a ser conhecida como a «Veneza do Norte» por causa das
suas muitas ilhas e canais.

A segunda estadia de Euler em Sio Petersburgo foi uma época de
sucesso profissional, mas foi salpicada por episédios de perda pessoal.
Em 1771 a sua casa ardeu completamente. A acgdo rdpida de um criado
dedicado, que o levou para fora do prédio em chamas, salvou a vida de
Euler. A biblioteca inteira de Euler foi destrufda pelo fogo, mas felizmente
para a ciéncia, os seus manuscritos foram salvos. Em resposta a tragédia,
Catarina ofereceu-lhe um novo alojamento e substituiu as suas perdas.
Em 1776, a sua amada esposa Katharina morreu. Um ano depois, ele
casou-se com a meja-irma de Katharina, Salome Abigail Gsell.

Quase imediatamente apds ter deixado Berlim, as cataratas roubaram-
-lhe a visdo do seu olho esquerdo. Uma operagdo em 1771 restabele-
ceu-the a visdo deste olho por um breve periodo, mas uma infecgao
causou-lhe uma recaida, tendo ficado cego de novo. Durante este tempo,
Euler continuou a publicar artigos matemaéticos, principalmente ditando
o seu trabalho ao seu filho. Surpreendentemente, a produgdo matematica
de Euler continuou inabaldvel. Durante este tempo de cegueira total,
ele demonstrou alguns dos seus teoremas mais importantes, e escreveu
alguns dos seus livros mais influentes.

Ha uma ideia generalizada de que os anos mais produtivos de um
matemadtico se encontram entre os anos da sua juventude; quando atinge
os quarenta — ou os trinta — anos, toda a criatividade e genialidade
desaparece. No seu bem conhecido livro de memdrias, «A apologia de
um matematico», o matematico britanico G. H. Hardy (1877-1947) escre-
veu, «Nenhum matemadtico deveria jamais permitir esquecer-se de que
a matemdtica, mais do que qualquer outra arte ou ciéncia, € um jogo de
jovens®.» Embora isto descreva o declinio da qualidade das realizacdes
profissionais de muitos matemadticos (e dos profissionais de outras dreas
criativas), ndo representa a trajectéria da carreira de Euler. O seu regresso
a Sdo Petersburgo foi celebrado com pompa, e ele ndo decepcionou. Como
um historiador escreveu, Euler «demonstrou rapidamente que néo tinha
voltado a Ruissia para se reformar, mas estava, pelo contrério, no pico da
sua produtividade»'®.

Assim como Beethoven superou o obstdculo aparentemente intranspo-
nivel da surdez, continuando a compor sinfonias, também Euler era capaz
de criar matemdtica profunda, bela e muitas vezes «visual» no seu mundo
escurecido. £ um dos grandes triunfos do espirito humano. Além de sua
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investigagdo em matemdtica pura, Euler continuou a fazer contribui¢des
importantes para a matematica aplicada. Um dos mais importantes pro-
blemas daquele tempo era desenvolver um método preciso e fidvel para
navegar no mar. A navegacao celeste era apenas tdo precisa quanto as
tabelas nduticas que davam a localizagdo dos corpos celestes num deter-
minado momento. A Lua é o objecto mais visivel no céu nocturno, mas
como o movimento da Lua é determinado pela interac¢do gravitacional
de trés corpos — ela prépria, a Terra e 0 Sol — é uma tarefa matemadtica
extremamente dificil determinar, com antecedéncia, a sua localizacdo
num momento especifico.

Ainda hoje, o dificilimo problema dos trés corpos ndo foi completa-
mente entendido. A teoria da gravitagdo de Newton descreve o modelo
do sistema solar, mas esta teoria ndo fornece um algoritmo computacional
para prever este movimento. Em 1772, Euler desenvolveu um modelo
matemdtico do movimento da Lua que foi calculado e que produziu uma
aproximacgdo muito precisa para 0 movimento da Lua. Vdrias tabelas
lunares extremamente fidveis foram obtidas a partir do modelo de Euler.
Para exprimir os seus agradecimentos pela sua contribuigdo, tanto o
«Conselho de Longitude» em Franga como o parlamento britanico recom-
pensaram Euler generosamente.

A produgdo matemadtica de Euler continuou até o dia de sua morte,
com a idade de 76 anos. O seu dltimo dia foi descrito pelo marqués de
Condorcet (1743-1794), no seu elogio fiinebre a Euler:

Ele tinha mantido toda a facilidade do seu pensamento, e, aparen-
temente, todo o seu vigor mental: a decadéncia ndo parecia ameagar
as ciéncias com a perda repentina do seu grande ornamento. No dia
7 de Setembro de 1783, apds divertir-se a calcular numa arddsia as leis
do movimento ascendente de baldes de ar quente, a recente descoberta
de que se murmurava em toda a Europa, ele jantou com o Sr. Lexell e
sua familia, falou do planeta de Herschel (o recentemente descoberto
planeta Urano), e dos calculos que determinam a sua 6rbita. Pouco
depois, chamou o seu neto, e jogou com ele enquanto bebiam cha,
quando, de repente, deixou cair a chdvena que tinha na méo, e Euler
deixou de calcular e de respirar’.

Leonhard Euler foi enterrado em Sdo Petersburgo, Russia.
E dificil enumerar as maiores contribui¢des de Euler para a drea da
matematica. Poderiamos citar um dos seus muitos teoremas. Podemos

também apontar para os livros de sucesso que ele escreveu, como Iintro-
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ductio in analysin infinitorum, que o historiador Carl Boyer afirma ser
o livro mais influente na era moderna da matemdtica. Podia ser o seu
trabalho em matematica aplicada, como o seu livro Mechanica onde, pela
primeira vez, as técnicas do cdlculo sdo aplicadas sistematicamente a
fisica. Podiam ser os seus escritos para ndo-especialistas, como as suas
extremamente populares «cartas a uma princesa alema», que consistem
numa colecgdo de ligdes para a sobrinha de Frederico, o Grande, a princesa
de Anhalt-Dessau. Talvez fosse a sua capacidade para organizar e enqua-
drar resultados isolados e ideias aparentemente sem relagdo, num corpo
matemdtico coeso e organizado. Talvez fosse a elegante e itil notagio que
ele concebeu: Euler introduziu ¢ como a base do logaritmo natural, ele
popularizou o uso do sfmbolo &, no final da sua vida usou i para denotar
a raiz de -1 (notagdo que mais tarde se tornou padrao, através de Gauss);
usou 4, b e ¢ para denotar os lados de um tridngulo geral e usou A, Be C
para os angulos opostos; usou o simbolo ¥ para os somatérios, denotou
as diferengas finitas por Ax; e iniciou a utiliza¢o da notagéo f{x) para uma
funcéo f de varidvel x.

E dificil destacar um dos muitos, muitos teoremas e resultados de
Euler como o mais importante de todos. Alguns afirmam que € a relagdo
que coloca as cinco constantes 0, 1, &, ¢ e i numa férmula concisa,

e"+1=0.

Talvez seja uma das suas maravilhosas férmulas que usam séries
infinitas, € que mostraram a importancia do célculo e da andlise. Pode
ser um dos seus teoremas sobre teoria dos nimeros, em particular um
dos que levaram a solugdo de famosas conjecturas de Pierre de Fermat
(1601-1665).

N6s iremos, naturalmente, focar-nos na singela férmula que relaciona
o niimero de vértices, arestas e faces de um poliedro através da equagéo:

V-A+F=2

Um recente inquérito efectuado a matematicos mostrou que, na sua
opinido, a férmula de Euler para poliedros é o segundo teorema mais
belo de toda a matematica. O teorema mais votado como o0 mais belo de
sempre foi a férmula de Euler: ¢™ + 1 = (.1

Para entender a férmula de Euler para poliedros vamos agora analisar
os poliedros um pouco mais de perto. Afinal, o que é um poliedro?
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Capitulo 2

O que é um Poliedro?

Madame, é uma palavra antiga; cadn qual toma-a como nova e usa-a até
ficar gasta. E uma palavra que se enche de significado tal como um baldo,
e que se esvazia de significado de forma igualmente rdpida. Pode ser furada
como um baldo, remendada, e novamente rebentada.

— Ernest Hemingway, Morte pela Tarde!

De acordo com o diciondrio Oxford English Dictionary, a primeira vez
que o termo «poliedro» apareceu em lingua inglesa foi em 1570, na tra-
dugdo de Elementos de Euclides (c. 300 a. C.), por Sir Henry Billingsley.
A palavra «poliedro» tem origem nas raizes gregas poly, que significa
muitos, e hedra, que significa assentar. Um poliedro tem muitos lados nos
quais pode assentar. Embora o termo original hedra signifique assento,
tem sido o termo padréo para designar os lados ou faces de um poliedro,
pelo menos desde o tempo de Arquimedes®. Assim, uma tradugdo razoé-
vel de poliedro é «muitas faces» ou «muitos lados». No tempo de Euler,
a transliteracdo de hedra para o latim ja estava bem sedimentada.

Os poliedros sdo objectos geométricos tridimensionais familiares,
formados a partir de faces poligonais. Alguns exemplos de poliedros,
mostrados na figura 2.1, incluem o cubo comum, a pirdmide simples
(designada também como tetraedro), o elegante icosaedro, e o «icosaedro
truncado», com a forma de uma bola de futebol.

Devido a sua beleza e simetria, os poliedros ocupam um lugar proemi-
nente na arte, na arquitectura, nas jéias e nos jogos. Quem tenha passado
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Figura 2.1. Exemplos de poliedros

por lojas de artigos new age sabe que algumas pessoas acreditam que os
poliedros (os cristais, em particular) tém poderes misticos. Os poliedros
também aparecem na natureza, na forma de pedras preciosas e de orga-
nismos unicelulares.

As propriedades dos poliedros fascinam os matemadticos desde hd
vdrios milénios. Para demonstrar teoremas sobre poliedros, é funda-
mental que tenhamos uma definigdo precisa do termo. Foi jd depois de
um grande desenvolvimento da teoria dos poliedros que alguém tentou
fornecer uma defini¢do. Durante muitos anos, os matematicos trabalha-
vam assumindo que «sabemos o que é um poliedro quando encontramos
um». Eles adoptaram a filosofia de Humpty-Dumpty, que certa vez disse
a Alice: «Quando eu uso uma palavra, ela significa exactamente o que
eu decidir que ela significa — nem mais nem menos.» Naturalmente,
esta ndo é uma boa forma de proceder. Tal como disse Henri Poincaré
(1854-1912):

Os objectos com que os matemadticos se ocupam estiveram durante
muito tempo mal definidos; pensdvamos que os conheciamos bem
porque os representdvamos com 0s nossos sentidos ou com a imagina-
¢d0, mas tinhamos deles apenas uma imagem aproximada, e ndo um
conceito preciso sobre o qual o raciocinio se poderia basear’.

Trabalhar sem uma defini¢do adequada pode levar, tal como neste
caso levou, a imprecisdes e inconsisténcias tedricas. Como veremos, a
demonstragdo de Euler da sua férmula para poliedros ndo é totalmente
rigorosa, precisamente porque ele ndo chegou a definir com exactidao o
que era um poliedro.

Encontrar uma defini¢do adequada universalmente aceite é surpreen-
dentemente dificil. J4 houve muitas propostas ao longo dos séculos,
algumas das quais ndo sdo equivalentes. Devido a estas inconsisténcias,
nao hd uma definigdo tnica de poliedro que se aplique a todo o conjunto
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dos artigos escritos sobre estes objectos matematicos. Intuitivamente,
podemos definir um poliedro como uma figura geométrica construida
por faces poligonais em que cada aresta é compartilhada por exactamente
duas faces, e onde a partir de cada vértice emanam pelo menos trés ares-
tas. Com efeito, esta defini¢do parece razodvel, mas através de um exame
minucioso, descobrimos que alguns sélidos com estas propriedades vio-
lam a nossa nogao intuitiva do que deve ser um poliedro.

Enquanto ninguém discordaria que os objectos da figura 2.1 sdo polie-
dros, podemos interrogar-nos se aqueles da figura 2.2 (trés dos quais
satisfazem a defini¢Zo intuitiva dada) deveriam ser classificados como
poliedros.

Figura 2.2. Objectos que ndo sdo poliedros convexos

Esta ndo é uma pergunta capciosa. De facto, ndo existe um consenso
histérico sobre se os objectos na figura 2.2 sdo ou nédo poliedros. O objecto
na extrema esquerda, um cubo com um canto removido, é um poliedro
de acordo com a maioria das defini¢gdes modernas; no entanto, as nogdes
mais antigas de poliedro — aquelas assumidas implicitamente pelos gre-
gos e por Euler, por exemplo — néo permitem que um poliedro tenha tais
recortes. Da mesma forma, a segunda forma satisfaz os critérios de muitos
matemdticos para ser um poliedro. Mas tem um tinel que o atravessa,
tem a forma de uma rosca feita de faces planas. Devemos considerar que
isto € um poliedro? O terceiro objecto consiste em «dois poliedros» juntos
por um vértice, e o quarto é formado pela unido de «dois poliedros» ao
longo de uma aresta. Estes tltimos nao sdo poliedros, de acordo com a
maior parte das defini¢bes utilizadas (embora o terceiro ainda satisfaga os
critérios enunciados acima). Ambas as figuras tém dois interiores; se os
tivéssemos que encher com dgua, terfamos que preencher dois compar-
timentos distintos. Poderiamos ainda apresentar outros exemplos, ainda
mais patolégicos, que violam a nossa intuigdo sobre o que deve ser um
poliedro.
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Por agora, tomaremos o caminho mais facil e vamos contornar esta
tarefa dificil de fornecer uma definigdo rigorosa. Como pretendemos
apresentar o desenvolvimento histérico da férmula de Euler, podemos
restringir a nossa atencdo a uma classe menor, e mais fécil de definir, de
poliedros. Vamos considerar uma visdo muito antiquada dos poliedros,
aquela com a qual tanto Euler como os gregos cldssicos concordariam.
Embora nunca tenha sido explicitamente escrito, o pressuposto histérico
cra que um poliedro deve ser convexo. Um poliedro convexo é um objecto
que satisfaz a nossa defini¢ao intuitiva (enunciada acima) e, além disso,
tem a propriedade de que quaisquer dois pontos desse objecto podem ser
unidos por um segmento de recta que fica completamente contido no inte-
rior do poliedro. Assim, um poliedro convexo ndo pode ter recortes. Uma
rdpida inspecgdo mostra que todos os objectos da figura 2.1 sdo convexos,
ao passo que nenhum dos objectos da figura 2.2 é convexo.

Podemos observar que é isso que os gregos assumiram. Eles considera-
vam as faces de um poliedro como lados em que o poliedro pode «descan-
sar». Todos os poliedros da figura 2.1 podem assentar em qualquer uma
das suas faces, mas cada poliedro da figura 2.2 tem pelo menos uma face
em que ndo pode ficar assente. Mais tarde, quando tivermos mais ferra-
mentas a nossa disposi¢do, seremos capazes de aplicar a férmula de Euler
a uma classe mais vasta de poliedros, mas por simplicidade, e por razdes
histéricas, vamos comegar por considerar apenas poliedros convexos.

Antes de prosseguir, abordemos uma outra discrepédncia histérica:
deve um poliedro ser sélido ou oco? Algumas defini¢ées assumem que
os poliedros sdo objectos tridimensionais sélidos, enquanto outras reque-
rem que sejam 0cos, € compostos apenas por uma «pele» bidimensional.
Quem assume a primeira definigdo ird construir um poliedro de barro
ou plasticina, enquanto quem adoptar esta tltima fard um poliedro de
papel. No inicio da histéria dos poliedros, a suposicdo era de que eles
eram soélidos. Na verdade, durante muitos séculos, os poliedros foram
chamados «sélidos». Mais tarde, enquanto a teoria dos poliedros fazia a
transicdo para a topologia, a suposi¢do de considerar poliedros ocos foi
ganhando forca. Esta suposi¢do permitiu que teoremas sobre poliedros
pudessem ser generalizados a resultados sobre esferas e toros, que sdo, por
definigdo, ocos. Para a generalidade do que vamos expor, qualquer um
dos dois modelos servird. Nao faremos explicitamente qualquer hipétese,
a menos que seja crucial para a discussao.
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Capitulo 3

Os Cinco Sdlidos Perfeitos

Hd sempre causas anteriores. Um principio é um artificio, e o que deter-
mina um relativamente g outro é qual o seutido que dd ao que se segue.
— Jan McEwan, O Fardo do Amor!

Podemos encontrar as origens da geometria moderna, e de facto, de
muita da matemdtica moderna, no trabalho dos gregos. Durante o periodo
de Tales (c. 624-547 a. C.) até a morte de Apolénio (c. 262-190 a. C.), os
gregos produziram um volume surpreendente de trabalhos matemadticos,
e os nomes de muitos dos estudiosos desta época sdo bem conhecidos
dos alunos, em todo o mundo: Pitdgoras, Platao, Euclides, Arquimedes,
Zendo, e assim por diante.

Embora a matemaética do Egipto, Mesopotamia, China e India possa ter
influenciado os gregos, eles rapidamente tomaram esta disciplina como
sua. Como Platdo escreveu em Epinomis «De todas as vezes que os gre-
gos usaram qualquer coisa de ndo-gregos, levaram-na finalmente a uma
maijor perfei¢do®» Ao contrério das civilizagbes anteriores, para as quais
as aplicagdes eram o objectivo principal, os gregos queriam entender as
ideias da matemdtica e obter demonstra¢des rigorosas das afirmagées que
consideravam validas. J4 ndo se contentavam com as férmulas utilizadas
para obter aproximagdes. A exactiddo, a I6gica e a verdade eram os objec-
tivos da sua investigagdo.

Os gregos eram fascinados com a geometria, e os resultados que obti-
veram neste campo sdo demasiado numerosos para os podermos listar.
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Certamente ndo é exagero afirmar que a maior parte da geometria que
é hoje em dia ensinada nas escolas foi descoberta pelos gregos. Vamos
concentrar-nos num teorema grego sobre poliedros regulares (definire-
mos um «poliedro regular» em breve). E um dos mais célebres e belos
teoremas de toda a matemdtica (o quarto mais belo, de acordo com o
inquérito mencionado no capitulo 1).

Existem exactamente cinco poliedros regulares.

Estes cinco poliedros estdo apresentados na figura 3.1. Trés destes
corpos sdao compostos por faces triangulares — o tetraedro (a pirdmide
de 4 lados), o octaedro (uma dupla pirdmide com 8 faces) e o icosaedro,
de 20 lados. O cubo é composto por seis faces quadradas e o dodecaedro

VOO

Figura 3.1. Os cinco poliedros regulares: o tetraedro, o octaedro, o icosaedro,
o cubo e o dodecaedro

é o corpo composto por 12 pentdgonos regulares (o Apéndice A inclui
modelos para construir os seus proprios poliedros regulares em papel).

A notével histéria destes poliedros curiosos comega com o0s gregos e
continua através do Renascimento até aos dias de hoje. Uma demonstra-
¢do rigorosa de que existem apenas cinco poliedros regulares encontra-se
no final do livro Elementos de Euclides. (No capitulo 8, vamos apresentar
uma outra demonstragdo usando a férmula de Euler para poliedros.) Pla-
tao acreditava que os poliedros regulares eram os constituintes elementa-
res de toda a matéria. Devido ao facto de os ter incorporado na sua teoria
atémica, eles sdo hoje conhecidos por «sélidos platénicos». O astrénomo
Johannes Kepler (1571-1630) usou os sélidos regulares para conceber o
seu modelo inicial para o sistema solar.

Frequentemente encontramos a beleza na regularidade, na simetria e
na perfei¢do. Todos estamos familiarizados com os poligonos regulares
em duas dimensdes. Um poligono é regular se todos os seus lados tém o
mesmo comprimento e todos os dngulos interiores tém a mesma medida.
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Figura 3.2. Poligonos regulares com 3, 4, 5, 6, 7 e 8 lados

O tridngulo equildtero é o tnico poligono regular de trés lados, o qua-
drado € o tnico poligono regular de quatro lados, e assim por diante (veja
a figura 3.2). H4 um ntmero infinito de poligonos regulares, pois temos
um poligono regular de # lados para cada inteiro » superior a 2.

O andlogo tridimensional de um poligono é um poliedro. O estudo
da regularidade em poliedros é muito mais interessante do que para
poligonos. Embora haja um namero infinito de poligonos regulares, as
cinco formas apresentadas na figura 3.1 sdo os tinicos poliedros regulares.

Quais, exactamente, sdo os critérios para que um poliedro seja regular?
Tal como com a nossa definigdo de poliedro, temos de ter cuidado para
ndo incluir ou excluir qualquer coisa involuntariamente. Um poliedro
regular, também chamado sélido regular ou platénico, é um poliedro que
satisfaz as seguintes condigdes.

1. O poliedro é convexo.

2. Cada face é um poligono regular.

3. Todas as faces sd@o congruentes (idénticas).

4. Cada vértice estd rodeado pelo mesmo ntimero de faces.

Todos estes quatro critérios sdo necessdrios para obter a classe dese-
jada de poliedros. Na figura 3.3 indicamos exemplos de poliedros que

S <o

Figura 3.3. Poliedros que ndo sdo regulares. Cada um destes falha precisamente
uma tinica das quatro condigdes para a regularidade
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ndo cumprem precisamente apenas wm dos quatro critérios. O primeiro
poliedro satisfaz todos os critérios excepto o da convexidade. O segundo
poliedro, um octaedro distorcido, seria regular se as faces fossem tridngu-
los equilateros. A bola de futebol nao é regular, porque nas faces temos
pentdgonos regulares mas também hexdgonos regulares. Finalmente, no
ultimo poliedro todas as faces sdo tridngulos equildteros, mas os «vértices
equatoriais» estdo rodeados por quatro faces, a0 passo que nos vértices
«poblo norte» e «pdlo sul» se juntam cinco faces.

Podemos encontrar poliedros regulares na natureza. Os cristais sdo os
exemplos mais ébvios de poliedros que ocorrem na natureza, e alguns cris-
tais sdo regulares. Por exemplo, o cloreto de sédio pode assumir a forma de
um cubo, o sulfato de sédio pode assumir a forma de um tetraedro, e o alu-
minato de crémio pode assumir a forma de um octaedro. A pirite, vulgar-
mente conhecida como o ouro dos tolos, pode formar um cristal com doze
faces pentagonais; no entanto, o cristal pode nao formar um dodecaedro
porque a estrutura cristalina cria tipicamente faces pentagonais irregulares.

Na década de 1880, Emst Haeckel do HMS Challenger descobriu e
desenhou imagens de organismos unicelulares chamados radiolaria. Os
esqueletos de alguns destes organismos tém uma semethanga notdvel com
poliedros regulares (figura 3.4).

Existem alguns exemplos de sélidos regulares feitos pelo homem
primitivo. O cubo e o tetraedro, sendo relativamente simples e comuns,

Figura 3.4. Radiolaria assemelhando-se a poliedros regulares
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tém aparecido em muitas escavagdes efectuadas ao longo da histéria.
Um dodecaedro construido por volta do ano 500 a. C. foi desenterrado
numa escavagdo no Monte Loffa perto de Padua, Itdlia. Um antigo dado
em forma de icosaedro foi encontrado no Egipto, embora a sua origem
seja desconhecida.

E o octaedro? Este foi provavelmente o tltimo dos cinco sélidos regu-
lares a ser feito pelo homem. Nao é tdo simples como o cubo ou o tetrae-
dro, pelo que nenhum objecto quotidiano tomaria esta forma. Néao é tao
exético como um icosaedro ou um dodecaedro, sendo formado apenas
por duas pirdmides de base quadrada coladas ao longo das suas bases;
assim, se tivesse sido descoberto, teria sido provavelmente ignorado.
O historiador de matemdtica William Waterhouse argumentou que, até
que alguém descobrisse e enunciasse a nog¢ao de regularidade, o octaedro
ndo teria sido nenhum objecto especial. Ele escreveu: «O octaedro tornou-
-se um objecto de estudo matemadtico especializado somente quando
alguém descobriu qual o papel que teria®.»

Essa discussdo do octaedro é esclarecedora. Vemos que sdo trés as
etapas importantes no desenvolvimento da teoria dos poliedros regula-
res. A primeira é a construgdo dos préprios objectos. Inicialmente, esta
construgdo pode consistir apenas em fazé-los a partir de barro; contudo,
a partir de certo ponto, o assunto torna-se mais matemadtico — eles
devem ser construidos geometricamente. A segunda fase é a descoberta
da nogdo abstracta de regularidade. Esta ideia é simples somente em
retrospectiva. Imagine-se a mostrar estes cinco sélidos regulares a um
transeunte e perguntar: «Pode dizer-me o que estes cinco objectos tém
em comum?» E bem provdvel que ele ou ela ndo consigam formular a
no¢do abstracta de regularidade. Como disse Waterhouse: «A descoberta
desta ou daquela forma era secunddria, a descoberta crucial foi o préprio
conceito de uma forma regular sélida®.» Finalmente, a terceira fase é
provar que existem apenas cinco sélidos regulares. Dito de outra forma,
deve ser demonstrado, usando matematica rigorosa, que existem cinco, e
nao mais de cinco, destes belos objectos. O desenvolvimento desta teoria,
desde a descoberta, a abstracgdo, e finalmente & demonstragdo, é devido
aos gregos.
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Capitulo 4

A Fraternidade Pitagorica
e a Teoria Atomica de Platdo

(Pitdgoras) foi também o primeiro a abrir o duradoure abismo de incom-
preensdo entre o espirifo cientifico, que espera que o universo seja tenden-
cialmente compreensivel, e o espirito mistico, que espera — talvez de forma
inconsciente — que ndo o seja.

— George Simmons'

Os primeiros tempos da histéria da matemadtica grega estdo cheios de
apocrifos, especulagdes, evidéncias contraditérias, relatos em segunda
mado, e existe apenas um nimero limitado de verdades comprovéveis
para criar um quebra-cabegas fascinante. Hd pouquissimos registos da
matemadtica grega que sobreviveram, e esta escassez de informagao torna
dificil reconstruir a verdade histérica. As fontes primdrias sobreviveram
por vérios séculos depois da sua criagdo, mas praticamente todas foram
destruidas ou perdidas durante a Idade das Trevas ou Idade Média.
Muito do que sabemos ndo foi retirado a partir de fontes primérias, mas
a partir de fontes seccunddrias escritas centenas de anos mais tarde.

Pouco sabemos com seguranga sobre Pitdgoras (c. 560-480 a. C.) e
o seu grupo de seguidores, os pitagéricos. Como o fildsofo W. Burkert
escreveu: «Somos tentados a dizer que ndo hd um tnico detalhe na vida
de Pitdgoras que se encontre livre de contradigbes?.» Acreditamos que os
pitagéricos foram os primeiros a estudar os sélidos regulares. Diz-se que

48



Pitdgoras conhecia o cubo e o tetraedro, mas hd um prolongado desa-
cordo académico sobre se ele também conheceria o icosaedro e o octaedro.
Um dos seus seguidores é creditado com a descoberta do dodecaedro e,
como veremos, esta descoberta pode ter resultado na sua morte.

Pitdgoras nasceu na ilha grega de Samos no Mar Egeu. De acordo com
alguns relatos, ele viajou pelo Egipto e pela Babilénia nos seus primeiros
anos, tendo aprendendo a matemadtica e religido desses povos. Mais tarde,
estabeleceu-se na cidade grega de Créton, que actualmente fica no sul de
[talia.

Hoje em dia, Pitdgoras é associado ao famoso teorema geométrico
que tem o seu nome’, mas na sua época era conhecido como um mistico
e um profeta. Em Créton, tornou-se o lider espiritual de uma sociedade
secreta com base numa religido filoséfica. Esta foi uma época de grande
significado religioso em muitas culturas (Pitdgoras foi contemporaneo
de Confticio, Buda e Lao Tzu). A fraternidade de Pitdgoras teve muito
sucesso e sobreviveu em [tdlia durante quase dois séculos apés a sua
morte, e as suas doutrinas continuaram a ser ensinadas até ao século vi
depois de Cristo.

Conforme o tempo passou, a lenda de Pitdgoras como uma figura
divina foi refor¢ada por histérias de milagres que ele teria realizado.

Em muitos aspectos, a fraternidade de Pitdgoras n&do era diferente da
de outros cultos naquela época. Os seus membros eram escolhidos com
grande cuidado — participavam em ceriménias de iniciagado, sofriam
rituais de purificagdo e faziam votos de sigilo. Viviam de acordo com um
conjunto de regras rigorosas, por vezes bizarras. Segundo a lenda, eram
vegetarianos, mas estavam proibidos de comer feijdo, ndo podiam atigar
fogueiras com uma faca, ndo podiam usar anéis, e tinham que tocar na
terra quando trovejava.

Os pitagoricos acreditavam na transmigracdo das almas — que as
almas dos mortos voltavam a viver em forma de animal, e entravam
num ciclo infinito de reencarnagdes sendo promovidas ou despromovi-
das entre as categorias de animais e seres humanos. A tinica maneira de
escapar a este ciclo era através da purificagdo do corpo e da mente. Como
em muitos outros cultos, a purificagdo do corpo era conseguida através
de uma vida modesta, abstinéncia e moderacgo.

O que distinguia os pitagdricos era a sua forma de purificagdo da
mente. Eles ndo alcancavam a pureza através da meditacdo, mas atra-

* O teorema de Pitdgoras afirma que, se os dois catetos e a hipotenusa de um tridngulo rec-
téngulo tém comprimentos g, b e ¢, respectivamente, entdo @° + b? = ¢’. Na realidade, esta relagao
jd era conhecida pelos Babilénios mais de mil anos antes.
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vés do estudo da matemadtica e das ciéncias. Afirmava-se que a unido
derradeira com o divino era conseguida pela compreensdo da ordem do
universo, e a chave para o entendimento do universo era o conhecimento
da matematica. Pitdgoras disse: «Bem-aventuranga é o conhecimento da
perfeicdo dos ndmeros da alma®.» Esta crenga exprime-se de forma muito
sucinta pelo préprio lema dos pitagéricos: «Tudo sdo nimeros.»

Os pitagoricos acreditavam que Deus tinha organizado o universo com
nimeros, e que qualquer nimero podja ser expresso como uma razdo de
dois nimeros naturais (que qualquer nimero era uma frac¢do, ou quo-
ciente, de dois naturais). Usando a terminologia moderna, os pitagéricos
acreditavam que todos os niimeros eram nimeros racionais .

A musica e a astronomia também eram importantes para os pitagé-
ricos. Eles descobriram que os intervalos musicais podiam ser expressos
como razdes e concluiram que as mais belas harmonias originavam das
mais belas combinag¢Ses de nimeros. Eles defendiam que usando pro-
por¢Oes musicais se poderiam explicar alguns fenémenos astronémicos,
tais como as distdncias entre os planetas, a ordem dos planetas, e os seus
periodos de revolugdo. Acreditavam que o movimento dos sete planetas
conhecidos (onde incluiam a Terra, a Lua e o Sol), tal como as vibragdes
das sete cordas da lira, criavam uma harmonia. Alguns alegaram que esta
«musica das esferas» era audivel a Pitdgoras.

Os pitagoricos seguiam um estilo de vida comunitario; tomavam
refei¢des, faziam exercicios, e estudavam juntos. Este modo de vida,
a par com a sua tradi¢do de partilhar o conhecimento por via oral, o
sigilo a que estavam obrigados, e sua adoragdo a Pitdgoras, torna dificil
saber quais os pitagdricos que fizeram contribui¢bes para a matematica,
e quais foram elas. Na realidade, como a matemética fazia parte da
sua religido, e Pitdgoras era o seu lider espiritual, qualquer resultado
matemadtico obtido pelos seus seguidores era «a palavra do mestre», e
era atribuido a ele.

Segundo a lenda, um dos pitagéricos, Hipaso de Metaponto (c. 500 a. C.),
ndo seguiu esta tradi¢éo de deferéncia, e foi severamente punido. Um relato
afirma que ele terd sido afogado no mar, enquanto outro conta que ele foi
expulso da fraternidade e foi-The erguida uma ldpide, como simbolo de des-
pedida. Mais uma vez, os relatos diferem acerca do que teria feito Hipaso
para merecer tal tratamento cruel, existindo duas histérias concorrentes
(ambas as quais podem ser verdadeiras).

" Os nimeros naturais sdo 1, 2, 3,... . Um namero real diz-se racional se é da forma p/q,
onde p e g sdo niimeros naturais, ou é zero; um ndmero real chama-se irracional se ndo € racio-
nal. (N.do T.)
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Figura 4.1. Um pentagrama, o simbolo da escola pitagdrica,
inscrito num pentdgono regular

1+v5

Figura 4.2. Diagonais de comprimento irracional V2e o=
2

Um conto sugere que Hipaso descobriu o dodecaedro e mostrou
como inscrevé-lo numa esfera, faltando a tradi¢do de dar crédito a Pita-
goras. Esta descoberta poderia ter sido especialmente significativa para
os pitagéricos devido as faces pentagonais do dodecaedro. Eles tinham
adoptado o pentagrama ou pentdgono-de-estrelas (ver figura 4.1), que era
o simbolo grego para a satide, como o simbolo especial usado para iden-
tificar os outros elementos da fraternidade. Um pentagrama desenha-se
ligando os vértices de um pentdgono regular dois a dois, e isso forma um
novo pentagono regular dentro do primeiro.

A segunda lenda afirma que Hipaso mostrou que nem todos os niime-
ros sdo racionais, e ndo conseguiu manter a descoberta em segredo. Os
historiadores discordam sobre qual foi o ntimero irracional descoberto
por Hipaso. Poderia ser V2, que é 0 comprimento da diagonal de um qua-
drado com lados de comprimento igual a 1, ou poderia ser (/5 + 1)/2,
ndmero que é frequentemente chamado a proporgio durea, niimero de ouro
ou simplesmente ¢. E uma teoria tentadora sustentar que foi Hipaso quem
descobriu a irracionalidade da proporgao 4urea, pois ¢ é precisamente o
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comprimento do lado de um pentagrama que estd inscrito num penta-
gono com lados de comprimento 1 (ver figura 4.2). A ideia de que todos
0s nimeros seriam racionais era um dos pilares de sustentagdo do sistema
de crengas dos pitagéricos. A existéncia de um nimero irracional tinha
sido uma descoberta prejudicial e devastadora. E nesta perspectiva que
podemos imaginar a indignagdo dos pitagoricos relativamente a Hipaso.
[ronicamente, a prova da existéncia de um ndmero irracional é uma das
contribui¢des mais significativas e duradouras dos pitagéricos para a
matematica.

Independentemente de ter sido Hipaso ou um dos seus companheiros
pitagéricos quem descobriu o dodecaedro, parece certo que os pitagéricos
conheciam pelo menos trés dos sélidos regulares: o tetraedro, o cubo, e
o dodecaedro. Nio estd claro se eles conheciam o octaedro e o icosaedro,
ou se a descoberta destes poliedros deve ser atribuida a Teeteto de Atenas
(c. 417-369 a. C.). Mesmo as evidéncias mais antigas sdo contraditérias.
Proclus (410-485), o erudito do século v, afirma que os pitagéricos conhe-
ciam o octaedro e o icosaedro, ao passo que um escélio ndo datado dos
Elementos de Euclides afirma que «trés das cinco figuras referidas [sdo]
devidas aos pitagéricos, ou seja, o cubo, a pirdmide e o dodecaedro,
enquanto o octaedro e icosaedro sdo devidos a Teeteto»*. Hoje em dia,
muitos estudiosos subscrevem a teoria de William Waterhouse sobre a
descoberta tardia do octaedro, o que parece excluir os pitagéricos como
os seus descobridores.

Teeteto ndo é tdo famoso quanto outros matemadticos gregos, mas ele
é indiscutivelmente um her6i desta histéria. Sabe-se, quase com absoluta
certeza, que foi responsdvel por demonstrar que hd cinco e somente
cinco poliedros regulares. Muito do que sabemos sobre Teeteto é através
dos escritos do seu amigo, o influente filésofo e professor Platdo (427-
-347 a. C.). Platdo escreveu dois didlogos em que figura Teeteto: O Sofista
e 0 homénimo Teeteto.

Teeteto nasceu durante a Guerra do Peloponeso. Morreu como um
her6i de guerra na sequéncia da batalha, em 369 a. C., entre Atenas e
Corinto. Estudou matemaética com Teodoro (465-398 a. C.), e segundo
todos os relatos era um matemdtico especialmente dotado. Platdo tinha
por Teeteto a maior consideracdo, apenas superada pelo seu mestre,
Sécrates (470-399 a. C.). No Teeteto de Platdo, Teodoro diz acerca do
jovem Teeteto: «Este rapaz avanga em direcgdo a aprendizagem e inves-
tigacdo de modo suave, seguro e com sucesso, numa brandura perfeita,
como um fluxo de 6leo que flui sem fazer ruido, de forma que ficamos
maravilhados como ele consegue tudo isto com a sua idade.»®
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Nesta época, a descoberta dos niimeros irracionais era um aconte-
cimento relativamente recente, e ndo se sabia muito acerca das suas
propriedades. Teeteto fez contribuigdes importantes para a classificagdo
e organizagdo dos nimeros irracionais. Mais tarde, esta classificagdo cons-
tituiria a maior parte do livro X dos Elementos de Euclides.

Apesar da discordancia sobre quem teria sido o primeiro a descobrir
cada um dos cinco sélidos regulares, ndo hd davida de que Teeteto foi o
primeiro a elevar o estudo dos sélidos a uma teoria completa e rigorosa.
Gragas a Teeteto, as trés fases de desenvolvimento que discutimos no
capitulo 3 foram completadas. Em primeiro lugar, todos os cinco sélidos
foram descobertos e Teeteto conseguia construi-los geometricamente. Em
segundo lugar, ele compreendeu a caracteristica comum que liga estes
cinco poliedros, a sua regularidade. Finalmente, provou que estes cinco
sélidos sdo os tinicos poliedros regulares. As demonstracdes e construgdes
de Teeteto apareceram mais tarde no livro XIII dos Elementos de Euclides.
Na verdade, muitos historiadores argumentam que toda a matemdtica
contida nos livros X e XIII dos Elementos é devida a Teeteto.

Hoje em dia, Platdo é mais famoso como filésofo e escritor, mas uma
das suas contribui¢des mais importantes foi a criagdo da sua escola, a
Academia. A Academia de Platdo foi construida nos arredores de Atenas,
por volta de 288 a. C., uma década apds a execugdo de Sécrates. Platao
fundou a Academia para preparar os jovens para a vida ptblica, através
do estudo da ciéncia e, principalmente, da matemadtica. Ele acreditava
que, através do estudo da matemadtica, aprendemos a separar 0 nosso
intelecto dos nossos sentidos e opinides. A Academia manteve-se em
funcionamento por mais de 900 anos. A sua fundagéo foi considerada «em
alguns aspectos, o acontecimento mais notavel na histéria da Ciéncia da
Europa Ocidental»®.

Platdo ndo é conhecido por contribui¢des para as dreas da matemd-
tica, mas foi uma figura importante no avango desta disciplina. Era
um amante da matematica, e tinha grande respeito pelos matematicos.
A matematica constitufa a espinha dorsal do currfculo na Academia.
Isto é claramente ilustrado pela inscri¢do que se encontra acima da sua
entrada: «Que ninguém ignorante em geometria aqui entre.» Como
muitos matemaéticos foram treinados e formados na sua Academia, diz-
-se que Platdo ndo era um criador de matemaética, mas «um criador de
matemaéticos»’.

Como director da Academia, Platdo deixou grande parte da instrugdo
especifica para outros. Teeteto era um desses formadores, e acredita-se
que tenha leccionado na Academia durante quinze anos®.

53



Foi através de Teeteto que Platdo tomou conhecimento dos cinco
s6lidos regulares. Platdo reconheceu a sua importancia matemética e a
sua beleza. Como muitos pensadores futuros, ele acreditava que tinha
que haver um significado césmico para esta magnifica colecgdo de cinco
objectos. Platdo estava familiarizado com a visdo do universo concebida
por Empédocles (c. 492-432 a. C.), que afirmava que toda a matéria é
criada a partir de quatro elementos primordiais: terra, ar, fogo e dgua.
Estes quatro elementos bdsicos tém um lugar de destaque no Timeu de
Platdo, um relato ficcional de uma discussio entre Socrates, Hermdcrates,
Critias, e Timeu. Através de um longo mondlogo do pitagérico Timeu de
Locri, Platdo desenvolve um elaborado modelo atémico, no qual cada um
dos quatro elementos, a que Platdo chama corpos ou corpusculos, estd
associado a um dos sélidos regulares:

A terra vamos dar o cubo, pois dos quatro tipos de corpos a terra é
0 mais imo6vel e o mais maledvel, pelo que deve necessariamente vir a
ser, mais do que os outros, o sélido cujas faces sdo as mais seguras...
E das figuras sélidas que restam, faremos em seguida corresponder
a dgua a menos moével, ao fogo a mais mével, e ao ar aquela que fica
no meio. Isto significa que o corpo menor pertence ao fogo, o corpo
a dgua, e o intermédio ao ar — e também que o corpo com os cantos
mais afiados pertence ao fogo, o seguinte ao ar, e 0 que tem as pontas
menos afiadas a dgua.

Usando este raciocinio, Timeu concluiu que o fogo é um tetraedro,
0 ar um octaedro, e a 4gua é um icosaedro. O quinto sélido regular, o
dodecaedro, ndo poderia ser um dos elementos. Timeu sustentou que:
«Este, Deus usou para todo o universo, bordando nimeros sobre ele’.»

Timeu continua com a descrigdo das interac¢des entre os elementos.
As interacgdes sdo baseadas no corte e esmagamento; quanto mais afiado
for o elemento, mais ele tende a cortar, quanto menos afiado, mais ele
tende a esmagar. Isto permite o que poderfamos descrever como reacgoes
quimicas entre fogo, ar e dgua (mas ndo com a terra, uma vez que tem
as faces quadradas, e ndo triangulares). Os elementos podiam dividir-se
e as suas faces triangulares reorganizar-se para criar outros elementos.
Por exemplo, um elemento de dgua (constituido por 20 tridngulos equi-
lateros) podia ser dividido e reorganizado para fazer trés elementos de
fogo (3 x 4 = 12 tridngulos) e um elemento de ar (8 tridngulos). Timeu
observou que as diferentes variedades de matéria podiam ser explicadas
pelos diferentes tamanhos dos elementos. Ele também abordou os fené-
menos de mudanga de fase: derretimento e congelamento. Por exemplo,
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sustentava que o metal era dgua sélida (em oposicdo a dgua liquida)
sendo composto por grandes icosaedros uniformes que o faziam parecer
sélido. Quando os afiados tetraedros do fogo eram aplicados ao metal,
os icosaedros separavam-se uns dos outros, 0 metal fundia, e era capaz
de fluir como um liquido.

A crenga de que terra, ar, fogo e dgua sdo os quatro elementos primor-
diais foi adoptado e ampliado por Aristételes (384-322 a. C.), um aluno
de Platdo. Arist6teles elevaria o éter a condi¢do de quinto elemento, ou
quinta-esséncia, e argumentou que era a substancia de que eram feitos
0s corpos celestes.

O modelo atémico grego foi tdo influente que foi universalmente aceite
até ao nascimento da quimica moderna, dois mil anos mais tarde. Foi
apenas quando o cientista irlandés Robert Boyle (1627-1691) publicou o
seu livro O Quimico Céptico em 1661, que este modelo quimico comegou
a desmoronar.

Embora a teoria grega da quimica seja agora uma distante recordagéo,
o legado permanece. Continuamos a falar de ser «expostos aos elementos»
quando saimos e sentimos o vento (ar) ou a chuva (dgua). Os elementos
aparecem implicitamente e explicitamente em muitas obras de literatura,
pecas de arte, religides misticas, jogos de fantasia, entre outras situagoes.
Algumas pessoas chegam a argumentar que os membros do grupo dos
famosos quatro podem ser precisamente emparelhados com os elementos
(fogo: John Lennon; dgua: Paul McCartney; ar: George Harrison; terra:
Ringo Starr).

Desde o tratamento de Platdo dos sélidos regulares em Timeu, os cinco
poliedros regulares ficaram conhecidos como sélidos platonicos.
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Capitulo 5

Euclides e o seu Elementos

Aos onze anos, comecei a ler Euclides, tendo o meu irmdo como tutor.
Este foi um dos grandes acontecimentos da minha vida, tdo deslumbrante
como um primeiro amor. Eu ndo imaginava que existia algo tdo delicioso
no mundo.

— Bertrand Russell’

Quando se fala da geometria grega, pensa-se logo em Euclides e na sua
obra-prima, Elementos. Na Antiguidade, Euclides era muitas vezes refe-
rido simplesmente como «0 Geémetra.» E decepcionante o quio pouco se
sabe sobre a sua vida. Nao sabemos identificar o local do seu nascimento,
nem mesmo uma data razoavelmente precisa para o seu nascimento ou
morte. A maioria dos livros de histéria da matemadtica ndo se aventura a
adivinhar nenhuma destas datas, afirmando apenas que ele estava vivo
durante o ano 300 a. C..

Euclides aprendeu matematica e descobriu as grandes obras de Teeteto
e os outros platénicos na Academia de Platdo, em Atenas. Posteriormente,
mudou-se para Alexandria. Isto passou-se durante o tempo em que a
grande Biblioteca e o Museu estavam a ser construidos. Euclides fundou
af uma Escola de Matematica que gozou de grande sucesso e influéncia.

Euclides escreveu varios livros, mas a sua fama eterna é devida a um
tnico deles. Por volta de 300 a. C. escreveu a sua obra-prima: Elementos.
Foi escrito como um manual para a geometria elementar, teoria dos
ndmeros e dlgebra. Euclides ndo é conhecido por contribui¢tes originais
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para a matemdtica; grande parte, ou mesmo praticamente todo o material
que encontramos nos Elementos, foi demonstrado, pela primeira vez, por
outrem. Proclo escreveu que Euclides «foi desenvolvendo os elementos
a partir da organizagao e ordenagdo de muitos dos teoremas de Eudoxo,
do aperfeicoamento de muitos de Teeteto, e levando a uma demonstragado
irrefutavel os argumentos que tinham sido apenas vagamente utilizados
pelos seus antecessores»’.

Os Elementos sdao muito lacénicos na sua apresentagdo; ndo se coloca
a matemadtica no seu contexto histérico, a motivagido estd ausente, e as
aplicagbes ndo sao apresentadas. No entanto, a exposigdo e o tratamento
16gico e organizado da matéria foram superiores a tudo o que tinha apa-
recido anteriormente. Euclides comegou com cinco premissas aparente-
mente «auto-evidentes», e com base apenas nesses postulados simples,
desenvolveu uma grandiosa teoria geométrica. Proclo elogiou Elementos
da seguinte forma:

[Euclides] ndo incluiu tudo o que poderia ter escrito, mas apenas
o material adequado para a constru¢do dos elementos. Usou todas
as formas de argumentos dedutivos, alguns tornaram-se plausiveis a
partir dos primeiros principios, outros a partir de demonstragdes, mas
todos irrefutdveis e exactos, e em harmonia com a ciéncia ... Além
disso, devemos mencionar a continuidade das provas, a disposigdo e
a ordenagao das matérias que precedem e daquelas que se seguem, e a
competéncia com que trata cada detalhe’.

Este tratamento l6gico teria realizado os sonhos de Pitdgoras, idealiza-
dos vdrios séculos antes. O impacto para futuros cientistas seria profundo.
Partindo de verdades fundamentais, auto-evidentes, tentava-se deduzir
todas as leis da ciéncia. Esta abordagem ideal para a ciéncia mostrou ser
demasiado simplista; existem poucas leis da ciéncia que se podem compa-
rar aos cinco postulados de Euclides. No entanto, a abordagem euclidiana
dedutiva permanece importante, nos dias de hoje, na matematica e nas
ciéncias.

Os Elementos constituem a mais antiga obra matemadtica fundamental
criada pelos Gregos que sobreviveu até hoje. Estes volumes foram copia-
dos e recopiados a mao mdltiplas vezes até a primeira versdo impressa,
que surgiu em Veneza em 1482, Desde entdo, houve um ndmero estimado
de mil edig¢Ges diferentes.

A maior parte do Livro XIII, o dltimo livro dos Elementos, é dedi-
cado aos soélidos platénicos. Alguns historiadores argumentam que os
outros doze livros foram escritos apenas para preparar o leitor para o
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Figura 5.1. Vértices espalmados de poliedros convexos (esquerda e centro); o caso
de um poliedro ndo convexo (a direita)

livro final. Como jd escrevemos, provavelmente as provas encontradas
no Livro XIII ndo sido devidas a Euclides, mas a Teeteto. Alguns inves-
tigadores afirmam mesmo que Euclides terd seguido textualmente o
trabalho de Teeteto — sem sequer o editar®.

A contribui¢do mais importante do Livro XIII é a demonstragdo de
que existem cinco e apenas cinco sélidos platénicos. Em primeiro lugar,
Euclides mostra que hd pelo menos cinco sélidos platénicos — isto é, que
o tetraedro, o octaedro, o icosaedro, o cubo e o dodecaedro, sdo efectiva-
mente sélidos regulares. Em seguida, ele prova que ndo hd mais do que
estes cinco. Para detalhar o primeiro passo, Euclides d4 instrugées expli-
citas sobre como construir cada um dos cinco sélidos platénicos — mais
precisamente, constroi estes sélidos platénicos dentro de esferas. Nao
vamos aqui detalhar estas construgbes de Euclides. Vamos, no entanto,
apresentar o0 seu argumento de que nao existem mais do que estes cinco
s6lidos. Mais tarde daremos uma prova diferente do mesmo teorema,
usando a férmula de Euler.

Na sua demonstragdo, Euclides usa um facto sobre dngulos planos.
Numa face de um poliedro, o angulo em cada um dos vértices dessa
face é um angulo plano (um cubo tem 24 angulos planos, cada um
medindo 90°). No Livro XI, Euclides mostra que, num poliedro convexo,
a soma de todos os angulos planos que se unem no mesmo vértice serd
sempre um valor menor do que 360°". Omitiremos a prova, embora seja
facil de perceber, com ajuda de modelos em cartolina, a razdo pela qual
este teorema € verdadeiro. Se considerarmos todas as faces que se encon-
tram num dado vértice de um poliedro convexo e tentarmos formar com

" 360" é 0 angulo de uma volta completa no plano. (N. do T.)
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Figura 5.2. Os cinco possiveis vértices de um sélido platénico,
espalmados (acima) e no espago (em baixo)

elas uma superficie plana teremos forgosamente que cortar ao longo de
uma das arestas. Assim, na figura plana que obtemos, duas das faces que
estavam unidas no sélido, ficaram separadas pelo corte (ver a figura5.1).
Isto acontece precisamente porque a soma dos dngulos planos no sélido
era estritamente inferior a 360°.

Agora, consideremos um poliedro regular. Cada face é um poligono
regular com #n lados (que sdo arestas no poliedro), e m arestas do polie-
dro encontram-se em cada vértice. Uma vez que cada face deve ter pelo
menos trés lados, n = 3 , e dado que pelo menos trés arestas se encon-
tram em cada vértice, m = 3. Todos os dngulos de cada face tém a mesma
medida; designemos este dngulo por 6. Em cada vértice, juntam-se
faces, cada uma contribuindo com um dngulo plano que mede 6. Do
Teorema do pardgrafo anterior, segue-se que m#6 deve ser inferior a 360°.
Para que valores de m e 1 € isto possivel?

Quando 1 = 3, as faces sdo tridngulos equildteros, de modo que 6 = 60°
(a medida dos angulos interiores de um poligono regular de n lados é
precisamente 180° (1 —2)/n). Uma vez que m#é < 360°, temos m(60°) < 360°,
ou seja m < 6. Assim, m = 3, 4 ou 5 sdo as unicas possibilidades (ver a
figura 5.2). Estes valores de m ddo origem ao tetraedro, ao octaedro e ao
icosaedro, respectivamente.

Quando 1 = 4, as faces sdo quadrados, logo 6 = 90°, o angulo recto. Isto
implica que m(90°) < 360°, ou seja m < 4. Logo, apenas podemos ter m =
3, e obtemos o cubo. Quando m = 5, as faces sdo pentdgonos regulares e
6=180°(5-2)/5 =108°. Assim m(108°) < 360°, ou seja im < 10/3. Portanto,
apenas podemos considerar m = 3, e obtemos o dodecaedro.

Supondo agora que 1 = 6, isto é que as faces sdo hexdgonos regulares
temos 8 = 120°. Neste caso, terfamos m(120°) < 360°, ou seja m < 3, o que
é impossivel. Assim, ndo ha poliedros regulares com faces hexagonais.
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Figura 5.3. Um sdlido platénico ndo convexo?

Encontramos o mesmo problema para todos os outros valores de n supe-
riores a 6. Portanto, ndo hd outros sélidos platénicos.

Examinando esta demonstragdo, vemos que Euclides ignorou alguns
detalhes subtis. Em particular, ele ndo eliminou a possibilidade de
poderem existir dois poliedros diferentes, ambos formados com faces
regulares de n lados e ambos com m faces unidas em cada vértice. Por
exemplo, poderfamos admitir que existisse outro poliedro, para além do
icosaedro, formado a partir de tridngulos equildteros, cinco dos quais se
unem em cada vértice. Euclides supde, sem o explicitar, que isto nao pode
acontecer. De facto, Euclides estd correcto, se supusermos que 0s nossos
poliedros sdo convexos; mas este facto precisa de ser demonstrado. Se ndo
supuséssemos a convexidade, porém, Euclides estaria errado. Na figura
5.3 podemos ver um poliedro, ndo convexo, com as mesmas proprieda-
des que o icosaedro — é composto por vinte tridngulos equiléteros, cinco
dos quais se encontram em cada vértice. A tnica diferenca é que um dos
vértices foi empurrado para o interior, pelo que deixou de ser convexo.

Pares de poliedros, como o icosaedro e o icosaedro ndo convexo mos-
trado na figura 5.3, sdo denominados estereoisémeros (um termo que pro-
vém da quimica). Estes sdo construidos a partir de colecges de faces
idénticas, unidas ao longo das mesmas extremidades.

Devemos também eliminar a possibilidade de deformagao dos polie-
dros, mantendo a forma das faces. Imagine um poliedro cujas faces sdo
feitas de metal indeformdvel, mas cujas arestas sdo dobradicas. Uma
conjectura que remonta pelo menos a época de Euler é que tal poliedro,
embora todas as arestas sejam articuladas, ndo é flexivel. A sua forma
nado pode ser alterada puxando, empurrando, ou espremendo. Em 1766
Euler escreveu que «[figuras sélidas] podem sofrer alteragdes apenas
na medida em que ndo se danifiquem ou fiquem fechadas em todos os
lados»®. Provar esta conjectura é importante, porque se um dos poliedros
regulares fosse flexivel, entdo terfamos uma familia inteira de estereoiso-
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Figura 5.4. Trés dos treze s6lidos arquimedianos

meros, e assim um numero infinito de poliedros regulares ligeiramente
diferentes. Este facto destruiria a demonstragdo de Euclides.

Acontece que Euclides estava correcto, mas a justificagdo rigorosa veio
apenas dois mil anos depois, pela mdo do prolifico matemadtico francés
Augustin-Louis Cauchy (1789-1857). Em 1811, Cauchy mostrou que quais-
quer pares de estereoisémeros convexos tém que ser idénticos®. Por outras
palavras, se soubermos as faces de um poliedro convexo e os pares de
faces que sdo vizinhas, entdo sabemos com exactiddo toda a geometria do
poliedro. Uma consequéncia deste célebre teorema é que os cinco sélidos
platonicos s@o realmente os tinicos. Um outro é que cada poliedro con-
vexo articulado é inflexivel. Este tltimo facto tornou-se conhecido como o
teorema de rigidez para poliedros convexos. Surpreendentemente, a con-
jectura de rigidez ndo é vdlida para poliedros articulados ndo convexos, e
este facto s6 foi descoberto em 1977. O matematico norte-americano Robert
Connelly construiu o primeiro poliedro flexivel ndo convexo’.

A grande contribui¢do final dos gregos para a teoria dos sélidos
regulares é devida a Arquimedes de Siracusa. Arquimedes introduziu
a nogao de solidos semi-regulares. Tal como um sélido regular, um sélido
semi-regular é um poliedro convexo cujas faces sdo poligonos regulares,
em que agora € permitido mais de um tipo de poligono regular como face.
Além disso, impde-se que todas as faces com o mesmo ntdmero de lados
sejam congruentes e que todos os vértices sejam idénticos (ou seja, cada
um dos vértices tem a mesma ordem de poligonos que o rodeiam e qual-
quer vértice pode ser rodado para a posigdo de qualquer outro vértice,
com o resto do poliedro a alinhar perfeitamente com a posi¢do anterior).
Trés poliedros semi-regulares estdo apresentados na figura 5.4. O traba-
lho de Arquimedes perdeu-se, mas de acordo com a seguinte passagem
por Pappus (c. 290-350 d. C.), sabemos que Arquimedes descobriu treze
poliedros semi-regulares:
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Embora muitas figuras sélidas com todos os tipos de faces possam
ser concebidas, aquelas que sdo obtidas pela regularidade sao as mais
merecedoras de atengdo. Estas incluem, ndo apenas as cinco formas
encontradas no divino Platio... mas também os sélidos, em numero
de treze, que foram descobertos por Arquimedes e sdo formados por
poligonos equildteros e equiangulares, mas nao semelhantes®.

O conjunto completo destes treze poliedros foi reconstruido em 1619
por Kepler, que ndo tinha conhecimento do trabalho de Arquimedes.
Tal como Teeteto provou que os cinco sélidos platénicos s@o os tinicos
poliedros regulares, Kepler mostrou que ha apenas treze poliedros semi-
-regulares. Devemos também mencionar que existe um conjunto infinito
de poliedros chamados prismas e anti-prismas que satisfazem os critérios
de semi-regularidade, mas, historicamente, estes ndo foram chamados
s6lidos semi-regulares. Hoje os poliedros semi-regulares sdo conhecidos
como sdlidos arquimedearos.

Ap06s o declinio da civilizagdo grega, o centro da actividade matema-
tica mudou-se para o império isldmico. Sob patrocinio real, matematicos
drabes traduziram muitos dos matematicos cldssicos gregos, incluindo
obras de Euclides, Arquimedes, Apolénio, Diofanto, Pappus, e Ptolomeu.
No entanto, foram mais do que meros cuidadores dos textos dos gregos.
Estes matemadticos sdo responsdveis pela criagdo da drea da dlgebra e
por fazer contribuigdes substanciais para a teoria dos nimeros, sistemas
numéricos, e para a trigonometria. O periodo de dominagdo drabe mate-
mética durou aproximadamente até ao século xv.

Os matematicos drabes desenvolveram o estudo da geometria, mas
ndo fizeram avangos substanciais na teoria de poliedros. Para que voltasse
a existir um interesse renovado nos poliedros, a matemadtica teria que
esperar que a Europa emergisse da época medieval.
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Capitulo 7
A Pérola de Euler

«Obvio» é a palavra mais perigosa em matemdtica.
— E. T. Bell'

«Matematico descobre arestas de poliedros!» Esta deveria ter sido a
noticia de primeira pdgina dos jornais, no dia 14 de Novembro de 1750.

Nesse dia, a partir de Berlim, Euler enviou uma carta ao seu amigo
Christian Goldbach em Sido Petersburgo. Numa frase aparentemente
desprovida de matemadtica interessante, Euler descreveu «os pontos de
jungdo onde duas faces se unem ao longo de um dos seus lados, e que, por
falta de um termo geralmente adoptado, passarei a chamar ‘arestas’.» De
facto, esta definigdo pouco apelativa representou a primeira pedra impor-
tante colocada nos fundamentos do que se tornaria uma grandiosa teoria.

Um dos grandes dons de Euler era a sua capacidade de consolidar
resultados matemdticos isolados e conceber um modelo teérico no qual
tudo se encaixa. Durante o ano de 1750 ele dedicou-se desta forma aos
poliedros. Comegou com o que esperava tornar-se um estudo dos funda-
mentos da teoria dos poliedros, ou estereometria, como ele a denominou.

Até essa altura, a teoria dos poliedros ja tinha mais de dois mil anos,
mas era puramente geométrica. Os matemdticos tinham-se focado exclu-
sivamente em propriedades métricas dos poliedros — propriedades que
podem ser medidas. Eles estavam interessados em determinar os compri-
mentos dos lados e das diagonais; em calcular as &reas das faces, medir
os dngulos planos, e determinar os volumes.
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O I

Figura 7.1. Trés poliedros diferentes, todos de oito faces

O primeiro passo de Euler ndo seguiu essa tradi¢do métrica. Ele pre-
tendia descobrir uma forma de agrupar ou classificar todos os poliedros,
e enumerar as suas caracteristicas principais. Afinal de contas, é assim
que classificamos os poligonos — todos os poligonos de trés lados sdo
tridngulos, os de quatro lados sdo quadrildteros, e assim por diante.

A grande dificuldade em classificar poliedros de forma andloga torna-
-se rapidamente evidente. A caracteristica mais simples de enumerar
— o ndmero de faces — nao é suficiente para distinguir poliedros. Como
podemos ver na figura 7.1, poliedros com o mesmo nidmero de faces
podem ser radicalmente diferentes.

A primeira observagao brilhante de Euler foi a de que a superficie de
um poliedro é composta por componentes de dimensdes 0, 1 e 2, nomea-
damente vértices (ou angulos sélidos, como ele lhes chamava), arestas e
faces, e que estas eram as caracteristicas que se deveriam enumerar. Estas
trés quantidades tornaram-se os blocos de constru¢do mais comuns para
todas as superficies topoldgicas. Ele escreveu:

Portanto, devem ser considerados trés tipos de elementos na fron-
teira de qualquer corpo sélido; nomeadamente, 1) pontos, 2) linhas
e 3) superficies, ou, com os nomes usados especificamente para esta
finalidade: 1) dngulos sélidos, 2) arestas e 3) faces. Estes trés tipos de
elementos determinam completamente o sélido®.

Nao é possivel exagerar a importancia desta observagdo. Surpreen-
dentemente, até Euler lhes ter dado um nome, ninguém se tinha explici-
tamente referido as arestas de um poliedro. Euler, escrevendo em latim,
usou a palavra acies que significa bordo. Em «latim corrente», acies é
usado para a lamina afiada de uma arma, um feixe de luz, ou uma forma-
¢do militar alinhada para uma batalha. Dar um nome a esta caracteristica
6bvia de um poliedro pode parecer ser um assunto trivial, mas néo o é.
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Uma vez precisados estes trés elementos fundamentais — vértices,
arestas, e faces — e comeg¢ando a anotar os seus valores para vdrias fami-
lias de poliedros, é provével que o grande Euler tenha rapidamente desco-
berto a relagdo entre eles. Podemos imaginar a surpresa de Euler, quando
ele descobriu que, para qualquer poliedro, é satisfeita a seguinte relagao:

V-A+F=2

Nao é de estranhar que tenha ficado espantado por ninguém ter repa-
rado nisto antes. Brilhantes matemadticos gregos e renascentistas tinham-
-se dedicado intimeras horas a examinar todos os aspectos possiveis dos
poliedros. Como é que lhes poderia ter passado despercebida esta relagdo
elementar?

A resposta fdcil mas leviana é o lugar-comum de que a histdria da
matematica estd repleta de resultados 6bvios que passaram despercebi-
dos durante anos. Uma resposta mais profunda, no entanto, é a de que
os mateméticos que o precederam nunca tinham pensado nos poliedros
desta forma. Os antecessores de Euler estavam tio focados nas proprie-
dades métricas que ndo repararam nessa interdependéncia fundamental.
Nao sé ndo lhes ocorreu contar os elementos caracteristicos dos poliedros,
como néo sabiam em concreto o que poderiam enumerar.

Euler é realmente o mestre de todos nés.

O trabalho de Euler na férmula dos poliedros esta descrito em trés
importantes documentos. O primeiro foi a explicagdo a Goldbach, em
1750, da descoberta desta relacdo. Ele escreveu:

Em cada sélido delimitado por faces planas, a soma do nimero de
faces com o niimero de dngulos sélidos excede por duas unidades o
numero de arestas, ouseja H+ 5= A + 25

Euler usou as letras H, A e S para indicar o nimero de faces (hedra)
arestas {(acies) e vértices (anguli solidi). Renomeando estas quantidades e
rearranjando os termos, obtemos a relagdo familiar:

FormuLA DE BEULER PARA POLIEDROS!
Um poliedro com V vértices, A arestas e F faces satisfaz
arelagio V-A+ F=2.

Nesta carta, Euler também incluiu, sem demonstra¢des, dez outras
observagdes sobre poliedros. Concluiu a carta destacando esta férmula, e
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assim, a demonstragdo de Euler é muito habil e ndo usa propriedades
métricas dos poliedros. A primeira demonstragao verdadeiramente rigo-
rosa foi dada quatro décadas mais tarde, em 1794, por Legendre'®. No seu
argumento surpreendente, que apresentaremos no capitulo 10, Legendre
usa propriedades da geometria das esferas.

A demonstragdo de Euler é uma precursora das demonstragdes com-
binatérias modernas. E usado o método da dissecacdo, no qual se toma
um poliedro complexo, possivelmente com muitos vértices, reduzindo-o
sistematicamente a poliedros mais simples. Euler prop6s um processo de
remogao dos vértices do poliedro, um de cada vez, até que permanecam
apenas quatro, sobrando entdo uma pirdmide triangular. Através do
registo do niimero de vértices, arestas e faces em cada fase deste processo,
e usando as propriedades conhecidas da pirdmide triangular, concluiu
que se verifica V — A + F = 2 para o poliedro inicial.

Antes de explicar a demonstragdo de Euler, olhemos para um exemplo.
Consideremos a decomposi¢do do cubo que se mostra na figura 7.3. Em
cada fase, vamos remover um vértice do cubo, cortando-lhe uma pira-
mide triangular; e continuamos desta forma até obter uma tnica pirdmide
triangular. Uma vez que o cubo é um poliedro relativamente simples,
somos capazes de remover cada vértice cortando apenas uma tinica pira-
mide. No entanto, no caso geral, poderemos ter que cortar vérias pira-
mides triangulares para remover um tnico vértice. A tabela 7.1 mostra o
numero de vértices, arestas e faces em cada etapa da decomposigao.

Poderiamos esperar que, a medida que o nimero de vértices dimi-
nui, o nimero de faces e de arestas diminua também de alguma forma
previsivel. Como podemos ver no gréfico, no entanto, as sequéncias
ndo apresentam nenhum padréo simples. Neste exemplo, o nimero de
faces aumenta antes de comecar a diminuir — o poliedro comega com
seis faces, e depois, 2 medida que os vértices sdo removidos do poliedro

Tabela 7.1: A decomposi¢do de um cubo até obter um tetraedro,
por remogao sucessiva de vértices

Vértices Arestas Faces Arestas — Faces

Cubo 8 12 6 6
7 12 7 5
6 11 7 4
5 9 6 3
Tetraedro 4 6 4 2

80












ter um registo da contagem de arestas e faces apds a remogdo de varios
vértices é assustadora. No entanto, a importante observacdo de Euler
poupa-nos a preocupacao de registar todos estes valores. Se tomarmos o
nimero de arestas no novo poliedro e subtrairmos o niimero de faces no
mesmo, obtemos

(A-3+s5s-H-(F-2+s-H=A-F-1.

Por outras palavras, a diferenca entre o nimero de arestas e 0 nimero
de faces é exactamente uma unidade a menos do que a mesma diferenga
antes de o vértice ter sido removido’. Assim, apds 1 vértices terem sido
removidos, a diferenca entre o niimero de arestas e o niimero de faces no
poliedro resultante é exactamente A — F — n.

Desta forma, podemos agora concluir a demonstragao de Euler. Come-
cemos com um poliedro de V vértices, A arestas e F faces. Suponhamos
que vamos removendo vértices, um de cada vez, n no total, até que ﬁquem
apenas quatro vértices. Entdo, V-n =4, oun = V —4. O tnico poliedro
de quatro vértices € uma pirdmide triangular (que tem quatro faces e seis
arestas). Para uma pirdmide triangular, a diferenca entre o nimero de
arestas e o numero de faces é 6 — 4 = 2, mas de acordo com a discussio
anterior, sabemos que essa diferenga é também igual a A — F — n. Assim
temos o sistema de equagdes:

A-F-n=2
n=V-4.

Substituindo a segunda equagdo na primeira, de forma a eliminar a
variavel n, e rearranjando os termos, obtemos V — A + F = 2, como pre-
tendido.

No inicio, afirmdmos que a demonstragdo de Euler nédo era totalmente
rigorosa e que ele néo tinha reparado nalgumas subtilezas. De facto, Euler
foi muito cuidadoso em perceber a variagdo do niimero de faces e arestas
a medida que os vértices vdo sendo removidos; no entanto, foi muito
descuidado com o préprio método de remogdo de vértices, uma vez que
nao forneceu instrugdes precisas de como se devem cortar as pirdmides
associadas aos vértices. Em vez disso, indicou o procedimento com alguns

* Notamos também que € precisamente esta subtrac¢do do nimero de faces ao niimero de
arestas que nos permite eliminar as varidveis auxiliares s e . (N. do T.)
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exemplos vagos. Euler explicou, correctamente, que hd diversas formas
de remover um determinado vértice, através do corte de pirdmides trian-
gulares, mas ndo alertou para o facto de algumas decomposi¢bes serem
aceitdveis para que o método funcione, ao passo que outras decomposi-
¢Bes devem ser evitadas. Ele deixou o leitor com a impressdo errada de
que uma dada decomposicdo funcionaria tdo bem como qualquer outra.
Na verdade, algumas decomposi¢des podem trazer graves problemas.

O primeiro obstdculo que encontramos é que a decomposi¢do pode
inadvertidamente originar um poliedro que ndo ¢ convexo. Euler deu
um exemplo no qual o vértice, para ser removido, O, tem quatro vértices
adjacentes A, B, C e D (ver figura 7.7). Escreveu ele:

Isto pode ser feito de duas maneiras ... duas piramides terdo de ser
removidas, ou OABC e OACD, ou OABD e OBCD. E se os pontos A, B,
C, D ndo estdo no mesmo plano, os s6lidos resultantes terdo, em cada
caso, formas diferentes’.

Isto é verdade mas, se os quatro vértices vizinhos ao vértice O nao
sdo coplanares, entdo um dos dois poliedros resultantes serd necessaria-
mente convexo e outro ndo serd convexo. Para o poliedro na figura 7.7,
a remogdo das piramides OABD e OBCD ird produzir um poliedro que
ndo é convexo.

Euler nunca mencionou a propriedade de convexidade no seu artigo.
Ele assumiu, sem o ter indicado, que todos os poliedros sdo convexos.
Observando atentamente o seu algoritmo, vemos que ¢é importante
que estes poliedros permanecam convexos apds a remogao de vértices.
A obtengdo de um poliedro ndo convexo pode conduzir a problemas

Figura 7.7. A remogdo de um vértice de um poliedro (esquerda) pode dar origem a
um poliedro convexo {centro) ou ndo convexo (direita)
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Figura 7.8. O método de Euler, aplicada ao poliedro a esquerda pode produzir um
poliedro degenerado {centro) ou nio (a direita)

sérios, pois pode ser impossivel usar o método de Euler para remover
um vértice localizado num ponto onde a convexidade falha. Podemos
inclusive encontrar problemas mais graves.

Como o matematico Henri Lebesgue (1875-1941) assinalou, ndo sé o
poliedro resultante poderd ndo ser convexo, como inclusivamente pode
nem sequer ser um poliedro’ Na figura 7.8 vemos um vértice de um
poliedro onde se unem quatro faces. Como no exemplo anterior, podemos
remover este vértice de duas maneiras diferentes. Uma dessas formas de
remover o vértice funciona para obter um novo poliedro convexo, mas
a outra produz um objecto que ndo é um poliedro, sendo composto por
dois poliedros que se unem ao longo de uma aresta comum. Para piorar a
situagdo, este ndo-poliedro ndo satisfaz a férmula de Euler (como V = 6,
A=11eF=8, temos V- A + F = 3, em vez de 2). Este exemplo parece
indicar uma grave falha na demonstragio de Euler. Na figura 7.9, vemos
que, através da aplicagdo de cortes pelo método de Euler, podemos ainda
obter outros poliedros degenerados. Uma das decomposic¢des desta figura
dé origem a dois poliedros unidos por um tnico vértice, e a segunda pro-
duz ndo um, mas a unido de dois poliedros. Uma vez mais, estes objectos
nédo satisfazem a férmula de Euler.

Acontece que a demonstragdo de Euler ainda pode ser salva. Com
um pouco de cuidado, podemos reparar a argumenta¢io”. Em todos
os exemplos dados acima, fazer uma escolha errada durante o processo
de remogado de vértices levaria a uma impossibilidade de prosseguir o
método; no entanto, em cada caso, existe também uma decomposicdo que

" Mais precisamente, o primeiro caso da figura 7.9 ndo satisfaz a férmula de Euler, embora
o segundo a satisfaga. (N. do T°).
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Capitulo 8

Sélidos Platénicos, Bolas de Golfe,
Fulerenos e Capulas Geodésicas

A matemdtica preocupa-se apenas com a enumeragdo e comparagdo de
relagdes.
— Carl Friedrich Gauss!

Os matemdticos ndo estudam objectos, mas sim relacdes entre os objectos.
— Henri Poincaré?

«Isso é fantdstico, mas para que serve?», pergunta o aluno céptico, em
tom de sarcasmo. A beleza é uma caracteristica maravilhosa, mas é frequente
afirmar-se que as aplicagdes constituem uma medida mais importante do
valor de um dado teorema. Afinal, para que serve a férmula de Euler?

Esta é uma pergunta razodvel para se colocar acerca de qualquer
teorema matemadtico. A férmula de Euler é mais do que simplesmente
um teorema elegante. Nos capitulos que se seguem vamos apresentar
muitas aplicagdes da férmula de Euler. Na maioria deles, serd necessario
esclarecer o contexto adequado para que se entenda essa aplicagdo. Para
agugar o apetite do leitor, fazemos agora uma pausa e apresentamos duas
aplicagbes rdpidas. Em primeiro lugar, vamos provar a unicidade dos
sélidos platénicos utilizando a férmula de Euler, e de seguida, usaremos
a férmula de Euler para obter um teorema estrutural para bolas de golfe,
moléculas grandes, e ctipulas geodésicas.
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No capitulo 5, apresentdmos a demonstracdo de Euclides de que exis-
tem exactamente cinco sélidos platénicos. Embora esta sua prova pareca
curta, baseou-se em muitos dos teoremas geométricos demonstrados nos
doze livros anteriores dos Elementos de Euclides. Neste capitulo, vamos
fornecer uma prova diferente da unicidade dos cinco sélidos platénicos,
em que se usa apenas a férmula de Euler e um pouco de aritmética simples.

Suponhamos que temos um sélido regular. Vamos mostrar que ele tem
que ser um dos cinco conhecidos sélidos platénicos: o tetraedro, o cubo, o
octaedro, o icosaedro, ou o dodecaedro. Vamos supor que o poliedro tem
V vértices, A arestas e F faces. Da férmula de Euler sabemos que

V-A+F=2

Como o poliedro é regular, cada face ¢ um poligono regular com o
mesmo nuamero de lados. Este nimero, que vamos designar por 1, deve
obviamente ser igual ou superior a trés. Por definigdo de regularidade, o
mesmo numero de arestas intersectam-se em cada vértice. Este niimero,
m, deve ser também igual ou superior a trés (naturalmente, 7 é também
igual ao nimero de faces que se unem em cada vértice).

Cada face contribui com 7 arestas para o poligono, mas como cada
aresta é compartilhada por duas faces, a quantidade nF conta cada aresta
duas vezes. Por outras palavras,

2A =nF, ou A =%.

De igual forma, cada face contribui com 1 vértices, mas como m faces
se retinem em cada vértice, a quantidade nF conta m vezes cada vértice.
Assim,
nk
m

mV =nE,ouV =

Agora vamos substituir estas quantidades na férmula de Euler, e
resolver em ordem a F.

V-A+F=2
nf_nf r_y
m
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F<2n —mn + 2m> -9
2m

_ 4m
2n-mn+2m’

Sabemos que 4m e F sdo ambos positivos. Assim, para que esta tltima
equagdo seja vdlida, devemos ter

2n —mn + 2m > 0.

E f4cil verificar que apenas cinco pares de niimeros inteiros (1, m)
satisfazem esta desigualdade, juntamente com as hipéteses n >2 e m > 2.
Estes pares sdo: (3, 3), (3, 4), (3, 5), (4, 3), e (5, 3). Utilizando as férmulas
acima para V, A e F, vemos que estes correspondem precisamente aos
cinco sélidos platénicos (tabela 8.1).

Tabela 8.1: Apenas cinco pares de niimeros inteiros (1, m) satisfazem os requisitos
para definirem poliedros regulares

1 (arestas m (faces

por face)  por vértice 2n-nm+2m V A F
Tetraedro 3 3 3 4 6 4
Octaedro 3 4 2 6 12 8
Icosaedro 3 5 1 12 30 20
Cubo 4 3 2 8 12 6
Dodecaedro 5 3 1 20 30 12

Devemos reflectir sobre qudo surpreendente é esta demonstragdo.
A prova de Euclides era local e geométrica. Usava os valores dos dngulos
das faces regulares de modo a determinar as configuragdes possiveis nos
vértices. Esta informacéo local era depois usada para tirar uma conclusao
sobre a natureza global do poliedro.

A4

Figura 8.1. Formas ctibicas
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Capituld §

Ultrapassado por Descartes?

Espero que a posteridade me julgue generosamente, nfo apenas quanto as
coisas que expliquei, mas também quanto aquelas que intencionalmente
omiti de modo a deixar para os outros o prazer da descoberta.

— René Descartes’

Em 1860, um século depois de Euler ter apresentado a sua demonstra-
¢do da férmula dos poliedros, surgiram indicagées de que René Descartes,
o famoso filésofo, cientista e matematico, tinha conhecimento desta noté-
vel relacdo em 1630, mais de cem anos antes de Euler. Estes indicios foram
encontrados num manuscrito perdido. A histéria é fascinante, tal como
o debate acerca do nome que deve acompanhar a férmula dos poliedros.

Descartes nasceu numa nobre, se ndo mesmo rica, familia em 1596 em La
Haye, em Franga, nos arredores de Tours. A sua mde morreu poucos dias
depois do seu nascimento, e 0 seu pai, apesar do seu apoio ao «pequeno
filésofo», esteve ausente durante grande parte da infancia de René.

O jovem René era um menino adoentado que se tornou um hipocon-
drfaco em adulto. Enquanto crianga, frequentou a escola jesuita em La
Fleche, e um dos seus professores deixava-o permanecer na cama por
quanto tempo fosse necessdrio, todas as manhéas, mesmo quando os outros
meninos jd estavam nas aulas. Descartes usava esse tempo para pensar.
Continuou com esta prdtica ao longo de toda a sua vida, alimentando
muitas das suas maiores ideias durante as tranquilas e pacificas manhas,
passadas na cama.
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Um tema comum na vida de Descartes foi a sua busca pela solidao.
Como ele préprio dizia, «<Eu desejo apenas tranquilidade e repouso®.» Esta
necessidade de poucas distrac¢bes reflecte-se nas suas vdrias mudangas
de morada e em ter permanecido solteiro ao longo da sua vida. Durante
o seu periodo no exército, gostava dos longos periodos de paz que lhe
proporcionavam momentos de siléncio para reflexdao profunda. Embora
ndo fosse propriamente um eremita, Descartes estava sempre ansioso
por passar tempo sozinho a trabalhar nas suas actividades cientificas e
filosdficas. O seu lema ilustrava bem este desejo: bene vixit qui bene latuit
(viveu bem quem bem se escondeu).

Em 1637 Descartes publicou um pequeno livro com um longo titulo,
os influentes Discours de la méthode pour bien conduire sa raison et chercher
la verité dans les Sciences (Discurso sobre o método para bem conduzir a razdo e
procurar a verdade nas ciéncias)®. A publicacdo do Discurso do Método mar-
cou o inicio da filosofia moderna. Neste livro, que € agora considerado um
classico da literatura, Descartes tragou uma filosofia baseada na davida
e no racionalismo. Ele contém a mais famosa frase de filosofia: cogito ergo
sum, penso, logo existo. A sua filosofia foi uma das bases da Revolugdo
Cientifica.

O Discurso do Método continha trés apéndices, o mais importante e
influente dos quais, com uma centena de pdginas e intitulado La Géomé-
trie (A Geometria), é frequentemente referido como o acontecimento que
marca o nascimento da geometria analftica, um assunto tdo enraizado
na matemadtica actual que é dificil imaginar trabalhar sem ele (devemos
também dar crédito a Fermat, contemporaneo de Descartes, pelas suas
contribui¢Bes sobre este assunto). A geometria analitica é a fusdo entre
a geometria e a dlgebra. No ambito da geometria analitica, introduz-se
um sistema de coordenadas no plano através do qual podemos locali-
zar um ponto, indicando as suas coordenadas {x, y). Este sistema de
coordenadas é hoje em dia denominado por coordenadas cartesianas, em
homenagem a Descartes. A enorme importancia desta abordagem é que
se passa a poder representar por equagdes algébricas uma grande quan-
tidade de figuras geométricas — circulos, linhas, curvas —, o que permite
usar as ferramentas da dlgebra para resolver problemas geométricos.
Embora a geometria analitica encontrada no apéndice A Geometria ndo
esteja completamente desenvolvida (por exemplo, Descartes nunca usa
explicitamente eixos de coordenadas), muitas das ideias-chave estdo aqui
presentes.

Em 1649, ap6s trés anos de repetidos convites, aos cinquenta e trés
anos de idade, Descartes acedeu a visitar a jovem rainha sueca Christina
para lhe dar li¢bes de filosofia. A rainha insistiu em que as cinco horas
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de ensino tutorial, trés vezes por semana, comegassem as cinco horas da
manhi e que se realizassem numa sala excepcionalmente fria (durante
o Inverno mais frio na Suécia em 60 anos).

As li¢gbes matinais forgaram Descartes a abandonar a sua longa tradi-
¢do de permanecer na cama durante as horas da manha. Estas condig¢des
brutais podem ter enfraquecido o j4 fragil corpo de Descartes. A 1 de
Fevereiro de 1650, passados apenas alguns meses da sua chegada a Sué-
cia, contraiu pneumonia. Recusou o tratamento do médico de Christina,
preferindo prescrever a sua prépria medicagdo — uma mistura de vinho
e tabaco de modo a induzir rapidamente a expectoragdo. A sua cura
revelou-se ineficaz. Morreu a 11 de Fevereiro de 1650.

O amigo de Descartes, o embaixador francés Hector-Pierre Chanut,
chamou a si a tarefa de enviar os pertences pessoais de Descartes de volta
a Paris, onde seriam recolhidos pelo cunhado de Chanut, Claude Cler-
selier. Mas o navio naufragou no Sena, derramando o seu contetido no
rio. As posses de Descartes, incluindo a arca contendo muitas paginas de
notas e manuscritos, flutuaram para longe. Felizmente, trés dias depois,
a arca foi recuperada. Os papéis foram cuidadosamente separados e pen-
durados para secar como roupa lavada.

Finalmente, na posse dos documentos de Descartes, Clerselier comegou
a publicéd-los. Ele também os disponibilizou para serem analisados por
investigadores. Leibniz foi um dos matemadticos interessados nas notas
encharcadas de Descartes. Numa das suas viagens a Paris, Leibniz fez uma
cépia de algumas das notas de Descartes sobre poliedros, que datavam de
cerca de 1630. Estas importantes notas sao agora chamadas Progymnasmata
de solidorum elementis (Exercicios dos Elementos dos Sélidos).

Clerselier morreu em 1684, oito anos apds a visita de Leibniz, deixando
alguns manuscritos ainda por publicar. Um destes foi Elementos dos Sélidos.
O original nunca mais foj visto. A cépia pessoal de Leibniz desapareceu e
néo foi encontrada durante quase dois séculos. Se ndo fosse a providéncia,
nunca saberiamos do trabalho visiondrio de Descartes sobre poliedros.

Foucher de Careil, biégrafo de Descartes no século xix, estava ciente,
através das cartas de Leibniz, de que de tinha feito c6pias de manuscri-
tos perdidos de Descartes. Em 1860, procurou esses documentos na bem
organizada colec¢do de Leibniz na Biblioteca Real de Hanover, mas nao
os encontrou. Mas, num incrivel golpe de sorte, encontrou uma pilha
de empoeirados e desconhecidos papéis ndo catalogados pertencentes a
Leibniz num armério que tinha sido esquecido. Foi nessa colecgdo que de
Careil encontrou a cépia de Leibniz dos Elementos dos Sélidos.

Como os que estudaram poliedros antes dele, a abordagem de Des-
cartes era métrica. Muitas das suas férmulas lidavam com medidas de
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angulos. Ao contrdrio dos seus antecessores, mas como Euler faria um
século mais tarde, Descartes também abordou os poliedros de forma
combinatdria: contava caracteristicas dos poliedros e estabelecia relagdes
algébricas entre elas. Enquanto Euler, mais tarde, contaria o niimero de
vértices, arestas e faces, de modo a encontrar a relagégo V- A + F = 2,
Descartes contava vértices (aos quais, tal como Euler, chamava angulos
solidos), faces e dngulos planos.

Nas suas notas, Descartes apresentou muitos factos sobre poliedros.
Nio forneceu provas completas, mas ndo é dificil deduzir como cada
férmula decorre logicamente das anteriores. O primeiro grande teorema
é a generalizagdo, para poliedros, do resultado bem conhecido para os
poligonos de que a soma dos dngulos exteriores é de 360°. Vamos discutir
este resultado, agora conhecido como a férmula de Descartes, em detalhe
no capitulo 20. Ele também indicou o que pode ser considerada a primeira
prova algébrica que ndo hd mais do que cinco sélidos platénicos.

O trabalho culminava na seguinte igualdade, relacionando o nimero
de faces, vértices, e dngulos planos (F, V e P, respectivamente):

P=2F +2V -4,

E devido a esta relacio ter sido descoberta por Descartes que alguns
investigadores alegam que a férmula de Euler deveria ter o seu nome.
Basta simplesmente observar que, num poliedro, o nimero de angulos
planos é sempre o dobro do niimero de arestas (por exemplo, um cubo
tem 24 dngulos planos e 12 arestas). Ou seja, se hd A arestas, entdo existem
P =2A angulos planos. Substituindo P por 2A obtém-se 2A = 2F + 2V — 4.
Dividindo por dois e reorganizando os termos, obtemos a férmula para
poliedros, como descrevemos antes.

Surgem entdo as perguntas: serd que Descartes descobriu a férmula de
Euler? Nesse caso, deveria ela ter o seu nome? A descoberta das notas de
Descartes iniciou um debate que se mantém até aos dias de hoje. Figuras
importantes da matemdtica tém discordado sobre este tema. Ainda hoje,
encontramos livros que afirmam enfaticamente que Descartes descobriu
a férmula antes de Euler, e outros que dizem o contrdrio. Naturalmente,
devemos também ter em conta as palavras do eminente filésofo Thomas
Kuhn (1922-1996), que escreveu: «O facto de [a prioridade da descoberta]
ser questionada ... é um sintoma de que algo esta distorcido na imagem
da ciéncia que dé a descoberta um papel tdo fundamental.»

Ernest de Jonquiéres (1820-1901), um dos primeiros e mais fortes
apoiantes de Descartes, sugeriu que o teorema deveria ser chamado a
férmula de Descartes-Euler. Em 1890, ele escreveu: «Assim, ndo se pode
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negar que ele a sabia, uma vez que é uma dedugdo tdo directa e tdo
simples, direi mesmo tdo intuitiva, a partir dos dois teoremas que ele
tinha acabado de enunciar®.» Aqueles que concordam com de Jonquiéres
argumentam que, uma vez que a férmula de Euler decorre de forma tao
directa do trabalho de Descartes, que ou ele sabia da relagdo, ou estava
tdo perto que o teorema deveria ter o seu nome. Alegam também que,
se Descartes revisse este esboco de manuscrito de modo a considera-lo
apto para publicagdo, teria formulado o teorema na forma que agora é
mais conhecida. Além disso, mesmo que Descartes ndo soubesse a relagéao
exacta, ele provou um teorema que € logicamente equivalente ao de Euler.
Ele e Euler simplesmente escolheram quantidades diferentes para relacio-
nar. Hoje em dia, ndo é incomum a férmula dos poliedros ser chamada a
férmula de Descartes-Euler.

Surpreendentemente, muito deste debate gira em torno do conceito de
aresta de um poliedro, que, como jad dissemos, foi introduzido por Euler.
Esta caracteristica é para nés um atributo ébvio de um poliedro, mas nido
tinha um nome no tempo de Descartes. Se olhdssemos para uma aresta de
um poliedro, era apenas como um lado de uma das suas faces poligonais;
as arestas eram vistas como os objectos geométricos utilizados para criar
os angulos. A fim de obter a forma usual da fé6rmula de Euler, Descartes
teria que ter introduzido a nogdo de aresta.

Aqueles que afirmam que Descartes ndo antecipou a férmula de Euler
sustentam que a introdugao de arestas para a férmula é essencial. Como
vimos anteriormente, Euler reconheceu que a importancia fundamental
do teorema é que ele relaciona objectos de dimensdo zero (vértices),
objectos unidimensionais (arestas) e objectos bidimensionais (faces). Nos
anos que se seguiram, a férmula de Euler foi generalizada e tornou-se
um importante teorema de topologia. Os topdlogos ndo pararam nas
faces de duas dimensdes. Como veremos nos capitulos 22 e 23, Poincaré
e outros foram capazes de generalizar a férmula de Euler para objectos
de qualquer dimensao.

Todos concordam que Descartes chegou ameagadoramente perto, mas
ndo conseguiu dar o importante tltimo passo. Os angulos planos néo séo
os objectos adequados para serem relacionados com as faces e com os vér-
tices. Para obter uma formulagao correcta do resultado, ele precisaria de
introduzir a nogao de aresta. Para contestar os que dizem que Descartes
certamente saberia da relagdo entre dngulos planos e arestas, os criticos
fazem notar que até mesmo o matematico mais talentoso pode néo repa-
rar nalgumas consequéncias ébvias do seu préprio trabalho. Depois de
examinar cuidadosamente o manuscrito, o matematico Henri Lebesgue
escreveu: «Descartes ndo enunciou o teorema; ele nao o viu®.»
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H4 uma convicgdo muito generalizada, mas equivocada, de que os
conceitos matemdticos sdo chamados pelos nomes dos seus descobrido-
res, e de que, quando isto ndo sucede, a situagdo é semelhante ao pldgio
ou falsificacdo na histéria. De acordo com este critério, Euler terd sido
repetidamente injusticado, pois muitas das suas descobertas sdo associa-
das aos nomes de outros matemadticos (hd uma anedota bem conhecida
segundo a qual «os objectos em matemdtica levam o nome da primeira
pessoa que os descobriu depois de Euler».) Existem intimeros exemplos
(alguns neste livro) de objectos matemadticos que ndo levam o nome do
descobridor, mas de alguém que fez contribui¢des significativas para o
assunto — talvez a primeira pessoa a reconhecer a verdadeira impor-
tancia dessa descoberta. Kuhn observa que, tal como neste caso, muitas
vezes a questdo da prioridade da descoberta ndo € clara. «Assumimos
com facilidade que a descoberta de algo, tal como ver ou tocar, deve ser
inequivocamente atribuida a um individuo e a um momento precisos
no tempo. Mas, no segundo caso, a atribui¢do é sempre impossivel, e no
primeiro, é muitas vezes igualmente dificil... Descobrir... envolve reco-
nhecer simultaneamente que algo ¢, e o0 que é7» (recorde-se 0 comentdrio
de Waterhouse sobre os sélidos regulares ndo terem nada de especial até
Teeteto ter reconhecido a caracteristica comum a todos eles).

Se Descartes descobriu ou ndo a férmula dos poliedros antes de Euler
é discutivel. Mas como o trabalho de Descartes nunca foi publicado e ele
ndo reconheceu a versdo «til» da férmula, ndo é descabido que continue-
mos a chamar a relagdio V- A + F = 2, a férmula de Euler.
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Capitulq 10

A Demonstracao de Legendre

O fundamental para os matemdticos é que a arquitectura tem que estar
certa. Em toda a matemdtica que eu fiz, o ponto essencial foi encontrar a
arquitectura certa. E como construir uma ponte. Quando as principais
linhas da estrutura estdo correctas, todos os detalhes milagrosamente
encaixam. O problema é a concepgio global.

— Freeman Dyson’

A segunda demonstracdo publicada da férmula de Euler para polie-
dros, e a primeira a obedecer aos rigorosos padrdes actuais, foi obtida
por Adrien-Marie Legendre. Legendre foi um matemadtico francés que
pertenceu a Académie des Sciences de Paris, bem como a Royal Society
de Londres. Publicou em diversas dreas, mas as suas contribui¢des mais
importantes foram em teoria dos ntimeros e na teoria das fungdes elipti-
cas. O seu legado inclui ainda um livro extremamente popular na geome-
tria elementar que escreveu em 1794, Elements de géométrie (Elementos de
Geometrin). Em vérios aspectos, os Elementos de Legendre substitufram os
Elementos de Euclides, tornando-se o principal texto de geometria durante
0s cem anos seguintes, e constituiram o protétipo para as futuras geragoes
de livros de geometria. Foi vdrias vezes traduzido para o inglés; uma
tradugdo americana chegou a ter trinta e trés edigoes.

Legendre incluiu a férmula de Euler para poliedros nos seus Elenerntos
de Geometria, e a popularidade do livro deu-lhe uma ampla divulgagéo.
Legendre ndo corrigiu a prova de Euler; em vez disso, apresentou uma

100



Figura 10.1. Colocando uma fita numa esfera para encontrar um circulo maximo

nova demonstragdo, que difere substancialmente da de Euler. O argu-
mento engenhoso de Legendre utiliza conceitos de geometria esférica e
propriedades métricas, tais como medidas de dngulos e areas. O sucesso
desta prova é especialmente inesperado uma vez que estes conceitos ndo
aparecem no enunciado do teorema.

A chave para a prova de Legendre é uma férmula elegante da geome-
tria esférica que determina a drea de um tridngulo na superficie de uma
esfera em termos dos seus dngulos internos. Numa esfera, os tridngulos e
outras figuras poligonais ndo sdo formados a partir de linhas rectas, mas
a partir de arcos, ou segmentos, de circulos mdximos. Um circulo mdximo
é qualquer circunferéncia sobre uma esfera que possui 0 mesmo raio
que o da prépria esfera, ou, de forma equivalente, ¢ uma circunferén-
cia, desenhada sobre a esfera, cujo raio é o maximo possivel. Exemplos
de circulos méximos na Terra sdo o equador e as linhas de longitude
constante. As linhas de latitude constante (excepto o equador), como os
Trépicos de Céncer e de Capricérnio, ou o circulo polar drctico, ndo sdo
circulos méximos. Os circulos médximos ndo sdo rectas, mas sd@o o mais
préximo possivel de uma linha recta sobre a superficie de uma esfera.
Estes circulos tém a propriedade notdvel de minimizar o comprimento.
Dito de outra forma, o caminho mais curto entre quaisquer dois pontos
sobre uma esfera é sempre parte de um circulo méximo. Ignorando cons-
trangimentos fisicos, tais como a resisténcia do ar na atmosfera e a rotagdo
da Terra, um voo de avido desde a Pensilvénia até a India, pretendendo
percorrer o caminho mais curto, iria voar ao longo de um circulo maximo
que sobrevoa a Islandia.

Uma forma prética de encontrar circulos mdximos numa pequena
esfera é usar uma fita (figura 10.1). Tome uma fita larga, tais como as que
se usam em presentes de aniversdrio e coloque-a na esfera. Ajuste a fita
em torno da esfera de tal forma que fique lisa e sem torcer lateralmente.
Fazendo isto, a fita ird percorrer um circulo méximo.
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Isto é, a drea de um tridngulo esférico é precisamente o valor que
devemos adicionar & soma dos dngulos internos de um tridngulo plano,
para obter a mesma soma para o tridngulo na esfera. Como veremos, esta
notdvel férmula generaliza-se para poligonos esféricos com mais de trés
lados. A propésito, este é o nosso primeiro exemplo concreto que mostra
porque é vantajoso medir os dngulos em radianos; a férmula acima ndo
é vélida quando os angulos sdo medidos em graus.

Como exercicio de aquecimento, vamos agora verificar este teorema
no caso do maijor dos tridngulos geodésicos mostrados na figura 10.3
(supondo que a esfera é a esfera unitdria). Podemos cobrir toda a esfera
com oito destes tridngulos — quatro no hemisfério norte, e mais quatro
no hemisfério sul. Assim, a drea deste tridngulo é um oitavo da drea da
esfera. Como a drea da superficie de uma esfera de raio r é 4nr?, a esfera
unitdria (r = 1) tem uma drea igual a 4n. Assim, a drea do tridngulo é um
oitavo de 4w, ou seja /2.

Agora podemos verificar que o teorema Harriot-Girard conduz ao
mesmo valor. A soma dos trés dngulos internos deste tridngulo é 3m/2.
Assim, de acordo com o teorema, a drea deste tridngulo deve ser 3n/2 - n
=n/2, o que estd de acordo com o cdlculo anterior.

Esta relagdo foi descoberta independentemente por Harriot e Girard.
O académico britdnico Thomas Harriot é uma personalidade enigmé-
tica. Foi um investigador talentoso e activo, mas nunca publicou um
unico dos seus trabalhos. Quando morreu, deixou dez mil paginas de
manuscritos inéditos, diagramas, colecgdes de cédlculos e medigdes. Um
biégrafo escreveu que a aversdao de Harriot a publicagdo «pode em grande
parte ser explicada por circunstancias externas adversas, procrastinagao, e
pela sua relutancia em publicar um artigo quando pensava que, com mais
trabalho, poderia melhord-lo»”. Muitos dos seus trabalhos apareceram
postumamente. Ficou mais conhecido pelo seu trabalho em dlgebra, mas
também estudou 6ptica, astronomia, quimica e linguistica. Harriot, tal
como Leibniz e Euler, ficou famoso pela introdugio de notagdo matemd-
tica nova e elegante. Infelizmente, por causa da dificuldade de usar carac-
teres para a sua invulgar notagdo, nem toda apareceu na imprensa e, por
isso, ndo foi amplamente adoptada. Dois simbolos que sobreviveram sdo
0s sinais < para «menor do que» e > para «maior do que». Muito pouco
se sabe sobre a vida privada de Harriot. Em 1585, ele foi enviado por
Sir Walter Raleigh numa viagem de um ano para o Novo Mundo como
explorador e cartégrafo. Assim, é provdvel que tenha sido o primeiro
matemadtico de formacédo a colocar os pés na América do Norte.

O matemadtico francés Albert Girard viveu na Holanda, provavelmente
porque, sendo protestante, ndo sentia a vontade na sua casa de infancia
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Para a prova de Legendre da férmula de Euler necessitamos da
seguinte generalizagdo do teorema de Harriot-Girard para poligonos
esféricos, ou poligonos geodésicos, com trés ou mais lados.

TeorEMA DE HARRIOT-GIRARD PARA PoLiGoNos GEODESICOS
A drea de um poligono geodésico de 1 lados na esfera unitdria,
com angulos internos 4, ., a,€a +-+a-—nw+ 27,
ou equivalentemente, drea = (soma dos angulos) — nx + 27,

A soma dos &ngulos internos de qualquer poligono no plano com #
lados é (11 — 2)r (vamos considerar atentamente este teorema e suas gene-
ralizagdes no capitulo 20). Assim, tal como com tridngulos, a drea de um
poligono geodésico é simplesmente o valor que a soma dos seus 4ngulos
internos excede a mesma soma de dngulos num poligono plano com o
mesmo namero de lados. Isto é,

drea = (soma dos dngulos internos) — (soma dos dngulos internos de um
poligono plano).

Para verificar a validade desta generalizagdo, dividimos o poligono
geodésico em tridngulos geodésicos cortando-o ao longo de linhas geodé-
sicas «diagonais». Uma tal decomposi¢do tem sempre n-2 tridngulos (Ver
figura 10.7). A soma das dreas destes tridngulos é a drea do poligono, e a
soma dos angulos internos dos tridngulos € igual a soma dos angulos do
poligono. Aplicando o teorema de Harriot-Girard a todos os n-2 tridngu-
los e somando, vemos que a drea do poligono €

drea=a, ++a —-(n-2m=a++a —nx+2m

Figura 10.7. Um poligono geodésico numa esfera, dividido em tridngulos geodésicos
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Figura 10.8. A drea do poligono esférico é a soma das quantidades no diagrama

Ha uma forma simples de fixar esta férmula. Visualizemos o poligono
geodésico tal como na figura 10.8. Indica-se a medida de cada angulo
interno, junto ao respectivo vértice, escreve-se —n do lado de dentro de
cada aresta, e 21 no meio da face esférica. A drea do poligono é simples-
mente a soma de todas estas quantidades. Esta representacdo visual serd
util para entender a demonstracdao de Legendre da férmula de Euler.

Finalmente, estamos prontos para indicar o argumento de Legendre.
Comecemos com um poliedro convexo com V vértices, A arestas e F faces.
Seja x um ponto qualquer no interior do poliedro. Tal como mostrado na
figura 10.9, construimos uma esfera centrada em x que rodeia comple-
tamente o poliedro. Como as unidades ndo sdo importantes, podemos
escolhé-las de modo que a esfera tenha raio um.

Projectemos o poliedro na esfera usando o ponto x como foco, ou
centro de projeccdo. Uma forma de visualizar esta projeccdo é imaginar
que o poliedro € um modelo com arestas feitas de arame e que x é uma
lampada. A projecgdo serd entdo a sombra destes arames na superficie da
esfera envolvente. Nao vamos provéa-lo, mas, nesta situacdo, as faces do
poliedro projectam-se em poligonos geodésicos’.

Na sua prova, Legendre usou um truque matematico comum: calculou
a mesma quantidade — neste caso a superficie da esfera unitdria — de

" A demonstragdo deste facto ndo é muito dificil, Para mostrar que as projec¢es das faces
sdo poligonos geodésicos, basta provar que a projecgao de cada aresta é um segmento de uma
geodésica. Como o centro de projecgdo € x, o centro da esfera, a imagem projectada de uma dada
aresta, estard contida no tinico plano que a contém e que contém x. Tal como qualquer plano que
passe em x, este plano corta a esfera em duas partes iguais, e portanto num circulo maximo, ou
geodésica. Assim, a projecgdio da aresta considerada é um segmento geodésico, como querfamos
mostrar. (N. do T.)
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Figura 10.10. A projec¢do devidamente rotulada

Uma rdpida comparagao entre as abordagens de Euler e de Legendre
é suficiente para mostrar que as suas demonstragdes sao muito diferen-
tes. Por um lado, a argumentacgao de Euler parece ser «a prova correcta»,
ou pelo menos parece ter o estilo adequado. O teorema é combinatdrio,
e Euler forneceu uma prova combinatéria. Euler trabalha, de forma muito
directa, com a relacdo entre vértices, arestas, e faces. Quando um vér-
tice era removido, algumas faces e arestas eram adicionadas ou subtraidas
para compensar, e esta operagao nao alterava a soma alternada V- A + F.

Pelo contrdrio, Legendre incluiu conceitos aparentemente nido rela-
cionados com a férmula de Euler — esferas, angulos e dreas para provar
o resultado. A sua abordagem é valida e muito engenhosa, mas nao
ilustra a razdo para o teorema ser verdadeiro; pelo menos, ndo o faz de
forma transparente. No entanto, a prova de Legendre deu-nos a primeira
indicagdo de que estamos perante mais do que um simples teorema de
combinatéria. O facto de podermos provar o teorema usando geometria
métrica sugere uma relagdo importante entre a férmula de Euler e a geo-
metria. Voltaremos a este tema — a relacdo entre a f6rmula de Euler e
geometria — nos capitulos 20 e 21.

Devemos fazer uma tltima observagao sobre a prova de Legendre. Com
a abordagem de Euler, tivemos o cuidado (mais ainda do que o préprio
Euler) de aplicar a férmula apenas a poliedros convexos. Tal como Euler,
Legendre sup6s que os seus poliedros eram convexos. No entanto, no apén-
dice de um artigo escrito em 1809, Louis Poinsot (1777-1859) observou que a
prova de Legendre se aplica a uma classe um pouco mais geral de poliedros,
a classe dos chamados poliedros em estrela®, que inclui os poliedros convexos.

O primeiro passo na demonstracdo de Legendre foi a projecgdo do
poliedro na superficie da esfera. Para consegui-lo precisamos de um
ponto x, interior ao poliedro, a partir do qual a projecgdo possa ser
efectuada. Este ponto deve ter a propriedade de poder «ver» todos os
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Figura 10.11. Poliedros em estrela

outros pontos do poliedro. Para um poliedro convexo, este ponto x pode
ser qualquer ponto no seu interior. No entanto, a maioria dos poliedros
ndo-convexos nao possui um tal ponto «central»; aqueles que o tém sdo
designados por poliedros em estrela. Os poliedros estelares de Kepler,
mostrados na figura 6.5, sdo exemplos de poliedros em estrela, tal como os
ilustrados na figura 10.11. Para cada um destes objectos, existe pelo menos
um ponto interior que «vé» todo o resto do poliedro, e, a partir deste
pontto, a projecgdo pode ser feita. Poinsot explicou isto da seguinte forma:

A férmula de Euler] ainda é védlida para qualquer poliedro com
angulos sélidos reentrantes, desde que se possa encontrar, no interior
do sélido, um ponto, que é o centro de uma esfera, de tal modo que,
quando as faces dos sélidos sdo ai representados através de rectas na
direc¢do do centro, ndo hd duplicagdo dessas projecgdes sobre a esfera;
ou seja, desde que ndo haja nenhuma face, em parte ou no seu todo, que
é projectada no mesmo sitio que outra; o que se aplica, como se V&, a
um numero infinito de poliedros com dngulos sélidos reentrantes. Pode
reconhecer-se a verdade desta proposicdo facilmente a partir da prépria
demonstragdo de M. Legendre, na qual ndo haverd nada a mudar’.

Gragas a Legendre, no final do século xix, a férmula de Euler tinha
sido colocada em base sélida para todos os poliedros convexos, e o seu
influente livro disseminou a beleza da férmula de Euler a uma ampla
audiéncia. Nos anos que se seguiram, Poinsot e outros matemdticos
importantes ficaram encantados com esta relagdo elegante. Eles tentaram
encontrar novas demonstra¢des e outras generalizagOes. Para entender
algumas destas generalizagdes, é necessdrio investigar a drea da teoria
dos grafos. As origens desta drea remontam, sem surpresas, a Euler e a
um recreativo quebra-cabegas matemaético sobre a cidade de Konigsberg,.
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Capitul& 11

Um Passeio por Konigsberg

Qual é o sentido de passar novamente por cima do mesmo trilho? Hd uma
vibora no caminho que os teus préprios pés gastaram. E preciso construir
trilhos para o desconhecido.
—Henry David Thoreau’

De modo a colocar a férmula de Euler no contexto moderno, devemos
debrugar-nos sobre uma drea da matemdtica chamada teoria dos grafos.
Isto néo significa o estudo dos grédficos das fungGes que encontramos na
escola secunddria (como, por exemplo y = mx + b, que representa uma
recta, y = x? uma parabola, etc.). E o estudo de certos diagramas como os
mostrados na figura 11.1. Sdo constituidos por pontos, chamados vértices,
e linhas unindo esses pontos, a que se chama aresfas ™.

Em 1736, durante a sua primeira estadia em Sdo Petersburgo, Euler
abordou o problema, hoje famoso, das sete pontes de Kénigsberg. A sua
contribui¢do para este problema é frequentemente mencionada como
marcando o nascimento da teoria dos grafos e da topologia.

A cidade de Kdnigsberg foi fundada pelos Cavaleiros Teuténicos em
1254. Situava-se naquilo que era entdo a Prussia, perto do mar Baltico,

" A terminologia vértices e arestas provém precisamente da teoria dos poliedros; note-se, no
entanto, que num grafo nao estd definida a nogao de face. (N. do T.)

“ As vezes, os grafos sdo chamados redes, e nesse caso os vértices e arestas sdo designados
por nds e ligagies, respectivamente.
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Figura 11.1. Grafos

numa bifurcagio no Rio Pregel. Mais tarde, tornou-se a capital da Prissia
Oriental. A cidade, que tinha sido fortemente danificada pelos bombar-
deamentos dos aliados durante a Segunda Guerra Mundial, ficou sob
controlo soviético na sequéncia do acordo de Potsdam. Houve muitas
mudangas em Konigsberg quando se tornou um estado soviético — a
maior parte dos alemées nativos foram expulsos, o nome da cidade foi
alterado para Kaliningrado, e o rio foi rebaptizado com o nome Pregolya.
Hoje Kaliningrado faz parte da Ruissia e é a capital da regido Kalinin-
grad Oblast. Esta é a tinica regido russa que nao estd ligada ao resto da
Russia, constituindo um enclave cercado pela Polénia, pela Lituania, e
pelo Mar Baltico. Ao contrdrio de outras cidades como Estalinegrado e
Leninegrado, o nome de Kaliningrado néo foi revertido para o nome do
periodo pré-comunista. O habitante mais conhecido de Konigsberg foi o
filésofo do século xvir Immanuel Kant (1724-1804). Também em Konigs-
berg nasceu Christian Goldbach, o matemdtico a quem Euler anunciou a
descoberta da sua férmula para os poliedros.

A cidade estd localizada numa bifurcagdo do rio e, mesmo no meio
do rio, perto dessa bifurcagdo, estd a ilha Kneiphof. No tempo de Euler
havia sete pontes que cruzavam este rio, unindo os seus dois lados e a
ilha (ver figura 11.2). Segundo reza a histéria, os habitantes de Kénigs-
berg faziam agraddveis caminhadas na sua cidade e divertiam-se a tentar
atravessar cada uma das sete pontes apenas uma vez. Ninguém foi capaz
de encontrar tal caminho. Este suposto passatempo tornou-se o problema
das pontes de Konigsberg:

E possivel uma pessoa atravessar todas as sete pontes de Konigs-
berg sem atravessar nenhuma delas duas vezes?

Néo se sabe como Euler soube deste problema. Talvez o tenha conhe-
cido através do seu amigo Carl Ehler, o presidente da Cimara de Danzig,
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Mais tarde, Euler dedicou algum tempo a pensar no problema.
A mesma caracteristica que ao principio o afastou, foi também o que
lhe despertou interesse: o problema nao se encaixava de forma clara no
ambito da matemadtica existente. Euler notou que, apesar de o assunto
parecer geométrico, ndo havia necessidade de tomar em conta as distan-
cias exactas. Tudo o que era necessdrio saber era a informagdo sobre as
posigdes relativas das pontes.

Noutra carta de 1736, esta dirigida ao matematico e engenheiro italiano
Giovanni Marinoni (1670-1755), Euler escreveu:

Esta questdo é tdo banal, mas pareceu-me digna de atengdo, pois
nem a geometria, nem a dlgebra, nem mesmo a arte de contar parece
suficiente para resolvé-la. Em vista disto, ocorreu-me que talvez esta

pertencesse a geometria da posi¢do, aquilo que Leibniz hd muito
ansiava desenvolver®.

Nesta carta, Euler usou um termo introduzido por Leibniz, geometriam
situs, que se traduz por geometria da posicdo. Mais tarde, este assunto
passaria a designar-se analysis situs (andlise da posi¢do) e, finalmente,
chamar-se-ia topologia. Leibniz referia-se a um novo campo na matemd-
tica, que «lidasse directamente com a posigéo, tal como a dlgebra lida com
magnitudes»*. H4 algum desacordo entre os investigadores sobre se Euler
compreendeu ou ndo a utilizacdo de Leibniz desta expressao; no entanto,
Euler concordou com o reconhecimento de Leibniz da necessidade de
novas técnicas matemadticas para lidar com este problema.

Em 1736 Euler apresentou o seu artigo «Solutio problematis ad geo-
metriam situs pertinentis» («Solu¢do de um problema relacionado com
a geometria da posigdo») para a St. Petersburg Academy?®. Foi publicado
em 1741. Nele, Euler resolve o problema das pontes de Kénigsberg e, no
seu estilo tipico, generaliza a solugdo para qualquer problema andlogo
com pontes.

Euler percebeu que os tinicos detalhes importantes para o problema
sdo as posicdes relativas das zonas da cidade e das pontes que as ligam.
Usando um diagrama, podemos abstrair esta situagdo com facilidade e
elegancia. Coloquemos um vértice em cada regido de terra na cidade
(uma em cada um dos trés lados do rio bifurcado, e outro na ilha central),
e unamos cada par de vértices com tantas arestas quantas as pontes que
ligam essas regides. O grafo resultante apresenta-se na figura 11.3.

Desta forma, reduzimos o problema a um problema de grafos — é pos-
sivel percorrer todas as arestas deste grafo com um 14pis, sem o levantar, e
sem percorrer duas vezes nenhuma aresta? A partir deste exemplo pode-
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de arestas que emanam a partir dele. Se houver um lacete neste vértice
(uma aresta cujo ponto inicial e final sdo este mesmo vértice, como no
grafo do lado direito na figura 11.1), entdo esse lacete conta por dois para
determinar o grau. O grafo do problema das pontes de Konigsberg tem
trés vértices de grau 3 e um vértice de grau 5. Diz-se que um grafo é conexo
se é possivel deslocar-se a partir de um qualquer vértice para outro qual-
quer vértice, percorrendo uma sequéncia de arestas.

Um percurso num grafo que comega num vértice e termina noutro
vértice é chamado passeio. Estamos interessados numa classe muito espe-
cial de passeios, os que visitam cada aresta exactamente uma vez: estes
sdo chamados passeios de Euler, ou passeios eulerianos. Se este passeio de
Euler comega e termina no mesmo vértice, é entdo chamado circuito de
Euler. Em geral, um circuito designa um passeio ao longo de um grafo
que comega e acaba no mesmo vértice e nunca passa na mesma aresta
duas vezes. Um circuito (se ndo for euleriano) ndo tem que passar em
todas as arestas.

Usando a linguagem da teoria dos grafos, podemos reformular o pro-
blema das pontes de Kénigsberg da seguinte maneira:

Serd que o grafo das pontes de Konigsberg (figura 11.3) admite um
passeio de Euler? De modo mais geral, como podemos determinar se
um dado grafo possui um passeio de Euler?

Euler resolveu ambos os problemas. Traduzida a sua solucao para a
linguagem moderna, ela pode descrever-se como se segue.

Um grafo admite um passeio de Euler precisamente quando é conexo e
o nimezro de vértices de grau fmpar é igual a zero ou a dois. Se existe
um par de vértices de grau impar, entdo o passeio deve comegar num

desses vértices e terminar no outro; caso contrdrio, o passeio pode
comegar em qualquer vértice.

Usando estas condi¢des, facilmente resolvemos o problema das pontes
de Kénigsberg. Como o grafo de Koénigsberg tem quatro vértices de grau
impar, ndo existe um passeio de Euler! N&o é de espantar que os habitan-
tes de Konigsberg tenham ficado tdo frustrados na sua tentativa de dar o
passeio ideal a tardinha.

Mas por que razdo o critério de Euler funciona? A exigéncia de que
o grafo seja conexo é clara. A condicdo imposta ao nimero de vértices
de grau impar exige alguma reflexdo. Para provar o teorema, temos dois
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objectivos. Primeiro devemos mostrar que qualquer grafo com um pas-
seio de Euler deve ter ou nenhum ou dois vértices de grau impar. Depois,
temos de mostrar o recfproco: se um grafo conexo ndo tem nenhum, ou
tem exactamente dois, vértices de grau impar, entdo ele admite um pas-
seio de Euler.

Suponhamos que temos um grafo onde existe um dado passeio de
Euler; vamos entdo mostrar que ele ndo pode ter, ou ter dois, vértices
de grau impar. Coloquemos uma folha de papel vegetal em cima do grafo
e comecemos a percorrer esse passeio de Euler. A medida que comegamos
a tracar esse percurso, vamos desenhando um grafo na folha de papel
vegetal, no qual o primeiro vértice terd grau um, e todos os outros vértices
ainda tém grau zero. Quando chegamos ao segundo vértice, e passamos
por ele, este segundo vértice terd agora grau dois. A partir de entdo, cada
vez que passamos por um vértice, o seu grau no grafo do papel vegetal
aumenta de duas unidades. Continuamos assim até chegar ao fim do pas-
seio. Nesta altura, adicionamos um ao grau do tltimo vértice. Se o passeio
comega e termina em dois vértices diferentes, entdo estes dois vértices
terdo grau impar, e eles serdo os tnicos vértices de grau impar. Se o pas-
seio comecga e termina no mesmo vértice, entdo, tanto esse vértice como
todos os outros terdo grau par.

Euler tomou o reciproco como sendo verdade sem o mostrar: se um
grafo tem dois, ou nenhum, vértices de grau impar, entdo ele admite um
passeio de Euler. A primeira demonstragdo deste facto foi obtida por Carl
Hierholzer (1840-1871), e foi publicada postumamente em 18737.

Tomemos um grafo conexo sem nenhum, ou com dois vértices de grau
impar. Se o grafo tem um par de vértices de grau impar, coloquemos o
ldpis num desses vértices; caso contrario, podemos coloca-lo em qualquer
vértice. Comecemos por uma aresta qualquer. Ao chegar ao segundo vér-
tice, escolhamos aleatoriamente uma nova aresta a seguir. Continuemos
desta forma, fazendo escolhas arbitrdrias em cada vértice (com o cuidado
de evitar arestas que jd foram visitadas anteriormente, naturalmente),
até que seja impossivel continuar. Pelo argumento dado anteriormente,
se inicidmos num vértice de grau impar, entdo o final deste trajecto sera
no outro vértice de grau impar, caso contrdrio o tracado ird terminar no
vértice de partida. Na figura 11.4 o trajecto abcdefghi é um desses passeios.

Como neste exemplo, se esse caminho ndo percorreu todas as ares-
tas do grafo, entdo removemos todas as arestas por onde passdmos e
analisemos o grafo que sobrou (este novo grafo pode jd ndo ser conexo).
Coloque o lapis num vértice que estava no tragado inicial. Como antes,
percorremos este grafo da mesma forma que anteriormente, até que seja
impossivel continuar. No nosso exemplo, obtemos o passeio jkl. Agora
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Figura 11.7. Uma solugéo errada para o enigma da parede de tijolos

Vemos que todos os vértices tém grau par, com excepgdo do que estd
mais a esquerda e do que estd mais a direita — estes vértices tém grau
cinco. Como hd exactamente dois vértices de grau impar, o grafo de Lis-
ting admite um caminho de Euler, e cada caminho euleriano deve come-
car num destes vértices e terminar no outro. Dado que o grafo contém
vértices de grau impar, ndo existe nenhum circuito de Euler.

O segundo exemplo é uma variagdo do problema das pontes. Considere-
-se 0 desenho, que se assemelha a uma parede de tijolos, mostrado na figura
11.7. E possivel desenhar uma tinica curva continua que atravesse todos os
segmentos de recta da figura exactamente uma vez (a curva pode comegar
e terminar em tijolos diferentes)? A curva indicada no desenho a direita
nado é uma solugdo vélida, porque hd um segmento que nao € atravessado.

A resposta é que nao é possivel. Podemos justificar esta afirmacgao trans-
formando o problema num problema de percursos em grafos. Coloquemos
um vértice no interior de cada tijolo e um vértice no exterior da figura. Dese-
nhemos uma aresta de um vértice para outro vértice por cada segmento que
separa os tijolos correspondentes na imagem original (ver figura 11.8). Para
resolver o problema, basta determinar se este grafo tem um caminho de
Euler. Como o grafo tem quatro vértices de grau cinco, ndo admite caminho
de Euler. Portanto, ndo existe uma curva com as propriedades desejadas.
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Figura 11.10. O grafo correspondente a colocagao de todas as pegas de dominé

Para analisar este problema, vamos construir um grafo da seguinte
forma. Comecemos com sete vértices, numerados de 0 a 6. Cada dominé
corresponde a uma aresta deste grafo. Mais precisamente, o dominé com
m pintas numa metade e n pintas na outra corresponde a uma aresta que
liga o vértice m ao vértice n. Se considerarmos todas as pecas de dominé,
obtemos entdo o grafo da figura 11.10. Note-se que hd um lacete em todos
os vértices, correspondentes aos dominds com igual niimero de pintas em
cada metade.

Cada vértice neste grafo dos dominds tem grau oito. Como o grau
de cada vértice é par, este grafo admite um caminho de Euler. Assim,
podemos percorrer o grafo inteiro passando por cada aresta exactamente
uma vez. Esta observagdo é a chave para responder a nossa pergunta.
Para mostrar que existe a possibilidade de se jogar todos os dominds
do conjunto sem que nenhum jogador fique bloqueado, basta encontrar
uma tal sequéncia de jogo. A que vamos obter é simples — uma fila de
28 dominds (embora seja pouco provdvel que esta sequéncia ocorra num
jogo verdadeiro).

Comecamos com a primeira aresta no caminho de Euler. Suponha-se
que liga os vértices 0 e 3 (por esta ordem). Jogamos entdo o dominé que
contém zero pintas numa metade e trés pintas na outra. Agora, consi-
deramos a segunda aresta no caminho. Esta aresta comega no vértice
3. Suponhamos que ela liga o vértice 3 ao vértice 1. Entao, colocamos o
dominé com trés pintas de um lado e uma pinta do outro, juntando-o ao
dominé anterior (ver figura 11.11).

Continuamos desta forma, jogando as pecas tal como indicado no
percurso no grafo. Como estamos a seguir um caminho euleriano, vamos
passar por cada aresta exactamente uma vez. Assim seremos capazes de
jogar todas as pecas do jogo de dominé.
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Capitulo| 12

Os Poliedros Achatados de Cauchy

Cauchy ¢ louco e ndo hd nada que se possa fazer sobre isso, embora, neste
momento, ele seja o tinico que sabe como a matemdtica deve ser feita.
— Niels Abel

Nos cem anos apés a demonstragdo da férmula de Euler para polie-
dros, apareceram muitas novas provas e uma variedade de generaliza-
¢des para outras formas poliédricas exdticas. A primeira generalizagdo
significativa foi levada a cabo por Augustin-Louis Cauchy, que também
forneceu uma nova e engenhosa demonstragéo.

Cauchy nasceu em Paris em 1789. Era o filho mais velho de um admi-
nistrador sénior do governo. Embora a sua familia tenha sido deslocada
durante o reinado do terror, o pai certificou-se de que ele receberia uma
boa educagado. Durante a sua juventude, Cauchy conheceu os matematicos
Pierre-Simon Laplace (1749-1827) e Joseph-Louis Lagrange, e o quimico
Claude Louis Berthollet (1748-1822), de maneira que, desde o inicio da
sua vida, esteve em contacto com investigadores influentes.

Cauchy teve uma breve carreira como engenheiro militar trabalhando
no Canal Ourcq, na Ponte Saint-Cloud, e na base naval de Cherbourg. As
suas primeiras publicagdes matemdticas foram redigidas em 1811, dois
anos antes do seu regresso a Paris, para comegar uma carreira em mate-
matica. Em 1815 comecou a trabalhar na Ecole Polytechnique.

Cauchy foi extremamente prolifico. A sua volumosa produgéo foi
apenas ultrapassada por Euler; as suas obras completas, que incluem
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pelo menos sete livros e oitocentos documentos, preenchem vinte e sete
volumes considerdveis. Embora fosse provavelmente um boato, dizia-se
que uma das novas regras da Academia Francesa, que limitava o nimero
de publicagdes por cada colaborador por ano, teria sido instituida como
resposta a enxurrada de publica¢gdes que nasciam da pena de Cauchy.

Cauchy fez contribui¢gdes profundas e substanciais para muitas dreas
da matemadtica, incluindo a andlise complexa, a andlise real, a dlgebra, as
equagdes diferenciais, a teoria das probabilidades, os determinantes, e a
fisica-matemadtica. Foi um dos primeiros defensores da necessidade do rigor
em matematica. Muitas das ideias fundamentais do célculo introduzidas por
Newton, Leibniz, Euler, e outros, foram finalmente colocadas numa funda-
mentacao tedrica firme por Cauchy. Podemos agradecer-lhe por ter chegado,
essencialmente, as defini¢des modernas de continuidade, limite, derivadas e
integrais definidos. Através das suas frequentes palestras na Ecole Polytech-
nique e das suas numerosas publica¢des, a sua voz esteve sempre presente
na comunidade matemdtica durante a primeira metade do século xix.

Um testemunho da influéncia de Cauchy é a existéncia de indmeros
teoremas, propriedades e conceitos com 0 seu nome — talvez em maior
quantidade do que para qualquer outro matemadtico, incluindo Euler. No
entanto, podia parecer que Cauchy se tornou um dos grandes matemd-
ticos fruto de algum acaso. Muitas vezes, publicava grandes obras sem
parecer reconhecer a sua profundidade e importdncia. O matemadtico
Hans Freudenthal (1905-1990) escreveu: «<Em quase todas as situagdes, ele
deixou a forma final das suas descobertas para a geragdo seguinte. Em
tudo o que Cauchy alcangou hd uma estranha falta de profundidade...
Ele foi o mais superficial dos grandes matemaéticos; tinha uma destreza
para encontrar o que era simples e fundamental, mas sem o perceber?.»

Apesar de Cauchy ser muito admirado como matemadtico, ndo era
geralmente apreciado como pessoa. Era conhecido por ser teimoso, e
tinha uma tendéncia para o melodrama. Essas caracteristicas estdo bem
presentes no seu auto-exilio, da Franga para Turim e para Praga, que
durou quase uma década. Era um politico conservador, que apoiou o
deposto rei Carlos X, da dinastia Bourbon, apéds a revolugdo de Julho de
1830. Antes de ter deixado a Franga e apds o seu regresso, recusou-se a
fazer o juramento obrigatério de lealdade ao novo regime, bem como
a concordar em ndo criticd-lo. Era um catélico convicto, cujas acgbes
de caridade eram ofuscadas por certos comportamentos, que o traiam
como «preconceituoso, egoista e intolerante»’. Um biégrafo escreveu que
Cauchy era «um mondrquico arrogante na politica, e um crente devoto
e farisaico na religido... a maioria dos seus colegas investigadores nao
simpatizava com ele, considerando-o um hipécrita convencido»®.
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Figura 12.3. Uma ordem possivel para remogao dos tridngulos do grafo triangulado

Note-se que um tridngulo na parte exterior do grafo tem uma ou duas
arestas exteriores. No primeiro caso, o tridngulo pode ser removido, reti-
rando a aresta tnica e sem mudar os vértices (tal como na remogdo do
tridangulo nimero 1). No segundo caso, o tridngulo pode ser removido,
retirando as duas arestas e o vértice (tal como na remogédo do tridngulo
nimero 2). Em ambos os casos, a quantidade V — A + F permanece inal-
terada. Assim, tem-se for¢osamente V — A + F = 1 para o grafo original.

A demonstracdo de Cauchy foi mais tarde criticada. Tal como a prova
de Euler que levantava problemas ao ndo dar instrugdes explicitas sobre a
forma de remover as piramides, Cauchy nédo deu instrucdes precisas sobre
como eliminar os trie“mgulos. Se ndo tivermos cuidado, é possivel que,
seguindo o algoritmo de Cauchy, obtenhamos um grafo desconexo para
o qual a relagdo ja ndo se aplica. Por exemplo, na figura 12.4 removem-se
triangulos por uma ordem errada, e obtém-se um grafo desconexo que
nao satisfaz a férmula de Euler (V = 10, A = 14 e F = 6). No entanto, é
sempre possivel utilizar a técnica de Cauchy para decompor um grafico
sem encontrar uma situagdo deste tipo.

Como foi mencionado, Cauchy tinha uma tendéncia para provar teo-
remas sem compreender a sua importancia, ou sem os conduzir a todas
as suas conclusdes lgicas. A sua demonstragdo da férmula dos poliedros
de Euler é um exemplo perfeito desta situagdo. No seu artigo, ele afirma
explicitamente que a sua prova se aplica a poliedros convexos. Isto é
verdade mas, de facto, a sua prova aplica-se a uma classe mais geral de
poliedros. O passo chave na prova de Cauchy é a remocao de uma face e a
projeccdo do poliedro restante para um plano, de forma que nenhum par
das restantes faces se sobreponha. Isto pode ser conseguido para qualquer
poliedro convexo, como explicado acima, mas também pode ser teito para
muitos outros poliedros.

Por exemplo, a demonstracdo de Cauchy aplica-se, sem modificagao,
para o poliedro ndo convexo mostrado na figura 12.5. Para verificar isto,
basta colocar a mdquina fotogréfica de Lakatos perto da face inferior
do cubo.
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a prova de Cauchy é aplicdvel. No capitulo 15 iremos ver exemplos pato-
I6gicos de poliedros que ndo possuem esta propriedade — ao remover
uma face, o resto do poliedro ndo pode ser colocado desta forma num
plano. A propriedade chave é saber se 0 nosso poliedro tem ou nédo a
«forma de uma esfera». Vamos discutir esta propriedade aparentemente
vaga em maior detalhe no capitulo 16. Cauchy ficou muito perto de reco-
nhecer esta propriedade essencial. Se tivesse percebido isto, teria dado
uma contribuigdo significativa para a drea ainda por formar da topologia,
ou Analysis Situs, como era denominada nos primeiros tempos. Tal como
Jacques Hadamard (1865-1963) escreveu em 1907:

Considero ser um dos eventos mais marcantes na histéria da ciéncia
o erro de Cauchy ao ter acreditado que podia demonstrar o teorema de
Euler sem introduzir qualquer hipétese sobre a natureza do poliedro
estudado. Na verdade, é uma questdo de enorme importancia que the
escapou e cuja descoberta ele deixou para Riemann: o papel funda-
mental da Analysis Situs na matemdtica®.

Tal como ndo reparou na generalidade da sua prova para poliedros,
Cauchy também ndo reconheceu a importancia desta prova para a teoria
dos grafos. Por exemplo, foi Arthur Cayley (1821-1895) que, em 1861,
observou que a demonstragdo de Cauchy se aplica igualmente para gra-
fos cujas arestas ndo sdo segmentos rectos, mas sdo curvas (este facto foi
observado independentemente por Listing em 1861, e por Camille Jordan
(1838-1922) em 1866)°.

No enunciado do seu teorema, Cauchy supds que o grafo é um con-
junto de poligonos contidos num contorno poligonal. Como veremos no
préximo capitulo, podemos fornecer uma afirmagao mais geral sobre gra-
fos, mas, para o fazer precisamos de introduzir alguma da terminologia
moderna.
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Capitulo 13

Grafos, Geoplanos e Couves-de-bruxelas

Na maioria das ciéncias uma geragdo destroi o que a anterior construiu, e
0 que uma estabelece, outra desfaz. S6 na Matemdtica cada geragdo acres-
centa um novo andar ao edificio antigo.

— Hermann Hankel'

No capitulo anterior vimos o método inovador de Cauchy para mos-
trar a férmula de Euler. Considerando um poliedro ele removeu uma das
faces e projectou as restantes sobre um plano. De seguida, mostrou que,
para esta figura, ¢ valida arelacio V-A + F=1,demodoque V- A + F
= 2 para o poliedro. A relagdo com a teoria dos grafos parece estar clara.
A primeira vista, parece ser simples obter uma generalizacio da férmula
de Euler para grafos que ndo sdo projecgdes de poliedros, e que podem
possuir arestas que sdo curvas em vez de rectas.

A dificuldade de generalizar a férmula de Euler é que ela ndo se
verifica para todos os grafos. A contagem de vértices e arestas é facil
— estes sdo 0s blocos com que se constroem os grafos — mas um grafo
ndo precisa de ter «faces». Mesmo quando um grafo é desenhado no
papel, as arestas podem ndo dividir o desenho em «faces». Por exemplo,
a aresta PR no grafo do lado esquerdo da figura 13.1 atravessa a aresta
QS’, por isso, ndo pode estar na fronteira de uma face. No entanto, o

" Nos grafos da figura 13.1, todos os vértices estdo indicados com uma letra; assim, o ponto
de intersecgdo entre as arestas PR e QS ndo € um vértice. (N. do T.)
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Figura 13.1. Duas representagbes do mesmo grafo

8 &

Figura 13.2. A forma de colocar um grafo planar sobre uma esfera

grafo pode ser redesenhado (como no lado direito), sem quaisquer cru-
zamentos entre arestas, dividindo assim a pdgina em faces. Um grafo
que pode ser desenhado num plano sem arestas que cruzam, é chamado
um grafo planar.

Num poliedro, uma face é uma regido delimitada por um poligono.
Para grafos, adoptamos uma defini¢do mais flexivel. Uma face num grafo
pode ser delimitada por uma tinica aresta, tal como o lacete que une o
vértice P a si proprio, na figura 13.1, a direita. Uma face pode ser deli-
mitada por apenas duas arestas, tal como o par de arestas que unem
a R (um par de arestas que ligam os mesmos dois vértices sdo chamadas
paralelas). Uma face pode mesmo ter uma aresta contida no seu interior,
tal como a aresta de S para T.

Em teoria de grafos, € comum contar a regido exterior do grafo como
uma das faces. Se o grafo é visto como uma ilha, entio esta face ilimi- -
tada é como o mar estendendo-se até ao infinito em todas as direcgdes.
Embora parega estranho chamar a esta regido ilimitada uma face, muitas .
vezes é mais util inclui-la do que exclui-la. Uma forma de a colocar em
pé de igualdade com as outras faces do grafo é desenhar o mesmo grafo,
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ndo num plano infinito, mas num globo ou esfera (figura 13.2). Deste
modo, a face ilimitada passa a ter drea finita".

Portanto, temos a seguinte generalizagdo da férmula de Euler para
grafos planares.

FormuLA DE EULER PARA GRAFOS PLANARES
Um grafo planar conexo com V vértices, A arestas, e F faces (incluindo a
exterior) satisfaz V- A + F =2,

Se nédo tivéssemos contado a regido ilimitada como uma das faces,
entdo a férmula de Euler ficaria V - A + F = 1. Observe-se que o grafo da
figura 13.1 tem 5 vértices, 7 arestas e 4 faces pelo que 5 -7 + 4 = 2, como
esperado.

Como exemplo elementar, considere uma drvore. Uma drvore é um
grafo conexo que ndo tem circuitos (ver figura 13.3). Uma vez que uma
drvore ndo tem circuitos, a tinica face é precisamente a face ilimitada, e
por isso a férmula de Euler fica V- A +1=2, ou V= A + 1. Por outras
palavras, o nimero de vértices de uma drvore excede o nimero de ares-
tas por uma unidade. A drvore na figura 13.3 tem 19 vértices e 18 arestas.

Ha muitas demonstra¢des da férmula de Euler para grafos. Vamos
fornecer uma prova curta na qual, como a prova de Cauchy, se removem
as arestas do grafo, uma de cada vez. Mas vamos ter cuidado, para evitar
0 seu erro.

Comecemos com um qualquer grafo planar conexo. Escolhemos uma
aresta arbitrdria. Esta aresta, ou une dois vértices diferentes, ou é um
lacete unindo um vértice a si mesmo. Suponhamos que a aresta une dois
vértices distintos. Agora, vamos encolhendo a aresta até desaparecer

Figura 13.3. Uma arvore

"Hd sempre apenas uma face ilimitada, que também ¢é chamada face exterior; a sua fronteira
é constituida por todas as arestas exteriores do grafo planar. (N. do T.)
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Figura 13.4. O processo de redugdo de um grafo planar a um tnico vértice,
por remogao das arestasa, b, ¢, dee

completamente, quando as suas extremidades se juntam e se fundem
num unico ponto. Isto pode ser feito de modo a que o grafo resultante
permaneca planar (considere a eliminagdo por encolhimento das arestas
a, ¢ e d na figura 13.4). Este processo reduz o nimero de arestas por uma
unidade e o ntmero de vértices também, deixando o niimero de faces
inalterado. Assim a soma alternada V — A + F ndo é modificada. Agora,
suponhamos que a aresta que pretendemos eliminar é um lacete. Neste
caso, basta retird-la simplesmente do grafo (considere a eliminagdo das
arestas b e ¢ na figura 13.4). Este processo diminui o niimero de arestas e
de faces de uma unidade, mas mantém o niimero de vértices. Assim, uma
vez mais, V — A + F fica inalterado.

Continuamos esse processo de remogao de arestas até ficarmos com
um unico vértice. Nesta altura, temos apenas um vértice, nenhuma aresta,
e uma face (a face exterior). Assim, V — A + F = 2, Como a soma alter-
nada V - A + F permaneceu constante durante todo o processo, temos
V — A+ F =2 para o grafo original.

Uma consequéncia interessante desta férmula é que, para um grafo
planar com A arestas e V vértices, todas as representacdes planares terdo
sempre o mesmo nimero de faces. Por outras palavras, se dez pessoas
considerassem o mesmo grafo planar, mas cada uma, na sua folha de
papel, colocasse os vértices de forma diferente e arbitréria e desenhasse
as arestas do grafo de modo a evitar cruzamentos de arestas, todos os dez
grafos teriam o mesmo numero de faces (F =1 + A — V, se excluirmos a
face exterior). Por exemplo, na figura 13.5 apresenta-se um grafo com qua-
tro vértices e seis arestas, e temos duas representagbes planares distintas
desse grafo, ambos com trés faces limitadas.

Como a férmula de Euler s6 se aplica a grafos planares, muitas vezes
podemos usd-la para comprovar que um determinado grafo ndo é planar.
Para ilustrar essa ideia, apresentamos duas importantes familias de gra-
fos: os grafos completos e os grafos bipartidos completos.

O grafo completo com n vértices, designado por K, tem n vértices e
exactamente uma aresta por cada par de vértices distintos, ligando-os.
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Figura 13.9. Um exemplo de um grafo néo planar contendo K,

Num grafo planar, cada aresta estd no bordo de exactamente duas faces,
assim pF = 2A, onde p é a média do ntimero de lados por face. K, é um
grafo completo, por isso ndo tem lacetes ou arestas paralelas. Como néo ha
lacetes, ndo hd faces delimitadas por uma tnica aresta, e como nao h4 ares-
tas paralelas, ndo hd faces delimitadas por duas arestas. Assim, o niimero
médio de arestas por face é um niimero igual ou superior a trés. Deste
modo, p = 3, donde 2A = 3F. Mas F =7 e A = 10, pelo que obtemos 20 > 21,
0 que representa uma contradigdo. Assim, concluimos que K, nao é planar.

De uma forma andloga, podemos provar que o grafo bipartido com-
pleto K,, ndo € planar (experimente-of). A principal diferenca para este
caso é que, por causa de K, ser bipartido, um passeio que comega e ter-
mina no mesmo vértice deve ter um nimero par de arestas. Assim, neste
caso, também ndo podemos ter faces de trés lados.

Em geral, temos o seguinte teorema:

K ndo é planarse n >4, e K ndo é planarsem>2en >2,

Acontece que, num certo sentido, K, e K, sd0 os dois tnicos obsta-
culos para um grafo ser planar. Um teorema famoso, chamado teorema
de reducdo de Kuratowski, afirma que a tinica forma de um grafo néo
ser planar ¢ se ele contém, dentro dele, uma cépia de K ou de K, ,. Por
exemplo, o grafo mostrado na figura 13.9 ndo é planar, pois contém uma
copia de K.

Agora, vamos indicar uma outra aplicagdo interessante da férmula
de Euler para grafos, chamado teorema de Pick. Foi mostrado por Georg
Alexander Pick (1859-c. 1943) em 18993, Pick era um matemadtico austriaco
que passou grande parte de sua vida em Praga. Morreu no campo de
concentragdo de Theresienstadt, na Checoslovdquia ocupada.
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e para baixo. Pode-se provar rigorosamente que, tal como o quadrado, este
paralelogramo terd area 1. Assim, o tridngulo tem drea igual a 1/2.

Estamos agora em condi¢des de mostrar o teorema de Pick. Primeiro,
triangulamos o poligono usando T tridngulos primitivos (tal como na
figura 13.12). Se contarmos a regido ilimitada como uma das faces, entao
F =T+ 1 é o nimero total de faces. Como cada face triangular tem uma
drea de 1/2, a drea total do poligono é drea = (1/2) T.

Cada face limitada tem trés lados, de modo que a quantidade 3T conta
cada aresta duas vezes, excepto para as arestas ao longo do bordo do po-
ligono, que sdo contadas apenas uma vez. Dado que o ntimero de arestas
no bordo é o mesmo que o nimero de vértices no bordo do poligono,

temos entdao
3T =2A - B,

ou, resolvendo em ordem a A,

A=£+§.

2 2
O ntimero de vértices total é V =] + B. Aplicando a férmula de Euler,

temos
2=V-A+F,

2= (I+ B)—<%+§>+(T+ 1),

2=- I+§+I+1.
2 2

Assim, o niimero de faces triangulares é

T=2I+B-2,

e, finalmente, a drea total é dada por

(21+B—2)=1+§—1,

1 1
a — =
rea =

2
tal como pretendido.

Terminamos este capitulo com dois jogos de papel e ldpis. Apesar
das suas semelhangas, o primeiro é um desafio intelectual e o outro uma
partida que se pode «pregar» aos amigos, uma vez que o resultado é
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Figura 13.13. O segundo jogador vence este jogo de rebentos
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Figura 13.14. O segundo jogador vence este jogo de couves-de-bruxelas

comega com # cruzes em forma de sinal +, como se cada ponto tivesse
quatro pernas. Cada vez que um jogador une duas pernas livres através
de uma curva, coloca um novo sinal de mais (produzindo duas pernas
livres) no meio da aresta desenhada (ver figura 13.14). Ao contrdrio de
rebentos, as regras para o couves-de-bruxelas permitem que quatro arestas se
juntem no mesmo ponto. Tal como antes, o vencedor é o tltimo jogador
capaz de fazer uma jogada. Acontece que o nome humoristico couve-de-
-bruxelas é uma dica de que o jogo em si é apenas uma anedota.
Observdmos que um jogo de rebentos deve forcosamente terminar,
mas isso ndo é tdo fécil de ver para o couves-de-bruxelas. Cada jogada
usa duas pernas livres e acrescenta outras duas, pelo que é concebivel
que o jogo possa continuar indefinidamente. No entanto, todos os jogos
de couves-de-bruxelas estdo destinados a terminar, e aqui reside a piada.
Independentemente de quédo inteligentes ou burros forem os jogadores,
o0 jogo vai sempre durar exactamente 5n — 2 jogadas. Por outras palavras,
um ndmero impar de cruzes garante a vitéria ao primeiro jogador, e um
nimero par garante a extraordindria vitéria ao segundo jogador.
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Figura 13.15. O grafo final para o jogo couves-de-bruxelas da figura 13.14

Se ignorarmos as pernas livres, entdo, em cada jogada, o diagrama do
jogo é um grafo planar (tendo possivelmente vdrias componentes cone-
xas). Se pensarmos em cada cruz como um vértice, entdo cada jogada
adiciona duas arestas e um vértice. A ndo ser que a nova aresta una duas
componentes conexas distintas, cada jogada também adiciona uma face.

Vamos mostrar que o jogo ird parar quando o grafo for conexo e tiver
exactamente 4n faces (contando a regido do exterior como uma face). No
inicio do jogo, existem n cruzes possuindo 4n pernas livres. Como todas
as jogadas reduzem duas pernas livres e acrescentam mais duas, existem
sempre 47 pernas livres. Cada face deve ter pelo menos uma perna livre
apontando para dentro dela, mais precisamente, aquela perna no meio
da sua curva de fronteira mais recentemente desenhada. Assim, o grafo
ndo pode ter mais do que 4n faces. Por outro lado, se existem menos do
que 4n faces, significa que alguma face do grafo deve conter ainda duas
pernas livres, pelo que o jogo ainda ndo acabou.

Suponha que o jogo termina apds m jogadas, deixando um grafo conexo
com V vértices, A arestas e F = 4n faces. (Por exemplo, a configuraggo final na
figura 13.15 tem V =10, A = 16, e F = 8.) Tal como explicado anteriormente,
cada um das m jogadas adiciona duas novas arestas e um novo vértice. Como
0 jogo comegou sem arestas e com 7 vértices, no final do jogo hd A = 2m
arestas e V = n + m vértices. Agora usamos a férmula de Euler. para obter

2=V-A+F=Mn+m)—2m + 4n.

Resolvendo em ordem a m, obtemos m = 51 — 2.

Assim, se sentir vontade de pregar uma partida aos seus amigos
de confianga, pega-lhes para jogar o couves-de-bruxelas consigo. Depois de
explicar as regras, dé-lhes a escolher: ou escolhem quem joga primeiro ou
o nimero de cruzes iniciais. Em qualquer dos casos, pode garantir que
é o vencedor.
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Capitulo 14

E um Mundo Colorido

«lllinois ¢ verde, Indiana é cor-de-rosa. Mostra-me qualquer coisa cor-de-
-rosa ld em baixo, se puderes. Ndo senhor, é verde...»

«Huck Finn, achas que a América ld fora ¢ da mesma cor que no mapa?»
«Tom Sawyer, para que serve um mapa? Ndo é para ensinar os factos?»
«E claro.»

«Bom, entdo, como é que o vai fazer se nos diz mentiras? Isso é o que eu
gostava de saber.»

— Mark Twain, Tom Sawyer Abroad’

O matematico Charles Lutwidge Dodgson (1832-1898), mais conhecido
como Lewis Carroll, autor de Alice no Pafs das Maravilhas, inventou a
seguinte brincadeira para duas pessoas. A pessoa A desenha um mapa de
um continente com um nimero qualquer de paises. De seguida, a pessoa
B pinta o mapa de modo que os paises vizinhos (que compartilham uma
fronteira; tocar apenas num ponto ndo conta) tenham cores diferentes.
O objectivo da brincadeira é desenhar um mapa tdo complicado que obri-
gue B a usar muitas cores. B, por sua vez, tem que descobrir como pintar
0 mapa com 0 menor nimero possivel de cores.

Um mapa simples, andlogo a um tabuleiro de xadrez, pode ser pin-
tado com apenas duas cores, mas mesmo alguém com pouco jeito para
desenhar mapas pode forgar trés cores. Também ndo ¢é dificil desenhar um
mapa que exige quatro cores — basta para isso desenhar um pafs cercado
por exactamente trés outros (como, por exemplo, o Luxemburgo rodeado
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E geralmente admitido que os cartégrafos foram os primeiros a repa-
rar que quatro cores eram suficientes para pintar qualquer mapa. Nao
hd nenhuma evidéncia que apoie esta afirmagdo. Se algum cartégrafo
estava ciente disso, ndo o divulgou. Kenneth O. May vasculhou vérios
livros sobre cartografia, e sobre a sua histéria, e ndo encontrou nenhuma
referéncia ao teorema das quatro cores’. Uma répida consulta a um atlas
mostra que a maioria dos mapas ¢ pintada ou usando uma sé cor ou
vérias cores. Mas ndo hd indicagio de que os cartégrafos tenham sentido
qualquer desejo de minimizar o nimero de cores utilizadas.

Tanto quanto se pode investigar, esta observacdo remonta a 1852. Fran-
cis Guthrie (1831-1899), um recém-licenciado em matemdtica, reparou que
todas as provincias de Inglaterra poderiam ser pintadas com apenas qua-
tro cores, e questionou-se sobre se isso seria sempre verdade. Formulou
entdo uma conjectura que se tornaria um dos problemas mais dificeis e
mais bem conthecidos de toda a matematica: a conjectura das quatro cores.

CoNjecTURA DAS QUATRO CORES
Todos os mapas podem ser pintados com quatro cores ou menos de
modo a que ndo haja paises vizinhos com a mesma cor.

Francis Guthrie mencionou esta observac¢do ao seu irmao Frederick,
que por sua vez a partilhou com o seu professor, o respeitado matematico
Augustus De Morgan (1806-1871). De Morgan ficou intrigado com a ques-
tdo. A 23 de Outubro de 1852, escreveu a Sir William Rowan Hamilton
(1805-1865):

Um aluno meu pediu-me hoje para lhe indicar uma razdo para
um facto que eu ndo sabia que era um facto — e ndo sei ainda. Ele
diz que se uma figura for dividida de maneira arbitrdria, e as regides
forem pintadas de forma que duas regides que tenham em comum
qualquer parte da linha de fronteira sejam coloridas de cor diferente
— quatro cores podem ser necessdrias, mas nao mais que quatro...
Serd impossivel de inventar a necessidade de cinco ou mais cores?...
O que acha? E terd isso, a ser verdade, sido notado?... Quanto mais
penso nisso, mais evidente parece. Se me responder com algum caso
muito simples, que me faz figura de animal estipido, acho que devo
fazer como a Esfinge fez®.

Felizmente para De Morgan, ele ndo teve que saltar para a morte, como
fez a Esfinge ap6s Edipo ter respondido ao seu enigma correctamente.
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De facto, Hamilton ndo ficou sequer tentado pelo problema. Ele respon-
deu: «Ndo é provavel que tente o seu ‘quaternido de cores’ nos préximos
tempos®.»

Apesar de De Morgan ter tentado com que outras pessoas trabalhas-
sem sobre este problema, a comunidade matemdtica recusou-se teimo-
samente a considerd-lo. Nada apareceu nas publicagdes matemadticas
durante quase vinte anos. O ponto de inflexdo sobre o problema das
quatro cores deu-se a 13 de Junho de 1878, quando, numa reunido da
Sociedade Matemadtica de Londres, o prestigiado matemadtico Arthur
Cayley perguntou se o problema tinha sido resolvido, e admitiu que ndo
tinha conseguido fazé-lo. A questdo foi, de seguida, escrita e amplamente
difundida através das Actas da Sociedade’.

Desde a altura em que Cayley chamou a atengdo do mundo, este
problema tem sido um favorito dos entusiastas da matematica. A beleza
da questdo é que é tdo fdcil de enunciar que uma jovem crianga pode
entendé-la. E um problema de matematica, certamente, mas ndo exige
nenhuma aritmética, dlgebra, trigonometria ou cdlculo. A sua solugado
parece tentadoramente ao alcance de qualquer um. Tal como escreveu o
famoso gedmetra H. S. M. Coxeter (1907-2003):

Quase todos os matemadticos devem ter experimentado a sensagao
de uma noite gloriosa, quando pensaram que tinham descoberto uma
demonstragdo, descobrindo na manha seguinte que tinham afinal
caido nalguma armadilha semelhante®.

Enquanto colunista na Scientific American, Martin Gardner costumava
receber, a cada par de meses, longas demonstragdes da conjectura das
quatro cores (todas falhadas, naturalmente). Por isso, em 1975, quando
decidiu escrever um artigo para o Dia das Mentiras, ele incluiu a conjec-
tura das quatro cores. No seu artigo «Seis descobertas sensacionais que,
de alguma forma, escaparam a ateng@o do publico», relatou seis grandes
descobertas de 1974, uma das quais era um contra-exemplo para a conjec-
tura das quatro cores. A legenda sob um mapa com 110 regides era clara:
«O teorema das quatro cores explodiu’.» No entanto, a mentira nao foi
entendida por muitos leitores. Ele recebeu mais de mil cartas sobre este
artigo, incluindo mais de uma centena de cépias coloridas do «contra-
-exemplo», de ingénuos, que ndo perceberam a brincadeira.

Embora actualmente se atribua o problema das quatro cores a Francis
Guthrie, muitos textos antigos erroneamente davam crédito ao mate-
mdtico alemado August Mobius (1790-1868). M&bius, um descendente
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de Martinho Lutero, era um homem de familia calmo e reservado. Em
adulto ndo viajava com frequéncia, mas como estudante de pés-gradua-
¢do frequentou a Universidade de Leipzig, a Universidade de Géttingen
(tendo trabalhado com Gauss durante dois semestres), a Universidade
de Halle, e depois novamente Leipzig, onde completou sua tese de dou-
toramento em astronomia. Ap6s este periodo de mudangas frequentes,
prometeu permanecer na sua amada Saxénia. Apesar de repetidas ofertas
de emprego por parte de outras universidades, manteve-se em Leipzig
durante o resto da sua carreira.

Em Leipzig, Mobius trabalhava como astrénomo e supervisionava o
observatério. Ele adorava matematica, e foi na matematica, e ndo na astro-
nomia, que fez as suas mais importantes contribui¢des. Os seus trabalhos
mais conhecidos foram sobre o cdlculo baricéntrico, geometria projectiva
e afim, e sobre os fundamentos da topologia. A sua abordagem solitdria
e cuidadosa da matemadtica produziu trabalho de qualidade, mas néo fez
dele um professor vocacionado. Por isso, poucos alunos pagavam propi-
nas para assistir as suas aulas.

A fonte da atribuigdo errénea é uma histéria contada por um dos
alunos de Mobius, Richard Baltzer (1818-1887). Baltzer escreveu que em
1840 Mobius colocou a sua turma o problema dos cinco principes. Descreveu
o problema da seguinte forma:

Era uma vez um rei na India que tinha um grande reino e cinco
filhos. No seu testamento decretou que, apés a sua morte, 0 reino
deveria ser dividido entre os seus filhos, de tal forma que o territorio
de cada um tenha for¢osamente uma linha de fronteira comum (ndo
apenas um ponto) com os territérios dos quatro restantes. Como foi o
reino dividido®?

No dia seguinte, M6bius confessou aos seus alunos frustrados que o
problema era impossivel de resolver, da forma enunciada.

Dado o que sabemos, é facil deduzir a impossibilidade de uma tal solu-
¢ao. Suponhamos que existia uma forma de dividir o reino em cinco regides,
e colocdvamos em cada regiao o paldcio de cada principe. Ent&o, por cada
par de irmdos seria possivel construir uma estrada entre os dois paldcios, de
forma que a estrada cruze a fronteira destes dois reinos, mas ndo atravessa
as terras dos outros irmaos. No entanto, isto cria um grafo planar cujos vér-
tices sdo os paldcios e arestas sao estas estradas. Em particular, este é o grafo
completo de cinco vértices, K, que jd vimos que ndo € planar.

Num comentdrio, Baltzer escreveu, erradamente, que a impossibili-
dade da solugdo do problema dos cinco principes implica a validade do
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TeoREMA DOs CINCO VIZINHOS
Todos os grafos planares simples tém um vértice de grau cinco ou
menos.

Suponhamos que temos um grafo planar simples. Como o gréfico ndo
tem lacetes ou arestas paralelas, podemos adicionar-lhe arestas de modo
a que cada face fique delimitada por exactamente trés arestas. Vamos
demonstrar que este grafo triangulado e maior (no sentido que tem mais
arestas) tem um vértice de grau 5 ou menos, e, portanto, 0 mesmo se passa
para o grafo inicial (menor, com menos arestas). Suponha que o grafo trian-
gulado tem V vértices, A arestas, e F faces (contando a regido do exterior
como uma face). Cada aresta limita duas faces e cada face é encerrada por
trés arestas, de modo que temos 3F = 2A. Pela férmula de Euler V-A + F =
2, ou equivalentemente, 6A — 6F = 6V —12. Substituindo 6F por 4A obtemos

2A =6V -12.

Como cada aresta tem dois extremos, a soma dos graus de todos os
vértices é também 2A. Assim, o grau médio dos vértices é

graumédio=7——————6—2<6.

|4 |4
Naturalmente, uma vez que o grau médio é inferior a seis, tem de
haver pelo menos um vértice de grau cinco ou menos.
Para mostrar como o teorema dos cinco vizinhos é titil em problemas
de coloragdo de grafos, vamos demonstrar o teorema das seis cores.

TEOREMA DAS SE1s CORES
Todos os mapas podem ser pintados com seis ou menos cores.

Para fazer uma prova por contradigdo, suponhamos que a afirmagéo
é falsa. Isto é, que existe um ou mais mapas que ndo podem ser pintados
com apenas seis cores. Fazendo uma pesquisa neste conjunto de mapas
desagraddveis, destaquemos um dos mapas com o menor namero de
paises. Seja N o nimero de paises que tem este mapa. Um tal contra-
-exemplo menor é muitas vezes chamado um crintinoso minimal. O bene-
ficio de destacar um criminoso minimal é que podemos dizer, com
propriedade, que todos os mapas com N — 1 ou menos paises, podem
ser coloridos com apenas seis cores ou menos.
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Figura 14.5. Uma 6-coloragdo de um criminoso minimal

Consideremos o grafo de adjacéncia G deste criminoso minimal. Pelo
teorema dos cinco vizinhos, existe algum vértice v de G com grau cinco
ou menos. Se removermos o vértice v e todas as arestas de G incidentes
a v, obtemos um novo grafo, H. N&o é dificil de perceber que H é o grafo
de adjacéncia de um certo mapa com N — 1 paises. Uma vez que H tem
N - 1 vértices, a nossa hipétese garante que H é 6-colordvel. Depois de
colorir o grafo H, coloquemos novamente o vértice v e as arestas que
tinhamos retirado ao grafo G. Como v é adjacente a, no maximo, cinco
outros vértices, coloridos portanto com 5 cores, existe pelo menos uma
cor restante disponivel para colorir o vértice v. Assim, é possivel colorir
G com apenas 6 cores. Isto contradiz a nossa hipétese de que G era um
criminoso minimal, e a contradigdo mostra que todos os grafos sdo 6-colo-
rdveis. Na figura 14.5, usamos esta técnica para colorir um grafo usando
as cores vermelho, azul, amarelo, verde, roxo e laranja.

Infelizmente, esta mesma demonstragdo nao funciona quando hd
apenas quatro ou cinco cores disponiveis. No momento em que vamos
reinserir o vértice v, pode ndo haver nenhuma cor disponivel para colorir
esse vértice, se este estiver ligado a 5 outros com cores distintas. Temos
que empregar um truque mais subtil nestes casos.

Um tal truque foi descoberto por Alfred Bray Kempe (1849-1922). A 17
de Julho de 1879, Kempe, um aluno de Cayley, anunciou que tinha uma
demonstragdo da conjectura de quatro cores, e essa prova foi publicada
mais tarde nesse ano'.

Ao contrédrio da maioria das falsas provas que se seguiram nos seguin-
tes cem anos, a prova de Kempe era muito convincente. Ele introduziu
novas técnicas engenhosas que lhe permitiram colorir os restantes vértices
do criminoso minimal. A comunidade matemética ficou entusiasmada
com a demonstragao.
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A prova de Kempe permaneceu como a palavra final sobre a conjec-
tura das quatro cores durante uma década. Infelizmente para Kempe, o
caso ndo ficou fechado. Em 1889, Percy John Heawood (1861-1955) desco-
briu um erro no argumento de Kempe. O erro revelou-se fatal. Heawood
criou um mapa para o qual a légica de Kempe néo se podia aplicar. Na
sua nota, que foi publicada em 1890, Heawood escreveu:

O presente artigo ndo professa dar uma prova deste teorema origi-
nal. Na verdade, os seus objectivos sdo, por agora, mais destrutivos do
que construtivos, pois mostrar-se-d que existe um defeito na demons-
tracdo que aparentemente tinha sido reconhecida''.

E assim, o teorema das quatro cores voltou novamente a ser a conjec-
tura das quatro cores.

Embora a prova de Kempe estivesse errada, as técnicas que ele intro-
duziu foram muito importantes. Heawood reconheceu que as ideias de
Kempe seriam suficientes para provar o teorema das cinco cores. Na
verdade, elas foram igualmente ingredientes essenciais naquilo que viria
a ser a demonstragao do teorema das quatro cores. Embora esta demons-
tracdo errada tenha causado embarago a Kempe, nado prejudicou a sua
carreira. Ele continuou a ser um membro activo da Royal Society (tinha
sido eleito devido a trabalho matemdtico néo relacionado com o teorema
das quatro cores) e, mais tarde, foi nomeado cavaleiro.

Como qualquer pessoa que tenha tentado pintar com quatro cores um
grande mapa sabe, é facil colorir 0 mapa inicialmente e ficar, ao fim de
algum tempo, preso de modo a ndo ser possivel completar a coloragdo’.
Nesta altura, somos forcados a voltar atrds e a pintar algumas partes do
mapa, para continuar com apenas quatro cores. O truque que Kempe
usou dd-nos uma forma fécil de voltar a colorir um mapa.

Comecemos com qualquer grafo colorido (ou parcialmente colorido).
Escolhamos duas cores, digamos, vermelho e azul, e um vértice de uma
dessas cores. Seguimos todos os caminhos possiveis comecando neste
vértice e que passem por um vértice azul, um vértice vermelho, um vér-
tice azul, e assim por diante (na figura 14.6, denotados por B e R, respec-
tivamente). Este conjunto de vértices vermelhos e azuis é chamado uma
cadeia vermelho-azul, ou uma cadeia de Kempe. Observe que uma cadeia

" Stephen Barr sugeriu um jogo para duas pessoas que usa esta observagdo. O primeiro
jogador desenha um pais e pinta-o usando uma de quatro cores. O segundo jogador junta um
outro pais e pinta-o. O jogo alterna desta forma até que um jogador seja forcado a usar uma
quinta cor'.
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Figura 14.6. Trocando as cores de uma cadeia vermelho-azul
produz outra coloracdo vélida

de Kempe nédo tem que ser linear, isto €, pode ter ramificagdes ou circuitos
fechados. A observagdo importante é que, uma vez que nenhum vértice
adjacente a uma tal cadeia de Kempe é vermeiho ou azul, podemos trocar
a cor de todos os vértices vermelhos nesta cadeia para a cor azul, e cada
vértice azul na cadeia para vermelho, e a nova coloragdo assim obtida
ainda é valida para o mesmo grafo.

Anteriormente, provdmos o teorema das seis cores. Este truque de
Kempe permite-nos provar o teorema das cinco cores.

TeorEMA DAS CiINcO COREs
Todos os mapas podem ser pintados com cinco cores ou menos.

Comegamos a demonstragdo exactamente da mesma forma que fize-
mos para o teorema das seis cores. Suponhamos que temos um criminoso
minimal — um mapa com o menor niimero de paises, N, que ndo pode
ser 5-colordavel. Uma vez mais, pelo teorema dos cinco vizinhos, existe um
vértice v no grafo de adjacéncia G que tem grau cinco ou menos. Seja H o
gréfico obtido por remogao do vértice v e das arestas incidentes a v. Como
H tem N —1 vértices, pode ser colorido com cinco cores. Consideremos os
vértices adjacentes a v. Se existem 4 ou menos cores usadas para colorir
estes vértices (por exemplo, tal acontece quando o grau de v é de 4 ou
menos), entdo podemos usar a quinta cor, ndo utilizada nestes vizinhos,
para colorir v. Por outro lado, se os vértices adjacentes a v usam todas as
cinco cores, entdo a solugdo ndo é assim tdo simples.

Suponhamos que os vértices adjacentes a v, indicados com as letras 4,
b, c, d e e, sdo de cor vermelha, azul, amarelo, verde e roxo, respectiva-
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Figura 14.9. Um conjunto inevitavel de configuragdes

era necessariamente mais subtil. Era possivel ter um vértice v de grau 5
rodeado por vértices de quatro cores diferentes. Era entdo necessario vol-
tar a colorir uma ou duas cadeias de Kempe para diminuir este niimero
até trés, de modo a colorir v. Embora o seu método parecesse correcto, ele
nao reparou num caso em que a recoloragdo de duas cadeias de Kempe
em simultdneo poderia produzir uma coloragdo inadmissivel.

A popularidade deste fascinante problema continuou a encantar mate-
madticos consagrados e amadores. Matemdticos notdveis como George
D. Birkhoff (1884-1944), Hassler Whitney (1907-1989), Henri Lebesgue
(1875-1941) e Oswald Veblen (1880-1960) entraram na lica. Apesar das
suas longas listas de sucessos, estes gigantes foram incapazes de decifrar
o dificil problema. Alguns matematicos respeitados, como H. S. M. Coxe-
ter, chegara a exprimir dividas de que a conjectura fosse verdadeira.

A medida que o século xx avangava, as atenges voltaram-se para a
determinagdo de conjuntos inevitdveis e configurages redutiveis. Um con-
junto inevitdvel é um conjunto de configuragdes com a propriedade de
que qualquer grafo de adjacéncia tem que apresentar pelo menos uma
dessas configuragdes. Por exemplo, o teorema dos cinco vizinhos déd-nos
o conjunto inevitdvel mais simples, mostrado na figura 14.9, uma vez que
qualquer grafo tem um vértice de grau inferior a seis.

Por outro lado, uma configura¢do redutivel é uma configuragao de
arestas e vértices que ndo podem aparecer num criminoso minimal.
Usando o método das cadeias de Kempe é facil mostrar que as primeiras
quatro configuracdes na figura 14.9 sdo redutiveis. Para estes, podemos
remover o vértice central, colorir o resto do grafo, trocar as cores das
cadeias de Kempe, caso seja necessdrio, e depois colorir o vértice remo-
vido. A quinta configuracdo é a que causa problemas.

Assim, o objectivo passou a ser encontrar um conjunto inevitdvel for-
mado apenas por configurages redutiveis. Encontrd-lo é equivalente a
demonstrar o teorema das quatro cores, porque terfamos entao uma colec-
cdo de configuragdes das quais nenhuma poderia aparecer num criminoso
minimal, e a0 mesmo tempo, pelo menos uma delas teria que surgir em
todos os grafos de adjacéncia. Isto produziria uma contradigdo a existéncia
de um criminoso minimal.
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A 22 de Julho de 1976, quase um século depois da prova fracassada de
Kempe, dois investigadores da Universidade de Illinois, Kenneth Appel
(nascido em 1932) e Wolfgang Haken (nascido em 1928), anunciaram que
tinham encontrado um conjunto inevitdvel contendo 1936 configuragdes
redutiveis. No momento em que os seus dois artigos apareceram, no ano
seguinte, eles tinham sido capazes de simplificar o trabalho e, através da
remocio de redundancias, reduzir o ndmero para 1482%. (John Koch, pela
sua ajuda com os cdlculos, foi também o terceiro autor de um dos artigos.)
O problema das quatro cores tinha sido finalmente resolvido!

TeOREMA DAS QUATRO CORES
Todos os mapas podem ser pintados com quatro cores ou menos.

No final do Verdo de 1976, Haken apresentou os seus resultados
aos participantes de um encontro conjunto da American Mathematical
Society, e da Mathematical Association of America. No final da palestra,
a audiéncia ndo aplaudiu euforicamente, nem rejubilou de alegria, nem
saudou Haken entusiasticamente. Em vez disso, os aplausos foram con-
tidos e cerimoniosos. Para a sala apinhada de matematicos tedricos, a
concluséo tdo esperada de uma das histdrias mais interessantes da mate-
matica tinha sido extremamente decepcionante.

A razdo para esta fria reacgdo deveu-se ao facto de, depois de Appel
e Haken terem concebido estas configuragSes inevitdveis e redutiveis de
grafos, que enchiam setecentas pdginas escritas a méo, as terem intro-
duzido num computador, que verificou os muitos milhares de casos
especiais. O trabalho do computador ndo era nem remotamente verifica-
vel & mao. Os célculos tinham levado seis meses, tinham sido utilizadas
mil horas de tempo de processador, e tinha sido produzida uma pilha
de impressdes com mais de um metro de altura. Embora a maioria das
pessoas tenha acabado por acreditar que a demonstragdo estd correcta, os
matemdticos mais puros acharam-na deselegante, insatisfatéria, e «anti-
desportiva». Era como se Evel Knievel se gabasse de conseguir atravessar
o Grand Canyon na sua motorizada, e depois construisse uma ponte para
fazer a travessia. Talvez seja como os puristas do alpinismo se sentem
acerca do uso de garrafas de oxigénio na escalada a grande altitude.

Os cientistas e engenheiros tém usado os computadores para resolver
inimeros problemas, mas ndo ocorre 0 mesmo com 0s matematicos. Os
computadores sdo bons a fazer cdlculos rdpidos, mas nao no tipo de argu-
mentos precisos e subtis que sd0 necessdrios nas demonstragbes mate-
madticas. Tal como a escrita, a filosofia e a arte, a matematica foi sempre
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uma actividade humana, que ndo pode ser automatizada. Talvez algum
dia alguém crie uma «caixa preta» que prove teoremas. N6s colocariamos
um enunciado, e a caixa preta responderia: «verdadeiro» ou «falso». (H&
algumas tentativas incipientes para fazer isto.) Alguns diriam que isso
seria tirar o prazer de fazer matemdtica e tornd-la menos bonita.

A demonstragdo do teorema das quatro cores foi a primeira prova
assistida por computador para resolver um problema notdvel. Este tipo de
demonstragdo ndo parece ter tendéncia para desaparecer. Outro exemplo
polémico é a demonstracdo, por Thomas C. Hales, em 1998, da conjectura
de Kepler'. Hales provou que Kepler estava correcto quando afirmou que
a maneira mais eficiente de empacotar esferas numa caixa é colocé-las
num certo padrao cristalino, tal como os merceeiros fazem com as laranjas
ou os artilheiros faziam com balas de canhdo. Embora o resultado tenha
aparecido na revista prestigiada Annals of Mathematics, tardaram anos até
a revista concordar em publica-lo (o que sé aconteceu em 2005), tendo os
editores dito, ainda assim, que néo verificaram, nem conseguiriam verifi-
car, as milhares de linhas de cédigo usadas com o computador.

Depois de Appel e Haken terem revelado a sua demonstracado contro-
versa, ela jd foi verificada de forma independente. Outros matemaéticos
descobriram conjuntos inevitdveis com um menor nimero de configura-
¢Oes redutiveis, e descobriram formas mais eficientes de provar o teorema,
mas, até agora, todas as provas tém exigido verificagdo por computador.

Paul Erdés (1913-1996), o excéntrico e famoso matemaético hun-
garo, costumava falar d’«O Livro», um livro imagindrio que conteria
as demonstrag6es mais bonitas e elegantes dos teoremas matematicos.
Actualmente, a porta para o teorema das quatro cores estd quase fechada,
mas ainda estamos a espera de uma verificagdo a moda antiga, com ldpis
e papel — ainda ndo vimos a prova que vem no Livro.
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Capitulo 15

Novos Problemas e
Novas Demonstracgoes

As primeiras nogdes importantes na topologia foram adquiridas através do
estudo dos poliedros.
— Henri Lebesgue’

Suponha que lhe perguntavam: Que drvores tém folhas que mudam
de cor e caem no Outono? Se respondesse: «Os platanos», teria dado
uma resposta correcta. No entanto, quem jd conduziu através do campo
na Pensilvania em Outubro sabe que também existem carvalhos de cores
radiantes, bétulas, e faias que se erguem no meio de mantos de folhas
caidas. Assim, embora a resposta tenha sido correcta, ndo dd uma ideia da
grande variedade de tais drvores. Poderiamos dizer que todas as drvores
mudam de cor no Outono? Nao. As folhas dos pinheiros, abetos e cedros
ndo mudam de cor. Para se dar uma resposta mais geral, mas ainda
verdadeira, deve olhar-se de perto para intimeras drvores. Uma resposta
mais completa seria: as drvores de folha caduca mudam de cor e perdem
as suas folhas no Outono.

Os poliedros convexos satisfazem a igualdade V — A + F = 2. Esta ¢
uma afirmacdo verdadeira. Sabemos disso a partir das demonstragbes
de Euler, Legendre, Cauchy e outros. No entanto, também sabemos que
esta ndo é a afirmagdo mais geral que podemos fazer. Tal como Poinsot
observou, a férmula de Euler é vdlida para outros poliedros para além
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daqueles que sdo convexos — poliedros em estrela, por exemplo. O mate-
mdtico D. M. Y. Sommerville (1879-1934) escreveu que «A convexidade
é, até certo ponto, acidental, dado que um poliedro convexo pode ser
transformado, por exemplo, por indentacdo, ou empurrando um ou mais
dos seus vértices, num poliedro que deixa de ser convexo, mas tem os
mesmos nimeros de configuragdo®.» Assim, é enganoso e desnecessa-
riamente simplista dizer que os poliedros convexos sao 0s tnicos que
satisfazem a férmula de Euler. Ernest de Jonquiéres acreditava que «ao
invocar Legendre, bem como outras altas autoridades, s6 se promove um
preconceito amplamente difundido, que conquistou até mesmo alguns
dos melhores intelectos: que o dominio de validade do teorema de Euler
consiste apenas no conjunto dos poliedros convexos»*.

Podemos ir ao ponto de dizer que a férmula de Euler é vdlida para
todos os poliedros? Néo, tal como existem drvores que ndo mudam de cor
no Outono, hd poliedros que nao satisfazem a férmula de Euler. Gostarfa-
mos de determinar exactamente quais as propriedades que um poliedro
deve possuir para satisfazer a férmula de Euler. O mineralogista Johann
Friedrich Christian Hessel (1796-1872), que vamos reencontrar em breve,
chamou a estes poliedros eulerianos.

Como discutimos no capitulo 2, os matemadticos lidaram com polie-
dros durante muitos séculos sem ter uma definigdo precisa. O seu tra-
balho ficava seguro quando se assumia (quase sempre implicitamente)
a convexidade, mas quando tentavam fazer uma afirmacio vélida para
todos os poliedros geralmente encontravam problemas. A necessidade
de uma definicdo rigorosa de poliedro teve que ser enfrentada no inicio
do século xix.

A primeira pessoa a abordar cuidadosamente o conjunto de poliedros
que satisfazem a férmula dos poliedros foi Simon-Antoine-Jean Lhuilier
(1750-1840). Talvez Lhuilier estivesse destinado a trabalhar na férmula de
Euler. Tal como Euler, Lhuilier era suico, e 0 ano do seu nascimento foi o
ano em que Euler descobriu a férmula dos poliedros. Mais divertido é a
traducao literal de ['huilier ser «a lata de 6leo» ou «aquele que pde Sleo»;
assim, Lhuilier podia ser apelidado de «O Oiler»’.

Tal como Euler, Lhuilier afastou-se do clero ao sentir-se atraido pela
matemdtica. Quando Lhuilier era jovem, um dos seus parentes preten-
dia deixar-lhe parte da sua fortuna caso ele prosseguisse uma carreira

"Em inglés, a expressao «aquele que pde dleo», ou «tie one who oils», podia ser abreviada
para «The Oiler», que provém da raiz «oil», ou «6leo». A graga estd na maneira de ler a palavra
«QOiler» que se pronuncia, tanto em inglés como em portugués, da mesma forma que «Euler».
(N.do T.}
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A primeira classe de excepg¢bes apresentadas por Lhuilier consistia em
poliedros com faces anelares, ou seja, em forma de anel. Por exemplo, na
figura 15.1, temos uma reentrancia no meio de uma face de um cubo, o
que produz uma face na forma de um ringue quadrado. Este poliedro
tem 13 vértices, 20 arestas e 10 faces (5 faces quadradas, quatro faces
triangulares, e uma tnica face anelar). Neste caso, a férmula de Euler
ndo se verifica, pois 13 — 20 + 10 = 3. Lhuilier ndo chamou a estas faces
anelares, ou em forma de anel. Ele dizia simplesmente que a face tem um
«poligono interno».

A segunda classe de excepgdes apresentadas por Lhuilier sdo poliedros
com um ou mais «tiineis» perfurados através do seu «corpo». Na figura
15.1, vemos um poliedro, em forma de um donut ou toro. Neste exemplo, o
poliedro tem 16 vértices, 32 arestas e 16 faces, e portanto 16 - 32 + 16 = 0.

A inspiracdo para a terceira classe de excepgdes proveio de uma colec-
¢do de minerais de um amigo de Lhuilier. Numa das amostras, Lhuilier
observou um cristal colorido suspenso dentro de um outro cristal trans-
parente (mais tarde, em 1832, Hessel também se inspirou num tal cristal,
neste caso, um cubo de sulfureto de chumbo, dentro de um cristal de clo-
reto de cdlcio). Lhuilier imaginou um poliedro com uma cavidade interior
que também tinha a forma de poliedro. E claro que esta excepgio s6 faz
sentido se os poliedros forem considerados sélidos e ndo ocos. Um cubo
com uma cavidade interior em forma de cubo estd ilustrado na figura
15.1. Este poliedro tem 16 vértices, 24 arestas e 12 facese 16 -24 + 12 =4.

Lhuilier (tal como Gergonne) acreditava que esta colec¢do abrangia
todas as possiveis excepcdes a férmula de Euler. Lhuilier escreveu:
«E fcil convencermo-nos de que o teorema de Euler é vdlido, em geral,
para todos os poliedros, sejam eles convexos ou ndo, excepto para os casos
que serdo de seguida especificados®.»

Seguidamente, em vez de ignorar estas excepgdes, Lhuilier concebeu
uma modificagdo da férmula de Euler, que leva em conta as caracteristicas
dos seus poliedros excepcionais. Afirmou entdo que um poliedro com T
tuneis, C cavidades e P poligonos internos, satisfaz a férmula

V-A+F=2-2T+P+2C.

Um célculo rdpido mostra que esta férmula é realmente vélida para os
trés poliedros da figura 15.1.

Acontece, porém, que as trés excepgdes de Lhuilier ndo incluem todas
as possiveis excepg¢des a férmula de Euler, e que a sua férmula perspi-
caz ndo se aplica a todos os poliedros «exdticos». Por exemplo, nenhum
dos quatro poliedros da figura 15.2 se encaixam nas trés categorias de
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Figura 15.5. Um pentdgono regular e um pentdgono regular com auto-intersecgdes,
O pentagrama

satisfazem, nesta interpretacao, a férmula dos poliedros. No entanto, nem
Kepler nem Poinsot entendiam os poliedros estrelados desta forma. Eles
viam estes poliedros exéticos como novos poliedros regulares.

A fim de compreender este seu ponto de vista, precisamos de con-
siderar novamente poligonos no plano. Anteriormente afirmdmos que
héd apenas um poligono regular de n lados para cada nimero natural
n > 2. Mostra-se, por exemplo, o pentdgono regular na figura 15.5. No
entanto, se alargdssemos os nossos critérios para permitir que os lados
do poligono se auto-intersectassem, encontrariamos outro pentdgono
regular — o pentagrama dos pitagéricos. Afinal de contas, o desenho
de um pentagrama requer apenas cinco segmentos de recta. Pensamos
assim no pentagrama como tendo cinco vértices e cinco lados, que unem
esses vértices. Acontece que cada aresta cruza outras duas, mas ignora-
mos essas intersecgdes e ndo as contamos como vértices. O pentagrama
é entdo formado pelos cinco lados de comprimento igual, sendo os
angulos entre eles também iguais. Faz, assim, sentido chamar regular a
este poligono.

Kepler e Poinsot viam os seus poliedros estrelados da mesma maneira.
Assim, em vez de formar o grande dodecaedro com tridngulos, podemos
construi-lo a partir de doze faces pentagonais que se auto-intersectam
(ver figura 15.6). Ou seja, tomamos todas as faces coplanares (no mesmo
plano) e juntamo-las para formar uma tnica face. Desta forma, o grande
dodecaedro é construido a partir de pentdgonos regulares congruentes
e o mesmo nimero de faces encontram-se em cada vértice. Se estamos
dispostos a deixar cair a exigéncia da convexidade, entdo, o grande dode-
caedro pode ser considerado um poliedro regular, tal como os sélidos
platonicos. Da mesma forma, os outros trés sélidos de Kepler-Poinsot
também consideram esta redefini¢ao de regularidade — o grande e o
pequeno dodecaedros estrelados tém pentagramas como faces, e o grande
icosaedro tem tridngulos equildteros como faces.
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seguida, mostrou que a férmula é valida para qualquer pirdmide e para
os solidos construidos, desta maneira, a partir de piramides.

No artigo de Lhuilier, Gergonne apresenta uma outra prova para polie-
dros convexos (esta mesma prova foi redescoberta 14 anos depois por Jakob
Steiner [1796-1863])". Gergonne projecta o poliedro para um plano e usa
um argumento que tem em conta os angulos dos poligonos projectados.

Uma das provas mais engenhosas da férmula dos poliedros é devida
a Georg Karl Christian von Staudt (1798-1867) em 1847. A sua demons-
tragdo tem a grande vantagem de se poder aplicar a uma ampla classe de
poliedros ndo convexos.

Staudt nasceu numa familia nobre em Rothenburg, na Alemanha. Com
vinte anos, matriculou-se na Universidade de Gottingen, para estudar
astronomia e matemadtica com Gauss. O seu trabalho de doutoramento em
astronomia impressionou de tal forma Gauss que este o ajudou a obter
uma posi¢do de professor na Universidade de Wiirzburg na altura em
que Staudt era professor do ensino secunddrio. Em 1835, Staudt tornou-
-se professor titular da Universidade de Erlangen, sendo ai o matematico
mais proeminente. Staudt ndo foi um matematico prolifico mas, em 1847,
escreveu um livro influente sobre geometria projectiva intitulado Geome-
trie der Lage, que mais tarde foi continuado em trés longos suplementos.
E por esta obra que ele é mais lembrado.

A convexidade é uma condi¢do suficiente para a férmula de Euler,
mas como Poinsot observou, ndo é uma condi¢do necessaria. No livro
Geometrie der Lage Staudt encontra, finalmente, um conjunto muito geral
de critérios que descrevem os poliedros eulerianos'. Staudt supde impli-
citamente que os seus poliedros sdo conjuntos ocos, ndo sdo soélidos.
Adicionalmente, ele faz as seguintes hipéteses sobre os seus poliedros:

1. E possivel mover-se a partir de qualquer vértice para qualquer
outro vértice, ao longo de um caminho constituido por arestas.

2. Qualquer caminho de arestas que comega e termina no mesmo vér-
tice sem visitar nenhum vértice duas vezes (recordemos que um tal
caminho chama-se circuito) divide o poliedro em duas partes.

Esta perspicaz escolha de critérios permite a Staudt abranger uma
classe contendo muitos poliedros que néo sdo convexos’. Por exemplo, na
figura 15.7, vemos dois poliedros muito longe de ser convexos. Verifica-

" E facil verificar que, de facto, também inclui todos os poliedros convexos. Mais precisa-
mente, uma vez que Staudt considera poliedros ocos, todos os objectos que constituem a super-
ficie exterior de qualquer poliedro sélido convexo verificam os critérios 1 e 2 de Staudt. (N. do T.)
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O segundo poliedro tem um ttnel através do seu centro. Este poliedro
néo verifica a condi¢do niimero 2, porque, como vemos na figura 15.9, é
possivel considerar um circuito de arestas que ndo desconecta o poliedro.
Em 1879, R. Hoppe comentou: «Consideremos que o nosso poliedro é feito
de um material facil de cortar, como argila, e passemos um fio através do
tinel e, portanto, através do barro. O poliedro ndo vai cair'®.» Recordemos
que Lhuilier ndo deu uma defini¢do adequada de «ttnel». Hoppe, usando
as ideias no artigo de Staudt, ajudou a corrigir esta situa¢do. Ele definiu
um tinel em termos do niimero de cortes necessdrios para desconectar a
superficie do poliedro. Voltaremos a essa ideia no capitulo 17.

Finalmente, podemos facilmente descartar a terceira excepgéo de Lhui-
lier. Esta excepgdo, um poliedro com uma cavidade que é, ela prépria,
da forma de poliedro, s6 faz sentido se considerarmos os poliedros como
sélidos, e Staudt assumiu que os seus poliedros eram ocos. Ainda que se
considerassem os poliedros como sélidos, a condicao de Staudt nimero 1
falharia, pois ndo existem arestas que unem vértices internos aos vértices
externos. Embora as excepgdes de Hessel satisfacam as duas condigdes
de Staudt, ele, tal como a maioria dos matematicos, ndo os considerou
como sendo poliedros.

Intuitivamente, os poliedros que satisfazem os critérios de Staudt sdo
aqueles que sdo «da forma de uma esfera» e tém faces com uma tnica
fronteira poligonal. Os poliedros ndo precisam de ser convexos, mas ndo
podem ter quaisquer tineis. Se fossem feitos de borracha e fossem enchi-
dos como baldes, iriam assemelhar-se a baldes esféricos.

Este didlogo frutifero sobre poliedros eulerianos e ndo eulerianos, na
primeira metade do século xix, constituiu o cendrio para o desenvolvi-
mento da drea que se tornou a topologia. Estas ideias continuaram a ser
exploradas por outros, e culminaram na maravilhosa generalizagdo da
férmula de Euler, devida a Poincaré, no final do século xix. Vamos discutir
este desenvolvimento nos capitulos 17, 22 e 23.
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Capitulo 16

Membranas de Borracha, Donuts Ocos
e Garrafas Loucas

Um matemdtico chamado Klein

Achava que a faixa de Mobius era divina.
Disse ele: «Se colares

Os bordos de duas,

Obténs uma estrantha garrafa como a minha.»
— Andnimo

Em meados do século xi1x, os matemdticos j& compreendiam muito
melhor as circunstancias em que a férmula de Euler se aplicava a polie-
dros. Foi nessa altura que comegaram a questionar-se como aplicd-la a
outros objectos. E se o objecto ndo fosse um poliedro feito de faces planas,
mas fosse, em vez disso, uma superficie arredondada, tal como uma esfera
ou um toro? Neste caso, como deveriamos subdividi-lo? Recordemos que,
em 1794, Legendre usou uma decomposigdo de uma esfera em poligonos
geodésicos, na sua demonstragdo da férmula de Euler, e Cayley mostrou
que, para aplicar a férmula de Euler a grafos, as arestas ndo precisam de
ser segmentos de recta.

Estes didlogos ilustram a mudanga, que jd estava em marcha, de
uma forma de pensar geométrica para uma forma de pensar topolégica.
A imprensa popular usa muitas vezes o termo «geometria das membra-
nas de borracha» para descrever a drea da topologia junto de um ptblico
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menos familiarizado com o termo. Embora o matematico purista possa
afirmar que isto é uma simplificagdo exagerada, esta frase é uma forma
razodvel de descrever a diferenca entre a topologia e a geometria. Na
geometria, é fundamental que 0s objectos de estudo sejam rigidos. Medir
dngulos e comprimentos, demonstrar congruéncias entre certas figuras,
e calcular 4reas e volumes, sdo tudo tarefas para as quais sdo necessarias
estruturas geométricas precisas e inamoviveis.

Como ja vimos anteriormente, nalguns casos, as caracteristicas rigi-
das, inflexiveis dos objectos geométricos ndo sdo necessdrias, chegando
mesmo, muitas vezes, a obscurecer a matemadtica subjacente. Na inves-
tigacdo de Euler sobre as pontes de Konigsberg, ele observou que era a
disposigdo relativa das caracteristicas da cidade que era importante, e ndo
as suas localiza¢des exactas. Esta observagdo levou a criacio da teoria dos
grafos, uma das primeiras manifesta¢des da topologia. Mais tarde, vimos
indicios de que a soma alternada V — A + F depende apenas da forma
geral — a topologia — de um objecto, e ndo do niimero total de faces ou
das suas formas. Observdamos que, para qualquer poliedro em forma de
esfera, V- A + F = 2, para um poliedro com g «ttneis», V-A + F =2 -2g,
e que para qualquer grafo planar conexo, V-A+F =1

Assim, nao é dificil de imaginar que a férmula de Euler pode ser
aplicada a outros objectos para além dos poliedros. Comecemos com um
poliedro de borracha que satisfaz V — A + F = 2. Podemos alterar esta
forma para que V - A + F = 2? Ndo de forma fdcil. Se o enchéssemos como
se fosse um baldo, de modo que todas as faces e arestas se tornassem cur-
vas, mesmo assim esta soma alternada ndo mudaria. Se o apertdssemos,
torcéssemos ou puxdssemos, esta relacdo entre o nimero de vértices, ares-
tas e faces manter-se-ia inalterada. Somente usando uma faca para cortar
uma fenda na superficie da borracha poderfamos mudar o valor da soma
alternada (isto iria criar pelo menos uma aresta adicional). No préximo
capitulo, veremos com mais pormenor o que significa duas formas serem
topologicamente «a mesma», € vamos investigar como a férmula de Euler
se aplica a varias formas topoldgicas.

O termo matemético «topologia» remonta a 1847 (e tinha um significado
em botanica antes desta data). A palavra apareceu pela primeira vez, em
alemdo, no titulo do livro de Listing Vorstudien zur Topologie', embora ele
jd estivesse a usar o termo na sua correspondéncia nos dez anos anteriores.
A primeira aparigao em inglés foi no louvor de Peter Guthrie Tait (1831-1901)
a Listing, em 1883. Ele escreveu: «O termo topologia foi introduzido por Lis-
ting para destacar o que pode ser chamado de geometria qualitativa da geo-
metria usual, em que sdo tratadas principalmente as relagdes quantitativas®»
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Figura 16.1. Formigas na superficie de uma esfera e de um toro

O termo «topologia» ndo foi adoptado imediatamente. Matematicos
influentes como Henri Poincaré e Oswald Veblen continuaram a usar a
expressdo utilizada pelos franceses, analisys situs. O grande topélogo do
inicio do século xx Solomon Lefschetz (1884-1972) ndo apreciava este termo.
Ele referiu-se a analisys situs como «um termo bonito, mas estranho»’.

O caminho de Lefschetz para a grandiosidade foi curioso. Ele nasceu
numa familia de turcos, na Russia, em 1884, foi criado e educado em
Franca, emigrou para a América, e aceitou um emprego como enge-
nheiro em Filadélfia. Com vinte e seis anos, ndo muito tempo depois de
ter perdido as mdos e os antebragos num acidente de trabalho, decidiu
seguir uma carreira em matemadtica. Completou o seu doutoramento na
Universidade de Clark, num tnico ano, e leccionou por breve perfodo
no Nebraska, antes de obter uma posi¢cdo na Universidade de Kansas
em Lawrence. Mais tarde, aos quarenta anos, apés mais de uma década
de trabalho importante, foi contratado pela Universidade de Princeton.
Recebeu inimeras homenagens na sua longa e distinta carreira, incluindo
a National Medal of Science.

De acordo com Albert Tucker (1905-1995), um dos alunos de Lefschetz,
foi Lefschetz quem popularizou o uso do termo «topologia». Ele deu o
titulo Topology ao seu influente livro de 1930, publicado pela American
Mathematical Society. De acordo com Tucker:

Lefschetz queria um titulo distinto e, também, como ele dizia, um
titulo irreverente, pelo que decidiu importar a palavra Topologie do
alemdo. Isso podia ser estranho para Lefschetz, uma vez que ele tinha
educagdo francesa e analysis situs era o termo usado por Poincaré; mas
uma vez tomada a decisdo, conduziu uma campanha para que todos
passassem a usd-lo. A sua campanha rapidamente teve sucesso, sobre-
tudo, penso eu, por causa das palavras derivadas: topélogo, topologizar,
topolégico. Isso ndo funciona bem com analysis situs?!
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Comegamos a nossa abordagem da topologia olhando para as super-
ficies. Exemplos de superficies sdo um plano bidimensional, uma esfera,
um foro, um disco e um cilindro. Uma superficie é qualquer objecto que
parece ser localmente como um plano. Se uma formiga se passeasse
numa superficie grande, poderia pensar estar num plano bidimen-
sional. Isto ndo é contrdrio a nossa experiéncia — a Terra é um globo
esférico, mas é tdo grande que, para os seus habitantes, é indistinguivel
da superficie de um plano. Uma formiga inteligente pode ser capaz de
descobrir que a sua superficie nao é plana se se aventurar e explorar a
superficie (tal como Cristévao Colombo tentou fazer, quando navegou
para oeste em direcgdo «as Indias»), mas ficando parada, ela ndo poderia
fazer essa descoberta.

E importante estar ciente da diferenga entre as dimensdes intrinseca e
extrinseca. Como a formiga sobre uma superficie lhe podera dizer, esta
é localmente bidimensional — a dimensao intrinseca de uma superficie
é dois. No entanto, para que possamos construir uma cdpia fisica desta
superficie, a superficie deve estar inserida noutro espago, e a dimensao
deste espago envolvente é a dimensao extrinseca. A esfera e o toro tém
uma dimenséo intrinseca de dois, mas «vivem» no espago tridimensional,
por isso a sua dimensao extrinseca é trés. Em breve, vamos encontrar
superficies estranhas que ndo podem ser construidas no espago tridi-
mensional. A sua dimenséo extrinseca é quatro’. De um ponto de vista
topolégico, a dimenséao intrinseca de uma superficie é o mais importante,
é por isso que dizemos que as superficies sdo bidimensionais.

As superficies sdo caracterizadas por serem localmente simples e glo-
balmente complexas. Por outras palavras, vistas de perto, todas as super-
ficies sao idénticas. Todas sdo semelhantes ao plano euclidiano. Contudo,
globalmente, podem ser muito distintas. Podem curvar-se para trds sobre
si préprias, podem ter buracos, podem estar torcidas ou emaranhadas,
entre outras propriedades globais.

Uma esfera e um toro sdo exemplos do que se chama superficies fechadas.
Nao tém furos, ndo se estendem até ao infinito como o plano euclidiano,
e ndo tém quaisquer cantos ou bicos. Por vezes, queremos considerar
superficies limitadas mas com bordo, como um disco e um cilindro. Uma
superficie com bordo é ainda localmente de duas dimensdes, mas tem
uma ou mais curvas unidimensionais que formam o bordo. Alguns dos

" E fécil perceber que, se um objecto pode ser colocado num espago de dimensdo n, entdo
também se pode colocar num espago de dimenséo 1+1, n+2, etc. Desta forma, a nogao de «dimen-
sdo extrinseca», salvo quando indicado outro espago ambiente de forma explicita, referir-se-d a
menor dimensio do espago envolvente para um dado objecto. (N. do T.)
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Em 1882, Felix Klein (1849-1925) concebeu uma forma engenhosa de
construir superficies’. Comega-se com um poligono (imagine-se que é feito
de um material de borracha extremamente maledvel). Cria-se entdo uma
superficie através da colagem dos varios lados deste poligono, aos pares.
Por exemplo, se comegarmos com um quadrado e o enrolamos sobre si
mesmo e, de seguida, colamos os dois lados opostos, obtemos um cilindro
(ver a figura 16.2). Observe que se, em vez de enrolarmos o quadrado,
quiséssemos manter toda a figura no mesmo plano e, esticando-a por dois
lados, distorcéssemos e rodassemos esses lados até que esses dois lados
opostos se encontrem (precisamos que o quadrado seja feito de uma bor-
racha muito macial), a colagem destes lados iria formar um disco sem um
circulo interior, que se designa por anel. Para um topélogo, um cilindro e
um anel sdo indistinguiveis.

Para deixar claro que os lados serdo colados e qual a orientagio em
que a colagem é feita, é comum decorar o bordo do quadrado com setas.
Ha duas maneiras diferentes de colar um par de lados, com ou sem uma
torgdo. Assim, as setas sdo usadas para mostrar a direcgio adequada.
Quando precisamos de colar mais do que um par de lados usamos um
numero distinto de setas, ou setas de formas diferentes, para indicar quais
o0s pares que se correspondem. Na figura 16.3, colam-se ambos os pares de
lados opostos de um quadrado. Ilustramos esta operagao colocando uma
seta num dos pares de lados e setas duplas no outro par. Em primeiro
lugar, colamos um par de lados para obter um cilindro. De seguida, uma
vez que os dois bordos circulares que ainda ndo coldmos tém orientagdes
compativeis, unimos estes dois circulos para obter um toro.

Alguns videojogos jd antigos, estilo arcddia, como o Asteroids, usam
esta representagdo de um foro. Quando a nave espacial voa para fora de
um dos limites do écran rectangular, reaparece de repente no lado oposto
(ver figura 16.4). Se voa saindo pelo lado de cima, reaparece subindo a
partir do lado de baixo. Outros jogos tém outras configuragées topolégi-
cas. Por exemplo, o Pac-Man é jogado num cilindro.

N&o temos de nos limitar aos quadrados para construir superficies.
Na figura 16.5, vemos um octégono com quatro diferentes pares de
lados identificados (sdo indicados por setas simples e duplas, e por um
e dois triangulos). Para entender a forma da superficie resultante, é til
fazer um corte adicional numa diagonal deste octégono (colocamos trés
flechas dos dois lados deste corte diagonal, de modo a indicarmos que
devemos cold-lo novamente mais tarde). Deformamos estes dois pent-
gonos em dois quadrados, cada qual com uma reentrancia curva. Estes
quadrados sdo semelhantes ao quadrado da figura 16.3; assim, depois
de colar os respectivos lados dois a dois, construimos dois toros, cada
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Figura 16.11. Uma curva no plano tem dois lados, mas uma curva
no espago tridimensional ndo tem lados

eixos troquem de posicdo, entdo a superficie ndo é orientavel. (Uma van-
tagem da abordagem de Dyck é que esta facilmente se generaliza para
objectos topoldgicos de maior dimensao.)

E interessante notar que 0s matematicos ndo usaram a ideia da exis-
téncia de um s6 lado para definir orientabilidade. Embora este conceito
possa parecer equivalente a ideia de ndo ser possivel atribuir uma orien-
tagdo, Klein e Dyck argumentaram que o conceito de «lado» perde todo
o significado em espagos de dimensdes superiores, apesar de «orienta-
bilidade» ser uma nogdo bem definida. Um «lado» de uma dada superficie
s6 faz sentido se a superficie estiver no espaco tridimensional. A alusao ao
«lado interior» ou ao «lado exterior» ndo faz qualquer sentido para uma
superficie — por exemplo, uma esfera — num espago de 4 dimensdes.

Esta, bem como outras afirmagdes que faremos sobre espagos de
dimens&o elevada sio dificeis de compreender. Exigem alguma gindstica
mental que os seres humanos ndo estdo adestrados para executar. Como
o matemético Thomas Banchoff escreveu: «Somos todos escravos dos
preconceitos da nossa prépria dimens&o.»

Para ilustrar a afirmagdo desconcertante de que as superficies, num
espago de 4 dimensdes, ndo admitem a nogao de «lado», vamos descer
uma dimensdo, e passar das superficies as curvas. Como podemos ver
na imagem da esquerda da figura 16.11, para um determinado ponto de
uma curva no plano bidimensional, os vectores normais podem apontar
em apenas dois sentidos possiveis (num ponto de uma curva, um vector
diz-se normal se é perpendicular a direcgdo tangente, nesse ponto, a
curva). Assim, podemos dizer que uma curva no plano tem lados, e, dado
que é impossivel mover um vector normal ao longo da curva de modo a
que, regressando ao ponto inicial, ele aponte na direc¢do oposta, a curva
tem dois lados. Se a curva for uma curva fechada simples — um circuito
fechado que ndo se auto-intersecta, entao chamam-se a esses lados o «lado
interior» e «lado exterior» (na verdade, a afirmagdo aparentemente 6bvia
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Figura 16.14. Com um pequeno desvio na terceira dimensao,
podemos permitir que duas linhas passem sem se cruzar

de 4 dimensbdes, existem infinitas direc¢gdes normais a um dado ponto,
por isso, como no caso de uma curva no espago 3-dimensional, a nogdo
de «lados» ndo faz sentido.

A banda de Mobius ndo € a tnica superficie ndo orientdvel. Em 1882,
Klein descobriu outra, desta vez sem bordo, que se designa por garrafa de
Klein.”® Na figura 16.13 representamo-la através de um quadrado com lados
a serem identificados. Devemos colar lados opostos; o par de lados em cima
e em baixo € colado sem tor¢ao, e o par esquerda-direita é colado apds torcer
meia volta. Para construir a garrafa de Klein, colamos primeiro os dois lados
orientados da mesma forma para obter um cilindro. Se dobrdssemos este
cilindro na forma de um donut, veriamos que as extremidades tém orienta-
¢bes opostas, pelo que ndo podem ser coladas directamente. Em vez disso,
uma das extremidades do cilindro deve passar «através de si préprio» de
modo a unir as duas circunferéncias do bordo com as orientagdes alinhadas.

O que quer dizer «passar através de si préprio»? Ndo é no sentido lite-
ral. A garrafa de Klein é o nosso primeiro exemplo de uma superficie que
ndo pode ser construida no espaco tridimensional. Quando dizemos que
a garrafa se atravessa a si prépria, ele realmente ndo se intersecta a si pré-
prio em quatro dimensdes. Para ilustrar esta ideia pouco intuitiva, de novo
baixamos uma dimens&o. Suponhamos que, no plano, queriamos desenhar
duas linhas n&o paralelas que n&o se intersectam. Como sabemos, isso é
impossivel, mas se fomos capazes de sair do papel bidimensional e usar a
terceira dimensao, entdo, um pouco antes de chegar ao ponto de intersec-
cdo, poderfamos fazer uma das rectas saltar por cima da outra (ver figura
16.14). Assim, as duas linhas sdo praticamente planas, mas é necessario um
pouco de altura, na terceira dimensdo, para evitar o cruzamento. Usando
a mesma técnica, construimos a garrafa de Klein. Quando estamos a ponto
de passar uma das extremidades do tubo através de si mesmo, este da um
pequeno salto na quarta dimensdo, evitando a auto-intersecgdo.

Voltemos ao quadrado para criar uma ultima superficie. Esta é a mais
dificil de visualizar. E construida colando os pares de lados opostos, mas
ambos 0s pares ap6s uma torgdo de meia volta (figura 16.15). Comegamos
com o quadrado de borracha e deformamo-lo até tomar a forma de uma
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Capitulo 17

Sao Iguais, ou sdao Diferentes?

Tem sido muito repetida a ideia de que a geometria é a arte de raciocinar
bem acerca de figuras mal desenhadas; no entanto, estas figuras, para ndo
sermos enganados, devem satisfazer determinadas condigbes, as proporcdes
podem ser fortemente distorcidas, mas as posicbes relativas das diversas
partes ndo podem ser alteradas.

— Henri Poincaré, Introdugdo de Analysis Situs’

Uma das questbes recorrentes mais importantes da matematica é a
seguinte: Sera que dois objectos matemdticos, X e Y, sdo o mesmo? Em
diferentes contextos, «ser o mesmo» pode significar coisas distintas.
Muitas vezes, quando dizemos o mesmo, queremos dizer igual, tal como
quando dizemos que a expressdo 5 - 4 + 6 — 2° é igual ao nimero 18, ou
o polinémio x* + 3x + 2 é igual a (x + 2)(x + 1). Noutras circunsténcias,
o mesmo pode ndo ser exactamente igual. Para um marinheiro que
navega usando a btissola, dois angulos s&o iguais se diferem por 360°, ou
um muiltiplo (por exemplo, 30° é o mesmo que 390°). Um geémetra poderd
afirmar que dois tridngulos sdo iguais quando sdo congruentes, ou mesmo
quando sdo apenas semelhantes.

Em topologia, o conjunto de critérios para que dois objectos sejam o
mesmo é mais flexivel do que na geometria. E aqui que a analogia com
as membranas de borracha entra em jogo. Intuitivamente, se uma forma
pode ser continuamente deformada noutra, entdo, essas formas sdo as
mesmas. Dobrar, torcer, esticar e amachucar essa forma nao modifica a
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correspondéncia uma «relagdo elementar»?. Hoje esta correspondéncia é
chamada de homeomorfismo. Assim, no jargdo dos topdlogos, duas formas
sdo as mesmas sempre que forem homeomorfas.

Consideremos os trés cintos de pano do truque de magia das ban-
das afegds, do capitulo 16. Um ndo tem meias-voltas, outro tem uma
meia-volta, e o terceiro tem duas meias-voltas. Claramente, todos tém
topologias extrinsecas diferentes. No entanto, de acordo com a regra dos
topdlogos, a terceira forma é homeomorfa a primeira faixa cilindrica sem
tor¢do, uma vez que se cortarmos a faixa e dermos duas meias-voltas,
antes de colar, as bordas do corte alinham-se correctamente (figura 17.5).
Vamos chamar a forma deste terceiro cinto um cilindro torcido. Nao fize-
mos 0 mesmo para a banda de Mobius. Cortando a faixa e dando apenas
uma meia-volta, os bordos desse corte jd ndo se alinham correctamente.
Assim, apesar da semelhanga superficial entre uma faixa de Mdbius e um
cilindro torcido, estes ndo sio homeomorfos.

Embora a nossa intui¢do nos diga que a banda de Mébius e o cilindro
(torcido ou ndo) nio sdao homeomorfos, ainda nao explicimos porqué.
Embora parega improvéavel, poderia haver um esquema de corte elaborado
que transformasse um no outro. Como aprendemos com o truque do toro
duplo no estendal, nem sempre podemos confiar na nossa intuigdo, mas
neste caso a intuigao estd correcta, e estes objectos nao sao homeomorfos.

Um invariante topolégico (de uma superficie) é uma propriedade ou
entidade matemdtica relacionada com uma superficie que s6 depende
da sua topologia. Um invariante topolégico pode tomar a forma de um
namero, tal como o niimero de componentes do bordo da superficie. Se
duas superficies sdo homeomorfas, entdo devem ter o mesmo nimero
de componentes do bordo. Na pratica, é mais 1til aplicar o reciproco: se
duas superficies tém um nimero diferente de componentes na fronteira,
entdo ndo podem ser topologicamente iguais. Como um cilindro tem duas
componentes de fronteira, mas uma banda de Mébius tem apenas uma,
estes ndo sao homeomorfos.

A dimensao intrinseca é outro invariante topoldgico: esta dimensdo
permite-nos distinguir uma esfera (duas dimensdes) de uma circunfe-
réncia (uma dimensdo). Vamos abordar a nogdo de dimensdo com mais
detalhe no capitulo 22.

A orientabilidade é outro invariante topolégico, ou mais especificamente,
uma propriedade topologica. Se duas superficies sdo topologicamente iguais,
entdo sdo ambas orientdveis, ou ambas nao orientaveis. Dito de outra forma,
se uma superficie é orientdvel e outra nao o é, entdo elas ndo podem ser
homeomorfas. Néo € dificil de verificar que tanto o cilindro como o cilindro
torcido sdo ambos orientdveis, mas uma banda de Mébius néo é.
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De acordo com as nossas regras de colagem, uma tira de papel com os
extremos colados apés um nimero par de meias-voltas é topologicamente
idéntico a um cilindro, e se for colada apés um niimero impar de meias-
-voltas, é um objecto homeomorfo a uma banda de Mdbius. As tiras com
um nimero par de meias-voltas sao orientdveis e tém duas componentes
de bordo, enquanto aquelas com um ntimero impar de meias-voltas sdo
nao orientdveis e tém apenas um bordo; assim, os dois casos ndo sdo
homeomorfos. Observe-se, a propésito, que para todas as faixas torcidas,
a forma obtida por reflexo num espelho é diferente. Quando torcemos e
colamos, existem duas op¢des para torcer, dar meias-voltas para o lado
direito ou para o lado esquerdo.

A orientabilidade, a dimensao e o niimero de componentes de bordo
sao trés invariantes topolégicos importantes. Outro invariante, possivel-
mente o0 mais importante, é a quantidade V — A + F. Dada uma superficie
S decomposta usando V vértices, A arestas e F faces (naturalmente, ainda
precisamos de evitar faces em forma de anel), definimos o niimero de Euler
de S como V — A + L (o namero de Euler é muitas vezes chamado a carac-
teristica de Euler). E costume usar a letra grega chi para denotar o nimero
de Euler, pelo que se escreve (S} =V-A+F.

O nuimero de Euler é um invariante topolégico para as superficies.

Ao dizer que o nimero de Euler é um invariante topolégico, queremos
dizer que cada superficie tem a sua prépria férmula de Euler. Por exem-
plo, a esfera na figura 17.6 tem 62 vértices, 132 arestas e 72 faces, pelo que
o seu nimero de Euler é

x(esfera) = 62 ~ 132 + 72 = 2.

Como sabemos, este valor é obtido com qualquer decomposigdo de
uma esfera ou qualquer objecto homeomorfo a uma esfera.

O toro da figura 17.6 tem 8 vértices, 16 arestas e 8 faces, por isso o seu
nimero de Euler é

x(toro)=8-16+8 =0.

Da mesma forma, a garrafa de Klein da figura 17.6 tem 8 vértices, 16
arestas e 8 rostos, de modo que

x(garrafa de Klein) =8 - 16 + 8 = 0.
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teremos entdo, x(S) = x(5"). Assim, concluimos o esbogo da prova
do nosso teorema — o nimero de Euler é um invariante topolégico.

Um dos maiores desafios no estudo da f6rmula de Euler para poliedros
foi compreender o efeito dos «ttneis» na expressdo V — A + F. Tanto Lhui-
lier como Hessel afirmaram que, se um poliedro tem g tneis, entdo V — A
+ F =2 - 2¢. Usando a nossa terminologia moderna, eles afirmaram que o
numero de Euler da superficie desse poliedro é 2 — 2g. O problema era que
ndo tinham definido a nogdo de «tinel». Em vez de tuneis, agora usamos
algas (no sentido do capitulo 16) para descrever esta caracterfstica topolé-
gica. E interessante observar que eles se focaram nos buracos dos sélidos,
ao passo que agora nos focamos nas algas que circundam esses buracos.

Examinemos o efeito, sobre o niimero de Euler, de adicionar uma alga
a uma esfera. Primeiro, sao eliminados dois discos da esfera, e depois
sdo coladas as algas aos respectivos bordos. Podemos considerar que
estes dois discos sao faces triangulares (ver figura 17.7). Se a parti¢do da
superficie ndo tiver faces triangulares, subdividimos uma das faces em
tridangulos. Sabemos que o niimero de Euler da esfera é 2, e a al¢a é da
forma de um cilindro, que tem namero de Euler 0 (a parti¢do mais simples
tem V =2, A=3eF =1). Entdo, antes dos recortes e da colagem, temos

V ~ A+ F = x(esfera) + y(al¢a) =2+ 0=2.

Quando cortarmos os dois tridngulos perdemos duas faces. Quando
colamos a alga a esfera, seis pares de arestas sdo unidas. Assim, as doze
arestas tornam-se seis arestas. Da mesma forma, os doze vértices tornam-
-se seis vértices. Logo, apds cortes e colagem, tanto V como A diminuem
seis unidades, e F diminui duas, pelo que V — A + F também diminui
duas. Portanto,

V — A+ T = x(esfera) + y(alga) —2=2-2=0.

Naturalmente, sabemos que uma esfera com uma destas al¢as é um
toro, pelo que o resultado nao é surpreendente.

Pelo mesmo raciocinio, de cada vez que adicionamos uma alga a

superficie o nimero de Euler diminui de 2 unidades. Assim, obtemos
uma prova da observacido de Lhuilier:

x(esfera com g algas) = 2 - 2g.
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a sua classificagdo dos poliedros. No entanto, ocasionalmente, é possivel
classificar os objectos matemadticos. Afinal, Teeteto classificou todos os
poliedros regulares e Arquimedes classificou todos os poliedros semi-
-regulares.

Surpreendentemente, é possivel classificar as superficies (compactas,
com e sem bordo). Todas as superficies compactas sem bordo (abrevia-
damente «superficies fechadas») sdo homeomorfas a uma esfera com
alcas ou a uma esfera com chapéus cruzados. Isto é, todas as superficies
orientdveis sdo topologicamente iguais a um toro com vdrios tuneis, e
todas as superficies ndo orientdveis sdo esferas com uma ou mais bandas
de Mobius coladas. Na verdade, o teorema é ainda mais forte do que
isto. Se nos for dada uma superficie fechada arbitrédria e soubermos o seu
nimero de Euler e se é orientdvel ou néo, entdo podemos identificar com
precisdo essa superficie.

TeoOREMA DE CLASSIFICACAO DE SUPERFICIES FECHADAS
Uma superficie fechada é determinada exclusivamente pelo seu niimero
de Euler e pela sua orientabilidade. Uma superficie orientavel é homeo-
morfa a uma esfera com g algas, para algum g = 0. Uma superficie ndo
orientavel é homeomorfa a uma esfera com ¢ chapéus cruzados, para
algum ¢ > 0.

Por exemplo, seja S uma superficie fechada orientdvel com niimero de
Euler igual a -6. Como S é orientdvel, sabemos que é homeomorfa a uma
superficie de género g (uma esfera com g algas), de onde -6 = x(S) =2 -2g.
Ou seja, S é homeomorfa a um foro com 4 tineis. Da mesma forma, se
T é uma superficie fechada ndo orientdvel com nimero de Euler igual
a —4, entdo é homeomorfa a uma esfera com ¢ chapéus cruzados, pelo
que -4 = x(T) =2 — c. Por outras palavras, T é homeomorfa a uma esfera
a qual foram colados seis chapéus cruzados.

E vélido um teorema de classificagio semelhante para as superfi-
cies com bordo. Qualquer superficie com bordo é uma destas super-
ficies padrdo, com um ou mais discos removidos. O nimero de Euler,
a orientabilidade, e o niimero de componentes de fronteira determinam a
superficie de forma tinica. Por exemplo, a tinica superficie orientdvel com
nimero de Euler igual a 0 e duas componentes de fronteira é um cilindro,
e a tnica superficie ndo orientdvel com nidmero de Euler 0 e uma tnica
componente de bordo é uma banda de Mobius, e assim por diante (veja
a tabela 17.1).
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Tabela 17.1: Nimero de Euler, orientabilidade e ntimero de componentes de bordo
para vdrias superficies

Superficie S x(S)  Orientdvel Bordo (n.°de
componentes)
Esfera 2 Sim 0
Toro 0 Sim 0
Duplo toro -2 Sim 0
Toro com g tiineis 2-2¢ Sim 0
Disco 1 Sim 1
Cilindro/anel 0 Sim 2
Garrafa de Klein 0 Néo 0
Plano projectivo 1 Nao 0
Esfera com ¢ chapéus cruzados 2-c Nao 0
Faixa de Moébius 0 Nao 1

Num certo sentido, foi Bernhard Riemann (1826-1866) que, na década
de 1850, iniciou o processo de classificagdo. Riemann foi um dos matemd-
ticos mais proeminentes do século xix. Ele completou o seu doutoramento
em Gottingen sob a orientagdo de Gauss, jd no final da carreira deste.
Naquela época, Gottingen ndo era um centro de investigacdo em mate-
madtica na Alemanha (Gauss ensinava apenas cursos introdutdrios), pelo
que Riemann elaborou grande parte do seu trabalho de pés-graduacgio
na Universidade de Berlim.

A sua genialidade rapidamente foi reconhecida. Gauss, que ndo elo-
giava os outros de animo leve, ficou impressionado com a primeira pales-
tra publica de Riemann, proferida em 1854. Freudenthal descreveu esta
palestra da seguinte forma:

Um evento de destaque na histéria da matemdtica: o jovem e timido
Riemann leccionando ao envelhecido e lenddrio Gauss, que néo vive-
ria para além da Primavera seguinte, acerca das consequéncias de
ideias que o velho certamente reconheceu como suas préprias, e que
tinha durante muito tempo secretamente cultivado. W. Weber contou
qudo perplexo estava Gauss, e como, com emogdo inusitada, elogiou
a profundidade do trabalho de Riemann, no seu caminho de regresso
a casa’.

Grande parte do trabalho de Riemann foi na drea de andlise com-
plexa — o estudo dos nimeros e das fungdes complexas. Um nimero

complexo tem a forma a + bi, onde a e b sdo niimeros reais e i = V-1.
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Foi em busca da compreensdo completa das fungdes complexas que a
maioria da sua obra se formou — teoria das fungdes, geometria, equa-
gOes diferenciais parciais e topologia. Alguns dos seus trabalhos foram
postumamente publicados, entre os quais o seu tratamento da teoria
da integracdo, que forma hoje em dia um alicerce em qualquer curso
introdutério de célculo. E uma infelicidade que a vida deste pensador
tdo original tenha sido interrompida pela tuberculose, na precoce idade
de quarenta anos.

O interesse de Riemann pelas superficies ndo proveio da teoria dos
poliedros mas sim da anélise complexa. Como os niimeros complexos tém
dois graus de liberdade (a e b), o conjunto dos nimeros complexos forma
um plano de duas dimensfes — exactamente como o plano euclidiano
(cartesiano), mas com a propriedade suplementar de um dos eixos ser real
e 0 outro eixo ser imagindrio.

Riemann estava a estudar fun¢des complexas multi-valoradas, isto §,
que podem tomar varios valores. Por exemplo, consideremos a fungao f{z)
=Vz. Qual é o valor de f{(16)? E um ntimero w com a propriedade de que w*
=16 . Nao é dificil ver que hd quatro nimeros complexos que verificam a
equagdo: 2, -2, 2i e —2i. Assim, um tnico ntimero (16) d4 origem a véarios
valores de f. Uma maneira de pensar neste facto é visualizando o gréfico
da fungédo f como tendo vérias camadas, ou folhas. Riemann conseguiu
habilmente interpretar estes gréficos em camadas como superficies, que
agora se chamam superficies de Riemann. Uma superficie de Riemann
pode ter uma topologia bastante interessante, mas é sempre orientavel.

Foi desta forma que Riemann comegou as suas investiga¢des em topo-
logia. Introduziu o conceito de género de uma superficie (e o conceito
relacionado de conectividade, que discutiremos no capitulo 22). Agrupou
as superficies orientdveis de acordo com seu género, e reconheceu intui-
tivamente que duas superficies topologicamente equivalentes devem ter
o mesmo género®. Apesar deste agrupamento de superficies semelhantes,
ele ndo reconheceu a afirmacéo recfproca: duas superficies com o mesmo
género sdo topologicamente iguais.

Mbbius foi a primeira pessoa a enunciar e demonstrar o teorema de
classificagdo das superficies orientdveis. Mobius tinha uma ferramenta
que Riemann néao tinha. Em 1863, ele desenvolveu a ideia das suas «rela-
¢Oes elementares» (essencialmente o que agora chamamos homeomorfis-
mos). Assim, conseguiu afirmar com alguma precisdo o que significava
que duas superficies fossem a mesma. Mobius mostrou que todas as
superficies orientdveis sdo topologicamente equivalentes a uma das for-
mas normais mostradas na figura 17.8 — uma esfera, um foro, um duplo
toro, e assim por diante’.
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Capitulo 18

Um Problema Enredado

O Tempo, deves ser tu a desenredar isto, ndo eu. E um né muito dificil
p’ra que eu o desate.
— William Shakespeare, Décima Segunda Noite!

Uma das primeiras investigagdes topoldgicas foi o estudo dos nés.
Todos estamos familiarizados com os nds. Eles mantém os barcos bem
amarrados a costa, 0s sapatos aconchegados nos nossos pés, e os cabos
e fios irremediavelmente entrelagados atrds dos nossos computadores.
Estes exemplos ndo sdo, estritamente falando, nés matemadticos. Um né
matemadtico ndo tem as extremidades livres, é topologicamente equiva-
lente a uma circunferéncia, que vive no espaco euclidiano tridimensional.
(Para transformar um cabo de extensdo eléctrica num né matematico,
basta conectar as fichas macho-fémea nos extremos.)

Na figura 18.1 vemos as projeccdes de seis nés matemdticos: o né tri-
vial, 0 né de trevo, o né figura oito, 0 né cinco-folhas, o n6é homem-biscoito
(a falta de um nome atribuido) e o 16 quadrado (ou né oito duplo).

No capitulo anterior, enfatizdmos o facto de os topélogos estarem nor-
malmente interessados nas propriedades intrinsecas dos objectos topol6-
gicos, e ndo nas propriedades extrinsecas. A teoria dos nds é uma notével
excepgdo. O que € interessante sobre um né € precisamente a forma como
ele esta colocado no seu espago envolvente — a sua configuragdo extrin-
seca. Intrinsecamente, todos os nés sdo idénticos — sdo todos homeo-
morfos a uma circunferéncia. Assim, no estudo dos nés, «o0 mesmo» nao
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¢do, o estudo matemadtico dos nés é consideravelmente mais jovem; a
primeira investigagdo matemadtica remonta ao século xv.

O significado topoldgico dos nés foi reconhecido por Alexandre-Théo-
phile Vandermonde (1735-1796) em 1771, apenas 35 anos depois do artigo
de Euler sobre as pontes de Kénigsberg. O curto artigo de Vandermonde
«Remarques sur les problemes de situation» («Observagdes sobre os pro-
blemas de posi¢do») comeca da seguinte forma:

Sejam quais forem as voltas e reviravoltas de um sistema de linhas
no espago, pode obter-se sempre uma expressdo para o cdlculo das
suas medidas, mas esta expressdo serd de pouco uso na pratica. O arte-
sdo que cria uma tranga, uma rede, ou alguns nods estard interessado,
ndo com questdes de medigdo, mas com questdes de posi¢do; o que ele
observa é a maneira como os fios estdo entrelagados?.

Apesar do comego promissor, este artigo ndo se foca nos nés, mas
numa abordagem topolégica aos chamados «saltos do cavalo» no xadrez.
Apesar disso, ele faz uma breve descrigdo de como certos padrdes de
téxteis poderiam ser descritos de forma simbdlica.

A partir dos seus desenhos e anotagdes, sabemos que Gauss pensou
sobre os nés logo em 1794, mas, infelizmente, nunca publicou nada sobre
o assunto. Numa preciosidade manuscrita em 1833, forneceu um integral
duplo que pode ser usado para calcular o nimero de ligagdo entre duas
curvas fechadas, uma quantidade topoldgica que mede quantas vezes
uma das curvas se enreda a volta da outra’.

Talvez ndo seja de estranhar, por isso, que tenha sido Listing, um dos
alunos de Gauss, quem iniciou verdadeiramente o estudo matemadtico
da teoria dos nds. As suas contribui¢des podem ser encontradas na sua
monografia de 1847 Topologie!, o muito citado tesouro de curiosidades
topoldgicas. Embora Listing ndo tenha proposto a classificagdo de todos
0s nos, ele estava claramente interessado em encontrar técnicas para dis-
tinguir dois dados nés. Por exemplo, ele afirmou que o né de trevo e a
sua imagem num espelho ndo sdo o mesmo né. Tal como o tratamento
de Listing da banda de M&bius foi ignorado, assim o foi o seu estudo dos
nos. Em dltima andlise, o desenvolvimento da teoria dos nés deveu-se
ndo a Listing, mas a dois fisicos escoceses que trabalhavam numa nova
teoria atémica.

Em 1867, William Thomson (1824-1907) afirmou que os 4tomos eram
formados por vértices, ou nds, no éter. Provavelmente mais conhe-
cido como Lord Kelvin, Thomson também é responsdvel pela escala
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absoluta da temperatura, e por ajudar na elaboragio do primeiro cabo
telegrdfico transatlantico (foi nomeado cavaleiro por este trabalho).
Segundo Kelvin, cada dtomo correspondia a um né, ou de um con-
junto diferente de nés interligados, e a estabilidade de cada 4tomo era
a consequéncia da estabilidade do né sob deformagdes topolégicas.
Esta crencga inventiva mas equivocada, chegou a prevalecer por duas
décadas.

A teoria atémica de Thomson levou o seu amigo, Peter Guthrie Tait, a
iniciar a classifica¢do dos nés. Em 1877, Tait comegou a tabulagio de todos
0s nés — aos seus olhos, ele estava a conceber uma tabela periédica dos
elementos. Mais tarde, este ponto de vista da quimica foi abandonado,
mas Tait continuou o seu estudo. Por volta de 1900, ele e 0 matemaético
americano, nascido na India, Charles Newton Little (1858-1923) tinham
elaborado uma listagem praticamente completa de todos os nés com dez
ou menos cruzamentos (por cruzamentos, queremos referir-nos a um
determinado desenho desse né num papel — vamos explicar melhor esta
terminologia em breve).

Tait usou principalmente a sua notdvel intui¢do na classificagio dos
nds. Nos anos seguintes, os matemdticos desenvolveram uma infinidade
de ferramentas engenhosas para distinguir rigorosamente entre dois nés.
A maioria destas ferramentas é o que se chama invariantes de nés. No
capitulo anterior faldmos de invariantes topolégicos de superficies. Os
invariantes de nés desempenham o mesmo papel na teoria dos nés. Um
invariante de nés é um ndmero, ou outra entidade, que estd associado a
um no para que, se 0s invariantes de dois nés sdo diferentes, entdo estes
nos sejam diferentes.

Ha muitos invariantes de nds, e alguns sdo muito faceis de descrever.
Neste capitulo, vamos introduzir alguns invariantes de nés, incluindo um
que estd relacionado com as superficies e o niimero de Euler.

Um né é uma linha fechada, e as linhas fechadas podem ser encon-
tradas nas fronteiras das superficies. Surpreendentemente, é possivel
encontrar superficies cujas componentes de bordo sdo nés néo-triviais.
Na figura 18.3, vemos que o nd trivial é a fronteira de um disco (aqui
ndo hd nenhuma surpresa) e que o né de trevo é o bordo de uma banda
de Mobius de trés meias-voltas. Anteriormente, vimos outro exemplo de
superficie cujo limite era um né de trevo, na figura 17.9.

Espantosamente, ndo apenas € possivel encontrar uma superficie cujo
bordo seja um dado né, como o inverso também é verdadeiro: qualquer
n6 pode ser realizado como a fronteira de uma superficie no espago tri-
dimensional.
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fazer isto, adicionamos uma face e duas arestas (e nenhum vértice) a
superficie. De acordo com a familiar soma alternada da férmula de Euler,
esta adi¢do de uma banda diminui o niimero de Euler de uma unidade.
Assim, acrescentando b bandas, o ntimero de Euler decresce b unidades.

A superficie de Seifert S construida a partir de d discos e de b bandas
tem numero de Euler igual a (S) =d -

A superficie de Seifert para o né de trevo (figura 18.6) foi construida
utilizando dois discos e trés bandas. Assim, o seu niamero de Euler é 1.
Da mesma forma, a superficie de Seifert para o né quadrado foi feito a
partir de trés discos e seis bandas, pelo que o seu nimero de Euler é -3.

Se fossemos colar um disco na fronteira de uma superficie de Seifert,
obterfamos uma superficie fechada de certo género g. Esta colagem ape-
nas introduz uma nova face, por isso a superficie fechada terd nimero de
Euler uma unidade superior ao da correspondente superficie de Seifert.
A superficie de Seifert para o né de trevo da figura 18.6 tem niimero de
Euler -1. Se anexarmos um disco ao bordo, entdo a superficie resultante
terd namero de Euler 0. Assim, deve ser um foro, uma superficie de
género 1. Dizemos entdo que a superficie de Seifert tem género 1.

Podemos aplicar esta mesma légica para qualquer superficie de Seifert,
feita a partir de d discos e de b bandas. Ao colar um disco ao bordo, obtém-
-se uma superficie S, fechada e orientdvel, com ntimero de Euler igual a
x(S) =d -b+ 1. Se S é uma superficie de género g, temos x(S) =2 - 2g =
d - b + 1. Resolvendo em ordem a g encontramos a seguinte expressao.

Uma superficie de Seifert feita a partir de d discos e de b bandas tem
génerog=(1-d+10) /2

A superficie de Seifert para 0 n6é quadrado tem género g =(1-3 +6) /
2 = 2. Portanto, ¢ um duplo foro com um disco removido. Na figura 18.8
vemos as superficies de Seifert para o né cinco-folhas, o né figura oito, e o né
homem-biscoito. A superficie de Seifert para o n6 cinco-folhas é construida a
partir de dois discos e cinco bandas. Assim, o seu género é (1-2+5) / 2=2.
A superficie de Seifert para o n6 figura oito é feita de trés discos e quatro ban-
das, e tem género (1-3 +4) / 2 =1. E a superficie de Seifert para o né homem-
-biscoito, feita com trés discos e seis bandas, tem género (1 -3 +6) / 2 =2.
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Figura 18.9. Uma projecgdo ndo alternada de um né, com 8 cruzamentos

Os nés mais simples sdo alternados. Todos 0s nés com sete ou menos
cruzamentos sdo alternados, e apenas trés dos nés com 8 cruzamentos
ndo sao alternados {(um deles é mostrado na figura 18.9). No entanto, a
medida que o ntdmero de cruzamentos aumenta, o niimero relativo dos
nés alternados vai diminuindo. Dos 2404 nés primos (vamos definir esta
nocdo em breve) com 12 cruzamentos ou menos, 63% sio alternados. Dos
cerca de 1,7 mithdes de nés primos com 16 cruzamentos ou menos, apenas
29% sdo alternados®.

Uma preciosa ajuda é-nos dada por um teorema provado no final da
década de 1950, por Richard H. Crowell e Kunio Murasugi’.

A superficie de Seifert obtida a partir de uma projecgio
alternada tem forgosamente o género minimo.

Por outras palavras, dado que o né de trevo, o né figura oito, o cinco-
-folhas e o homem-biscoito sio alternados, podemos dizer com toda a cer-
teza que os seus géneros sdo 1, 1, 2 e 2, respectivamente. Assim, nenhum
destes quatro nés é o nd trivial; além disso, o né de trevo e o n6 figura oito
sdo distintos do né cinco-folhas e do né homem-biscoito. Chegados a este
ponto, o leitor poderd verificar que os dois nés indicados na introdugao
(figura 1.5) sdo diferentes.

Vamos agora fazer uma breve digressdo para determinar o género do
no quadrado. Os ntimeros primos sdo os blocos bdsicos de construgao dos
nimeros inteiros positivos. Um ntimero p > 1 diz-se primo se, sempre que
escrevemos p como o produto de dois niimeros inteiros positivos m e n,
oum =1 oun = 1; caso contrério, p diz-se composto. De forma semelhante,
definimos os nés primos, os blocos de construgdo bdsicos para os nés.
Para fazer isto, precisamos de uma forma de «multiplicar» nés.
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Figura 18.10. Uma projecgdo néo alternada de um nd, com 8 cruzamentos

Dados nés K e L, o produto de K e L, denotado por K#L, é formado
como se segue. Coloquemos as projecgdes de K e L uma ao lado da outra
(mas ndo sobrepostas). Cortamos uma das linhas exteriores de cada um
dos nés, e a seguir unimos as quatro pontas livres, de modo a néo intro-
duzir novos cruzamentos. Por exemplo, na figura 18.10, vemos que o né
quadrado é o produto de um né de trevo com a sua imagem de espelho
(o produto de dois nés de trevo idénticos é um outro nd)".

Um né M diz-se primo se, sempre que temos M = K#L, para certos
nos K e L, entdo ou K ou L s@o o né trivial”. Por outras palavras, um né é
primo, se ndo pode ser escrito como o produto de dois nés nao triviais.
Um né ndo trivial que ndo é primo é chamado né composto. Claramente,
ser ou ndo primo é um invariante de nés. Pode mostrar-se que o né qua-
drado é um né composto. Ndo vamos prové-lo, mas tanto o né de trevo,
a figura oito, o cinco-folhas e 0 homem-biscoito sdo todos nds primos, de
modo que nenhum deles é isotépico ao né quadrado.

Vamos supor que sabemos os géneros dos nés K e L. E f4cil determinar
o género de K#L? Sejam S, e S, superficies de Seifert para K e L de género
minimo, para certas projecgdes de K e L. Com estas, formamos K#L e a
correspondente superficie de Seifert S, . N&o ¢é dificil ver que, se S, é
formado a partir de d, discos e b, bandas, e §, é formado a partir de d
discos e b, bandas, entdo S, € construido com d, + d, — 1 discos e b, + b
bandas. Assim, o género de S, é

L
L

- +d, -+ +b)=11-d +b)+3i(1-d +b)
= g(K) + g(L).

" E muito importante observar que esta operagdo de produto estd bem definida. Isto €, o
produto de dois nds K e L depende apenas deles, e ndo depende dos pontos onde cada um dos
néds é cortado antes de fazer a unido. (N. do T.)

" O no trivial satisfaz esta definigdo de primalidade, mas, tal como o niimero 1 também néo
é considerado um nimero primo, o né trivial ndo é considerado um né primo.
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O problema é que ndo sabemos se esta superficie S,,, tem o género
minimo para o né K#L. Entdo, tudo o que podemos concluir daqui é que
g(K#L) = g(K) + g(L). Omitiremos a demonstra¢do, mas pode provar-se
que S, tem, de facto, o género minimo. Assim, o género € aditivo.

Para quaisquer nés K e L, g(K#L) = g(K) + g(L).

Esta férmula permite calcular o género do né quadrado:
g2(né quadrado) = g(né de trevo) + g(nd de trevo) =1 + 1 =2.

Uma consequéncia interessante desta férmula é que basta um dos nés
K ou L néo ser trivial para K#L néo ser trivial. Isto segue-se do facto de,
se g(K) = 0 ou g(L) = 0, entdo g(K#L) = 0. Uma forma pitoresca de enten-
der isto é a seguinte: se der um né a cada um dos dois corddes dos seus
sapatos, entdo é impossivel unir as extremidades livres dos dois corddes
para desfazer estes nés. Nenhum né tem um «né inverso» que o desata.

Vale a pena observar que, se K e L sdo nds alternados, entdo K#L é
também um né alternado (consegue verificar que isto é verdade?). Assim,
o n6é quadrado, que mostrdmos na figura 18.10 com uma projec¢do que
ndo é alternada admite, de facto, uma projecgio alternada.

Apesar do género de um né nos permitir distinguir entre muitos nos,
ndo é um invariante completo — quando dois nés tém o mesmo género,
isto ndo significa que eles sejam o mesmo né. Por exemplo, os géneros do
né de trevo e do né figura oito sdo ambos iguais a 1. Assim, ou os dois
nos sio o mesmo (e veremos que ndo sdo), ou temos que encontrar um
método diferente para distingui-los. Da mesma forma, os géneros do n6
cinco-fothas, do homem-biscoito e do né quadrado sdo os mesmos.

Na parte restante deste capitulo, vamos apresentar outros dois inva-
riantes de nds, que nos permitem distinguir os nés da figura 18.1. Cons-
tituem apenas uma pequena amostra dos muitos invariantes de nds
conhecidos.

O primeiro destes invariantes é a colorabilidade. Para determind-lo,
vamos desenhar a projecgdo de um né, usando trés ldpis de cores dife-
rentes. O n6 diz-se colordvel se em todos os cruzamentos aparece apenas
uma cor, ou se todas as trés cores aparecem. Além disso, insistimos que, em
toda a projecgdo, ndo podemos usar uma sé cor. Ndo é muito dificil provar
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Este teorema permite calcular facilmente o nitimero de cruzamentos
de qualquer né alternado. Como as nossas projec¢des dos nés de trevo,
figura oito, cinco-folhas, e homem-biscoito sdo reduzidas e alternadas,
é elementar determinar os seus numeros de cruzamento. S30 3, 4, 5 e 6,
respectivamente. Assim, bastaria este tinico invariante para concluir que
todos estes nés sdo distintos, incluindo o cinco-folhas e 0 homem-biscoito.

Vale a pena questionar a relagdo entre o niimero de cruzamentos e 0
produto de nés. Existe uma relagdo simples entre ¢(K), c(L), e ¢(K#L)? Se
K e L sdo ambos alternados, entdo K#L ¢ alternado. Além disso, sendo
cuidadoso e usando projecgdes reduzidas alternadas de K e L, podemos
garantir que, ao uni-los, a projecgdo resultante de K#L é também reduzida
e alternada (n&o foi o que fizemos para o né quadrado). Por conseguinte,
neste caso especial, o nimero de cruzamentos ¢ aditivo.

Se K e L sdo nds alternados, entdo c(K#L) = c¢(K) + ¢(L).

Por exemplo, c(né quadrado) = c(né de trevo) + c¢(né de trevo) =3 + 3 =6.

Tabela 18.2: Resumo das propriedades de alguns nés simples

Né Primo Nimero de Género Colorduvel
cruzamentos

NGO trivial nio 0 0 sim
N6 de trevo sim 3 1 sim
N6 figura oito sim 4 1 nao
N6 cinco-folhas sim 5 2 nio
N6 homem-biscoito sim 6 2 nio
N6 quadrado ndo 6 2 sim

Figura 18.13. O né homem-biscoito e 0 né 6, sdo 0 mesmo?
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Serd que o nimero de cruzamentos é aditivo para todos os nés, tal como

o género? Esta é uma antiga conjectura. Surpreendentemente, ninguém
descobriu uma demonstragdo nem um exemplo mostrando que é falsa!

Neste capitulo introduzimos alguns dos muitos invariantes de nds
importantes, e utilizando-os, fomos capazes de distinguir os seis nés que
mostramos no inicio do capitulo. Resume-se esta andlise na tabela 18.2.

Com estas ferramentas, pudemos avangar no processo de classificagio.
No entanto, elas ndo nos levam muito longe. As duas projeccdes da figura
18.13, 0 né homem-biscoito e o chamado né 6,sdo nds diferentes, mas os
nossos invariantes ndo os conseguem distinguir. Ambos os nés sdo pri-
mos, tém 6 cruzamentos, sdo alternados, ndo colordveis e tém género 2.
Precisamos ainda de mais ferramentas para os distinguir.

Além disso, ndo apresentdmos quaisquer técnicas para analisar quando
é que duas projecgdes planares distintas representam o mesmo né. Dedi-
cdmos este capitulo a mostrar que algumas projecgdes representam nés
diferentes. Incentivamos o leitor a dar uma vista de olhos pela literatura,
e investigar este interessante campo da teoria dos nés.

Os matemadticos e os cientistas tém uma relagdo disfuncional de par-
tilha. Ingenuamente, poderiamos pensar que eles trabalham lado a lado.
Os cientistas fornecem problemas para os matemadticos resolverem, e os
matematicos concebem teorias que esperam que sejam titeis aos cientistas.

As necessidades dos cientistas costumam estimular a criagdo de nova
matematica, tal como, por exemplo, o modelo dos vértices da teoria at6-
mica de Kelvin foi fonte de inspiracao para a teoria dos nés. Mas os mate-
madticos nio se satisfazem em ser servos da ciéncia. Mesmo quando uma
teoria matemadtica nasce a partir de uma aplicagio pratica, rapidamente
assume vida proépria e é desenvolvida pelo interesse das suas proprieda-
des inerentes. Os matemadticos tedricos formam um grupo teimoso que,
como um todo, estdo mais interessados na beleza, verdade, elegéncia e
grandiosidade, do que na aplicabilidade.

Quando se provou que o modelo atémico de Kelvin estava errado, os
cientistas perderam rapidamente o interesse nos nés, mas os matematicos
continuaram a estudd-los. A teoria dos nés ganhou uma vida prépria
enquanto drea da matematica pura. Durante a maioria do século xx foi de
interesse apenas para os matemadticos. A teoria dos nés manteve-se como
area de investigac¢do activa, com aplica¢des noutras dreas da matemaética
pura, mas ndo noutras ciéncias.

Mas mesmo as dreas mais abstractas e tedricas da matemadtica podem
ser Uteis. A matemdtica aplicada muitas vezes provém de dreas que pre-
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sumivelmente ndo sdo aplicdveis. A utilidade de uma teoria particular
muitas vezes ndo ¢ clara durante muitos anos. Ninguém poderia ter pre-
visto que o estudo dos nimeros primos permitiria, mais tarde, encriptar
informagdes dos nossos cartdes de crédito para que possam ser enviadas
de forma segura através da Internet. Os matemaéticos do século xix nado
sabiam que o seu trabalho sobre as geometrias ndo-euclidianas fossem
fornecer os fundamentos para a teoria da relatividade geral de Einstein.

Perto do final do século xx, a utilidade da teoria dos nés ressurgiu nas
ciéncias naturais. Tanto fisicos, como bidlogos e quimicos descobriram
que a teoria matemadtica dos nés lhes permitia entender melhor as suas
dreas. Seja no estudo do ADN ou de outras grandes moléculas, das linhas
do campo magnético, da teoria quantica de campo, ou da mecénica esta-
tistica, a teoria dos nés desempenha, hoje em dia, um importante papel.

Os matematicos trabalham numa loja que fabrica e vende ferramentas.
Ocasionalmente tratam de encomendas especiais dos seus clientes cientis-
tas, mas durante a maior parte do tempo labutam a elaborar ferramentas
elegantes cujas aplicagbes ndo foram ainda descobertas. Os cientistas
visitam esta loja de ferramentas e pesquisam as prateleiras na esperanca
de que uma das ferramentas se adapte as suas necessidades. A secgdo de
teoria dos nés desta loja, durante muito tempo ignorada pelos cientistas,
estd agora fervilhante de actividade. No préximo capitulo, veremos como
as ideias emergentes da topologia e do ntimero de Euler criaram mais
uma ferramenta inesperadamente titil para os cientistas.
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Capitulo 19

Penteando o Pélo de um Coco

Deixemos o caos fazer a tempestade!
As nuvens, um enxame de figuras!
Eu espero pela forma.

— Robert Frost, «Pertinax»’

Muitos cientistas usam a matemdtica como ferramenta para prever
comportamentos. Um cientista pode ter uma equagdo ou um sistema de
equagbes que descreve as interac¢des das quantidades no seu modelo.
E entdo, usa a matematica para retirar conclusdes a partir dessas equagdes.

Muitas vezes, os modelos matemadticos sdo equagdes diferenciais. Estas
descrevem as taxas de variagdo de vdrias quantidades em fungdo do
tempo. Por exemplo, um ecologista pode usar um sistema de equagdes
diferenciais para modelar a dindmica populacional de coelhos e raposas
que vivem numa reserva natural de vida selvagem numa relagdo preda-
dor-presa. Quando o nimero de coelhos é grande, as raposas tém uma
abundante fonte de alimento. A medida que as raposas se alimentam dos
coelhos, o nimero de raposas aumenta e o nimero de coelhos diminui.
A certa altura, diminui o fornecimento alimentar das raposas, fazendo
com que a sua populagdo diminua. Isto, por sua vez, permite aos coelhos
prosperar novamente. Ilustramos visualmente este comportamento ciclico
na figura 19.1.

As equagdes diferenciais exprimem-se como relagbes algébricas entre
as variaveis e as suas derivadas. Dizemos que encontramos uma solugdo
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raposas

coelhos

Figura 19.1. O modelo predador-presa

de uma equacdo diferencial quando, para uma dada condigdo inicial,
podemos prever o comportamento futuro do sistema. Por outras palavras,
se soubermos quantos coelhos e raposas existem hoje, podemos prever
quantos haverd daqui a um ano. A curva da figura 19.1 é a trajectéria
de uma solugdo. As setas indicam a direc¢do do tempo. A curva € repre-
sentada no espago de fase, um objecto topolégico que representa todos os
valores possiveis das varidveis. Neste nosso caso, o espago de fase é o
primeiro quadrante do plano (uma vez que nem o nimero de coelhos
nem o nimero de raposas podem ser negativos). Noutros exemplos mais
sofisticados, o espago de fase pode apresentar uma forma topolégica
mais complicada.

As vezes, encontrar uma solugdo particular de uma equagéo diferen-
cial ndo € suficiente para o cientista. Muitas vezes, ¢ mais importante tirar
conclusdes qualitativas. O sistema tem um equilibrio — populag¢des para
as quais a taxa de mortalidade ¢é igual a taxa de natalidade para ambas
as espécies? Existem condigGes iniciais que conduzam a extingdo de uma
ou de ambas as espécies? Pode haver crescimento populacional ilimitado?
Seréd que as populagdes apresentam um comportamento ciclico, ou serd
que variam caoticamente? Mesmo que seja possivel resolver uma equagao
diferencial usando o cdlculo, pode néo ser fdcil responder a estas impor-
tantes questdes «globais».

A fim de entender melhor as solugbes de um sistema de equagdes
diferenciais, podemos preferir uma forma mais visual e geométrica de
as representar. As duas técnicas mais comuns consistem em produzir
um fluxo ou um campo vectorial no espago de fases. Um fluxo, também
conhecido como sistema dindmico continuo, associa a cada ponto no
espago de fases a trajectéria do movimento desse ponto. Esta trajectoria é
simplesmente a curva de solugdo para a equagao diferencial. Podem ver-
-se na figura 19.2 vdrias linhas de fluxo para o modelo predador-presa.
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é dificil imaginar um campo vectorial sobre a esfera que tenha apenas um
pogo e um ponto de sela. A ideia fundamental para distinguir os diferen-
tes tipos de zeros é a nogdo de indice.

Calculamos o indice de um zero da seguinte forma. Desenhemos uma
pequena curva simples e fechada a volta desse zero. As tinicas condigGes
que esta curva fechada devem satisfazer sdo: (1) ela deve conter apenas
esse zero, e (2) deve ser a fronteira de um disco (por exemplo, se esti-
vermos num toro, uma tal curva ndo pode dar a volta ao tnel central).
Agora, coloquemos um mostrador imagindrio com um tnico ponteiro
num certo ponto dessa curva. O ponteiro do mostrador deve apontar na
mesma direcgdo que o campo vectorial, em todos os pontos. (Se o campo
vectorial representasse um campo magnético, entdo poderiamos usar uma
bissola como ponteiro.) A medida que avangamos ao longo desta curva,
o ponteiro deste mostrador vai mudando de direcgdo. Deslocamos o mos-
trador ao redor da curva uma volta no sentido oposto ao dos ponteiros
dos relégios’. Comegando no nimero zero, de cada vez que o ponteiro
dd uma volta no sentido directo, adicionamos uma unidade ao indice, e
de cada vez que dd uma volta no sentido indirecto, subtraimos um ao
indice. O indice é muitas vezes também chamado o «ntimero de voltas»
do campo vectorial em torno desse zero.

Considere o pogo da figura 19.6. Vemos o mostrador em oito posi¢oes
ao redor de uma circunferéncia que encerra o zero. A medida que o mos-
trador percorre a circunferéncia uma volta no sentido directo, o ponteiro
do mostrador dd, também ele, uma volta no sentido directo. Assim, o
indice de um pogo ¢ 1. Para o ponto de sela, o ponteiro d4 uma volta no
sentido indirecto (o sentido horério), a medida que o mostrador d4 uma
volta ao ponto de sela no sentido directo. Assim, o indice de um ponto de
sela é 1. De um modo andlogo, podemos calcular os indices dos outros
zeros na figura 19.4. As fontes e os vértices tém ndice 1, ao passo que os
dipdlos tém indice 2.

Vamos agora indicar uma segunda forma de calcular o indice de um
zero de um campo vectorial. Esta abordagem ser-nos-a ttil mais tarde.
Suponha-se que colocamos o zero no interior de uma face poligonal
(cujas lados podem ser curvos). Somos livres de escolher qualquer poli-
gono, desde que sejam satisfeitos alguns critérios. Como antes, devemos
escolher este poligono para que o0 nosso zero seja o tinico zero do campo
vectorial no interior do poligono. Além disso, insistimos em que todos os
vectores que se encontram num dos lados do poligono apontem ou para

* Convenciona-se chamar ao movimento de rotagéo no sentido oposto ao do sentido dos pontei-
ros dos relégios, o senfido directo, e ao sentido dos ponteiros do relégio, o sentido indirecto. (N. do T.)
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O teorema da bola cabeluda é um exemplo de um «teorema de
existéncia». Este tipo de teoremas estdo omnipresentes na matemitica
tedrica. Eles sdo resultados simultaneamente muito fortes e frustrante-
mente imprecisos. Por um lado, apenas a partir de um simples conjunto
de hipéteses (um campo vectorial numa esfera), podemos fazer a afir-
magdo confiante da existéncia de algum objecto (um vector nulo). No
entanto, acontece frequentemente que nem o enunciado nem a demons-
tragao rigorosa de um teorema de existéncia fornecem um método para
encontrar este objecto cuja existéncia garantimos. Por exemplo, sabemos
que hé outro local sem vento, do outro lado do globo na figura 19.10,
mas pode ser em qualquer parte e, além disso, pode haver um ou pode
haver muitos. E como procurar o urso de peluche extraviado para uma
crianga a hora de dormir: sabemos que estd em casa, mas pode estar em
qualquer lugar — debaixo da cama, dentro do armdrio, ou no forno de
micro-ondas. Embora precisemos de empregar técnicas adicionais para
encontrar estes objectos, as vezes dd-se o caso afortunado de a existéncia
do objecto ser suficiente para o objectivo pretendido.

O teorema de Poincaré-Hopf é referido com o nome dos dois matemd-
ticos que mais contribuiram para o seu desenvolvimento, embora vdrios
outros tenham também feito contribui¢des importantes.

Henri Poincaré nasceu em Nancy, Franca, em 1854, numa familia
de classe média-alta muito respeitada (o seu primo Raymond Poincaré
tornar-se-ia, mais tarde, presidente da Republica Francesa).

O talento matemadtico de Henri cedo se tornou claro, tendo sido cha-
mado «monstro da matemadtica» por um dos seus professores®. Comegou a
fazer importantes contribui¢es para a matemaética logo na casa dos vinte
anos, e foi eleito para a Académie des Sciences com a idade de trinta e
trés anos. Poincaré era o estereétipo do génio matemdtico: era desajei-
tado, tinha visdo diminuida, era distraido. Possuia uma inteligéncia fora
de série e tinha a capacidade de reter na cabega e de manipular vérios
conceitos abstractos.

Poincaré é geralmente reconhecido como o matemdtico mais proe-
minente da sua época. Ele foi o altimo grande universalista. Como
Euler e Gauss, Poincaré foi um especialista em quase todas as dreas
da matemadtica, tanto pura como aplicada. Era um leitor voraz, sempre
familiarizado com o0s mais recentes resultados. Tal como Euler (mas ao
contrdrio de Gauss), Poincaré deixou uma grande obra. Escreveu quase
quinhentos artigos, bem como muitos livros e colec¢des de sebentas e
notas para as suas ligdes. Fez contribui¢des importantes e duradouras
em campos tdo diversos como a teoria das fungdes, geometria algébrica,
teoria dos niimeros, equagdes diferenciais ordindrias e parciais, mecénica
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celeste, sistemas dindmicos, e, claro, topologia. Também publicou muitos
artigos em fisica tedrica. Poincaré tinha uma curiosidade inquieta que o
mantinha mudando de tépico em tépico. Ele abordava uma nova drea da
matemadtica, deixava nela marcas indeléveis, e de seguida, passava para
a préxima. Um contemporaneo chamava-o «um conquistador, e ndo um
colonizador».

De forma notdvel, ndo apenas era capaz de produzir matemadtica ao
mais alto nivel, como também teve sucesso comunicando a um nivel
acessivel a ndo especialistas. Escreveu numerosas publicagdes licidas e
fascinantes sobre a ciéncia e a matemdtica para um ptblico leigo. Os seus
escritos foram lidos e traduzidos em vdrias linguas.

A investigagdo de Poincaré abarcava toda a matemadtica, mas, ao longo
da sua carreira, foi regressando recorrentemente ao estudo das equagoes
diferenciais. Os seus sucessos nesta drea foram profundos. De acordo com
o matematico Jean Dieudonné (1906-1992) «A produgio mais extraordind-
ria de Poincaré ... ¢ a teoria qualitativa das equagdes diferenciais. E um
dos poucos exemplos de uma teoria matemdtica que surgiu aparente-
mente do nada e que quase imediatamente atingiu a perfei¢do pelas maos
do seu criador.*» O principal exemplo deste sucesso foi a descoberta da
férmula do fndice.

A sua primeira contribui¢do para a férmula data de 1881. Neste tra-
balho, Poincaré considerou uma equagao diferencial e o correspondente
campo vectorial na esfera. Definiu o indice de um zero e provou que a
soma dos indices de todos os zeros era igual a 2.5 Claro, j& sabemos que
ndo é por acaso que a soma é 2, pois é o niimero de Euler da esfera. Poin-
caré fez esta mesma observagdo em 1885, quando mostrou que a soma
dos indices de um campo vectorial sobre uma superficie é o ntimero de
Euler dessa mesma superficie®. No ano seguinte, definido um indice para
os zeros de um campo vectorial num espago de n dimensdes, ele indi-
cou as ideias principais de um andlogo teorema do indice para espagos
n-dimensionais. A dificuldade em prosseguir com rigor este programa
era devida a inexisténcia das técnicas topoldgicas na altura (e que seriam,
como veremos no capitulo 23, mais tarde desenvolvidas por Poincaré).

Em 1911, Brouwer conseguiu generalizar correctamente o teorema do
indice de Poincaré para uma esfera de n dimensdes, S". Estamos familiari-
zados com S, a circunferéncia unitdria no plano (x* + y? = 1), e & a esfera
unitdria no espago de 3 dimensdes (x* + y* + z? = 1). De modo geral, 5"
é o conjunto de pontos, num espago euclidiano de n + 1 dimensdes, que
distam uma unidade da origem (ou seja, x? + x2 + -+ + x2 = 1). Brouwer
demonstrou que, para qualquer campo vectorial em 5", a soma dos indi-
ces dos zeros é 0, se n for impar, e 2, se 1 for par’.
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Nos capitulos 22 e 23, vamos discutir o nimero de Euler em espa-
gos de dimensdes superiores. Quando o fizermos, vamos descobrir que
x(5") = 0 quando n é fmpar, e x(S") = 2 quando n é par.

O préximo actor importante foi Heinz Hopf (1894-1971). Hopf nas-
ceu em Breslau, Alemanha (hoje Wroclaw, Polénia). O seu trabatho em
topologia teve um profundo impacto sobre a matemadtica do século xx.
Um estudante de Hopf escreveu: «Hopf selecciona questdes de grande
profundidade com um instinto infalivel, e deixa-as amadurecer. De
seguida, apresenta de uma sé vez uma solugio que apresenta novas ideias
e métodos®.»

Nas suas memdrias, Hopf indica um momento crucial da sua carreira
matemdtica como um periodo de duas semanas, em 1917, quando estava
de licen¢a do seu servi¢o militar durante a Primeira Guerra Mundial.
Entdo, assistiu as aulas de matemadtica na Universidade de Breslau, onde
foi apresentado um teorema topolégico de Brouwer. Depois de servir
na Frente Ocidental, ter sido ferido duas vezes, e de receber a Cruz de
Ferro, retomou os seus estudos de matemética na Universidade de Bres-
lau. A sua carreira matematica levou-o a vdrias universidades alemas, a
Universidade de Princeton, e finalmente para a Eidgendssische Technische
Hochshule (ETH) em Zurique, na Suiga.

Dois anos apés a sua chegada a Suica, o partido nazi chegou ao poder
na Alemanha. Embora ele tenha sido criado protestante, o seu pai era
judeu. Solomon Lefschetz, e outros em Princeton, imediatamente pediram
a Hopf para voltar aos EUA, mas ele e a sua esposa recusaram-se a deixar
a Suica e nesse tempo trabalhou para ajudar refugiados vindos da Ale-
manha. Mais tarde, o governo alemao ameagou revogar a sua cidadania,
se ele ndo regressasse. Relutantemente, Hopf renunciou a sua cidadania
alema e tornou-se suigo. Depois da guerra, Hopf permaneceu na Suiga, e
trabalhou diligentemente para restabelecer a matemaética na Alemanha.

Das muitas contribui¢des importantes de Hopf para a topologia, algu-
mas das primeiras foram relativas a topologia dos campos vectoriais.
Comegando em 1925, publicou uma série de artigos generalizando o
teorema do indice de Poincaré®. Nés enuncidmos o teorema de Poincaré-
-Hopf para superficies, mas Hopf mostrou que a férmula andloga se
aplica as generaliza¢Ges das superficies a dimensdes superiores, aquilo
a que se chama variedades (sobre as quais teremos algo mais a dizer no
capitulo 22).

Embora o teorema de Poincaré-Hopf seja geralmente enunciado para
superficies fechadas, os matemdticos descobriram vdérias generalizagdes
do teorema. H4 uma versdo extremamente geral para superficies com
bordo', mas vamos enunciar apenas a seguinte versdo mais simples.
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TEOREMA DE POINCARE-HOPF PARA SUPERFICIES COM BORDO
Consideremos uma superficie com bordo 5, e um campo vectorial em
S com um ntimero finito de zeros. Se o campo vectorial aponta para o
interior em todas as componentes do bordo (ou para fora em todas as

componentes do bordo), entdo a soma dos indices de todos os zeros
é o nimero de Euler de superficie, x(S5).

O teorema da bola cabeluda ndo se aplica propriamente ao cabelo
humano, uma vez que a regido coberta por cabelos nas nossas cabegas nao
é topologicamente uma esfera — é um disco. Por isso, os estilos «penteado
para trds» e «rabo-de-cavalo» ndo apresentam penacho. No entanto, com
um «corte rente» podemos ver que as rafzes do cabelo de uma pessoa
frequentemente se inclinam cada vez mais a partir de um ponto no meio
da cabega — inclinam-se para baixo na parte de trds, em direcgdo as ore-
lhas nos lados, e ao rosto na parte da frente. Como este disco cabeludo
corresponde a um campo vectorial que aponta para fora ao longo de todo
o seu bordo, a soma dos indices dos zeros deve ser igual a y(disco) = 1.
Portanto, deve existir um penacho. A filha do autor (cujo cabelo é ainda
um pélo fininho) tem o indicio de trés penachos, duas espirais exterio-
res (cada uma com indice 1) e um ponto de sela entre eles (de indice -1).

Vamos agora esbogar uma demonstragédo do teorema de Poincaré-Hopf
para superficies sem bordo (néo é dificil modificar esta prova para lidar
com as superficies com bordo). A prova é baseada na fornecida por Wil-
liam Thurston (1946-2012)1.

Comegamos com uma decomposi¢do cuidadosamente escolhida da
nossa superficie. Primeiro, colocamos cada zero do campo vectorial den-
tro de uma tnica face poligonal. Estas faces podem ter qualquer forma
e qualquer numero de lados, desde que nenhum vector que se encontra
numa aresta seja paralelo (tangente) ao bordo. Isto é, todos os vectores na
fronteira da face devem apontar ou para dentro ou para fora.

Temos entdo faces que encerram todos os zeros do campo vectorial.
Completamos a decomposi¢do por triangulacdo da restante superfi-
cie. Podemos fazer isto de qualquer forma que queiramos, mas, tal como
anteriormente, insistimos para que todos os vectores sobre a fronteira dos
tridngulos apontem ou para dentro ou para fora, e nunca ao longo do
bordo (ver a figura 19.12).

Agora, coloquemos um 1 em cada vértice, um —1 em cada aresta, e um
1 no centro de cada face. Assim, quando adicionarmos estas quantidades
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A demonstragio deste teorema decorre facilmente a partir do teorema
de Poincaré-Hopf (a versdo para superficies com bordo). Consideremos
0 caso em que i = 2, embora o argumento para 1 superior seja idéntico.
Comecemos com uma fungéo f de B? para si préprio. Definimos entdo um
campo vectorial em B? da seguinte forma: a cada ponto x em B? atribufmos
o0 vector que tem o seu inicio em x e 0 seu fim em f(x) (ver figura 19.17). B
¢ uma superficie com bordo e, desta forma, todos os vectores neste bordo
apontam para dentro, pelo que podemos aplicar o teorema de Poincaré-
-Hopf. Como x(B?) =1 = 0, o campo de vectores deve ter pelo menos um
zero. Neste caso, um vector zero corresponde a um ponto y para o qual
fly) = y'. Por outras palavras, f deve ter pelo menos um ponto fixo.

Na verdade, o teorema do ponto fixo de Brouwer aplica-se igualmente
a qualquer forma que seja homeomorfa a B". O café numa chavena de café
forma um conjunto homeomorfo a B. Se agitarmos o café vigorosamente
na chdvena (sem o derramart), entdo, de acordo com o teorema do ponto
fixo de Brouwer, apds voltar ao repouso, existe pelo menos uma molécula
de café precisamente no mesmo local onde estava inicialmente.

Neste capitulo, observdmos que a topologia de um objecto, medida
apenas pelo seu nimero de Euler, pode forgar um comportamento global
que ndo parecia ter qualquer relacdo com a topologia global — a existén-
cia de pontos fixos de fluxos ou de fungdes. Como veremos nos préximos
dois capitulos, a topologia de um objecto pode também determinar algu-
mas das suas propriedades geométricas globais.

" De forma algébrica, o vector que colocamos em cada ponto é precisamente f(x) - x, pelo que
o vector é nulo quando fix) = x. (N. do T.)
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Capitulo 20

Quando a Topologia
Condiciona a Geometria

E agora resta-nos,

Descobrir a causa deste efeito,

Ou melhor dizendo, a causa deste defeito,
Poais este efeito defeituoso vem pela causa.

E assim, continua a ser, portanto, o restante.
— William Shakespeare, Hamlet!

Ao longo da maior parte deste livro, fomo-nos afastando das restri¢oes
rigidas da geometria trabalhando, pelo contrario, no ambiente mais flexi-
vel da topologia. Neste capitulo e no seguinte, vamos regressar a geome-
tria. Examinaremos poligonos, poliedros, curvas e superficies, feitas desta
vez, ndo de borracha, mas do a¢o mais rijo. No entanto, estes objectos
geométricos podem também ser vistos com um olhar topolégico — poli-
gonos e curvas sdo homeomorfos a uma circunferéncia, e os poliedros e
as superficies sdo homeomorfos a esferas ou a foro de g tineis.

Vamos apresentar um conjunto de resultados que mostram a surpreen-
dente relagdo entre a topologia destas formas e a sua geometria. Veremos
como o ntiimero de Euler consegue prever certas propriedades geométricas.
O nosso objectivo final é apresentar trés teoremas. Neste capitulo vamos
abordar a férmula de Descartes para poliedros e o teorema dos dngulos
excedentes para superficies, e no préximo capitulo vamos investigar o
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Figura 20.1. Os &ngulos externos de um poligono

Figura 20.2. Os angulos externos de um poligono somam 2x

teorema de Gauss-Bonnet para superficies. Estes mostram que certas pro-
priedades geométricas globais (relacionadas com angulos e com curvatura)
sdo completamente determinadas pela topologia (dada pelo nimero de
Euler). Desta forma, vemos como a topologia pode controlar a geometria.

Antes de olhar para estes teoremas sobre poliedros e superficies, vamos
investigar os resultados andlogos na dimensdo 1. Os andlogos unidimensio-
nais dos poliedros e das superficies sdo os poligonos e as curvas fechadas
simples, respectivamente. O préximo teorema pode encontrar-se em cursos
de geometria elementar (ver figura 20.1).

TEeOREMA DOs ANGULOS EXTERNOS
A soma dos 4ngulos externos de um poligono é 2.

George Pélya (1887-1985) encontrou a seguinte curta e elegante demons-
tragdo do teorema dos dngulos externos para poligonos convexos®. Em cada
vértice, desenhemos dois segmentos de recta apontando para fora, cada
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um deles perpendicular a um dos dois lados que se unem nesse vértice
(ver figura 20.2). Desenhemos um sector de um circulo em cada um dos
vértices, tendo esses segmentos como lados. Observemos que o angulo
formado por esses dois segmentos é precisamente o dngulo exterior”. Isto é
verdade, porque a soma dos dois dngulos rectos é &, de modo que a soma
do angulo interno com o angulo do sector desenhado é também igual a
m. Como os lados de cada par destes sectores consecutivos sdo paralelos,
podemos juntar todos os sectores de modo a formar um circulo completo.
Assim, a soma dos dngulos externos € 2. Omitimos a prova para poligo-
nos nao convexos, mas esta é consequéncia da observagao de que qualquer
poligono ndo convexo pode ser decomposto em poligonos convexos.

Em certo sentido, o teorema dos &ngulos externos ndo € surpreendente.
Um carro conduzido ao longo de uma estrada poligonal teria que virar em
cada canto dessa estrada, e o dngulo de cada viragem é o angulo externo.
De modo a voltar & posicdo de partida, o carro teria que virar um angulo
total de 360°.

Embora um adulto tipico possa ter dificuldade para se lembrar da
férmula resolvente do segundo grau, ou do teorema de Pitdgoras, ha um
resultado matemdtico que quase todos os adultos podem lembrar-se de
cor: a soma dos dngulos internos de um tridngulo é 180° (ou como dize-
mos, 1t radianos). Este teorema é uma simples consequéncia do teorema
dos dngulos externos. Se g, b e ¢ sdo os dngulos internos de um tridngulo,
entdo, m —a, m — b e m — ¢ sdo os angulos externos. Pelo teorema dos dngu-
los externos (nt — a) + (w — b) + (1t — ¢) = 2n. Basta reorganizar termos para
obtera+ b+ c=m.

Para poligonos que nio sejam tridngulos, os dngulos internos somam
a mais de 180°, mas €é ainda verdade que essa soma depende apenas do
nimero de lados. Se a,, ..., 4, sdo os dngulos internos de um poligono,
entdo, pelo teorema dos dngulos externos

2n=(m~a)+-+(@-a).

Rearranjando os termos obtemos o titil teorema que se segue.

TEOREMA DOS ANGULOS INTERNOS
A soma dos angulos internos de um poligono com 7 lados é (11 - 2) x.

" Em cada vértice, a soma do angulo exterior com o dngulo interior é 180°, ou = radianos,
como indicado na figura 20.1. (N. do T.)
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Para facilitar a transigdo para a férmula de Descartes para poliedros,
serd util olharmos para os dngulos externos de um poligono de uma
forma ligeiramente diferente. Pensemos nos vértices de um poligono
como sendo linhas rectas «imperfeitas». Olhando para cada vértice,
podemos perguntar qudo longe estd a linha, nesse ponto, de ser uma
recta. Se o dngulo interior do poligono € a, entdo a linha difere de uma
linha recta pelo dngulo exterior n — 4. Segundo este ponto de vista,
vamos chamar ao dngulo exterior & — 4, a curvatura angular desse vér-
tice. Assim, podemos reformular o teorema dos angulos externos como
se segue.

TEOREMA DOS ANGULOS EXTERNOS (REFORMULADO)
A curvatura angular total de qualquer poligono é 2x.

Hé& um andlogo suave do teorema dos dngulos externos. Considere-
mos, novamente, a analogia do carro. Uma pista de automéveis de corrida
é uma estrada sinuosa, cheia de curvas, que forma um circuito, voltando
ao seu ponto de partida. A medida que um carro de Férmula 1 percorre
a pista, desvia-se para a direita e para a esquerda vérias vezes, mas no
momento em que regressa a linha de partida, deu uma volta completa
num dos sentidos (por exemplo, o anti-hordrio). Por outras palavras, uma
vez que as voltas completas para a esquerda e para a direita se cancelam,
o carro faz sempre uma volta total de 360° no sentido directo.

Mais precisamente, consideremos uma curva fechada simples e suave
no plano (a pista de corrida; veja-se a figura 20.3). Escolhamos um sen-
tido de percurso na curva (por exemplo, o anti-hordrio), e coloquemos
vectores tangentes a curva que em cada ponto tém o sentido escolhido
(o sentido para onde apontam os far6is do automével). Estamos inte-
ressados no comportamento destes vectores tangentes a medida que
percorremos a curva uma vez. Se a curva for uma circunferéncia, entéo,
a medida que avangamos a sua volta no sentido anti-hordrio, os vecto-
res também védo girando no mesmo sentido — e, no final, giraram um
angulo total de 2x. Como anteriormente, pode ser (itil pensar num vector
tangente como a agulha de um mostrador. A medida que avangamos &
volta da circunferéncia, a agulha do mostrador vai girar exactamente
uma volta no sentido directo. Para uma curva mais complicada, 2 medida
que a percorremos e transportamos o mostrador, apesar de a agulha se
mover para um e para o outro lado, no final deu exactamente uma volta
no sentido directo.

243






Figura 20.4. Cada vértice de um cubo tem curvatura angular n/2

Figura 20.5. Este vértice tem curvatura angular —/2

determina completamente uma propriedade geométrica, nomeadamente
a curvatura angular total dessa curva fechada. Independentemente de
quantas voltas ela d4, a curvatura angular total € 2.

Vamos agora investigar como estes dois teoremas se generalizam de
modo a dar a férmula de Descartes para poliedros e o teorema da curva-
tura angular para superficies.

Peguemos num pedaco de papel quadrado, numa tesoura e em fita-
-cola. Desenhamos duas linhas que o dividem em quatro quadrantes
iguais, e usamos a tesoura para cortar um destes quadrantes (guardamos
este pedago para mais tarde). De seguida, usamos a fita-cola para unir as
duas arestas do corte e obter um objecto que se parece com o canto de
um cubo (veja a figura 20.4).

Definimos acima a curvatura angular num vértice dum poligono como
o valor segundo o qual a curva se afasta de uma linha recta. Da mesma
forma, vamos definir a curvatura angular de um angulo sélido como o
valor pelo qual ele difere de ser uma superficie plana. No nosso exemplo,
quatro dngulos rectos (2n) encontravam-se no centro do nosso quadrado
antes de cortar, e retirdmos um desses angulos rectos (ficando com 3/2).
Assim, a curvatura angular num vértice de um cubo é 2 — 3n/2 = n/2.

Peguemos noutro pedago de papel quadrado. Como antes, dividimo-lo
em 4 quadrantes. Cortemos agora uma das linhas somente até ao centro
(ver figura 20.5). Peguemos no pedago descartado da primeira construgédo
e colemos com fita-cola duas arestas deste pequeno quadrado ao corte
recém-efectuado. Para o fazermos, temos que dobrar para trds um dos
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topologicamente equivalentes a esferas. A curvatura angular total é um
invariante topolégico, e tem uma relagdo simples com o niimero de Euler
do poliedro.

FormuLA DE DESCARTES
A curvatura angular total de qualquer poliedro P é 2y (P).

O cubo, o tetraedro, e o cubo quebrado da figura 20.6 sdo esferas topo-
l6gicas, pelo que tém nimero de Euler 2; assim, a curvatura angular total
é 2ny(P) = 2mn » 2 = 4. Para dar um exemplo ndo esférico, consideremos o
toro poliédrico mostrado na figura 20.7. Tem o total de dezasseis vértices,
oito dos quais tém curvatura angular m/2 e oito tém curvatura angular
-n/2. Desta forma, a curvatura angular total é zero, o nimero de Euler
do toro. O leitor é convidado a verificar a férmula de Descartes para os
poliedros de papel no apéndice A.

Figura 20.8. Para um poligono de # lados, temos (a, + = +a )= nx + 21 =0

Vamos agora demonstrar a férmula de Descartes. Seja P um poliedro
com V vértices, A arestas e F faces, e seja T a curvatura angular total de
P. Devemos mostrar que T = 2nx(P) = 2nV - 2nA + 2nF.

Escolhemos uma face do poliedro. Consideremos que os seus dngulos
planos internos sdo a,, ..., 4, . Pelo teorema dos dngulos internos,

a,+-+a,=m-2)m

248



Reorganizando os termos obtemos
g, +-+a —nn+2n=0

Podemos visualizar esta igualdade da seguinte forma. Se marcarmos
com -n em cada lado do poligono, a medida do dngulo em cada vértice, e
colocarmos 2% no meio da face (veja a figura 20.8), entdo a soma de todas
estas quantidades é zero.

Agora, fazemos 0 mesmo para todas as faces de P, e somamos todas
as quantidades envolvidas. Cada face contribui com 2n e cada aresta
contribui com —2x (-7 em cada lado). Assim,

S—-2nA + 2aF =0,

onde S representa a soma de todos os dngulos planos em P. Agora
adicionamos T, a curvatura angular total, a cada membro da igualdade,

(T+S5)-2nA +2nF =T.

Como T é a curvatura angular total, ao adicionarmos T, estamos a
somar o que é necessario para que a soma dos angulos planos em cada
vértice passe a ser novamente 2n. Por outras palavras, T + § é 2rV. Logo,
T =2nV - 2nA + 2nF = 2y (P).

A férmula de Descartes é uma elegante ilustragdo da relagdo surpreen-
dente entre a topologia e a geometria. Uma vez que a curvatura angular
total estd relacionada com o ntimero de Euler, podemos ver como a topo-
logia do poliedro determina completamente um aspecto da sua geometria
global.

Como aplicagdo deste teorema, o leitor é encorajado a encontrar uma
nova demonstragdo de que hd apenas cinco sélidos platénicos.

Na maior parte deste livro, assumimos que as linhas usadas na decom-
posicdo de uma superficie em faces sdo entidades topoldgicas. Estas
podem contorcer-se arbitrariamente e criar faces muito disformes. Neste
capitulo, estamos concentrados na drea muito menos selvagem da geo-
metria. Idealmente, gostariamos que as faces fossem poligonos com lados
rectilineos. Numa superficie curva, é impossivel que as arestas sejam
segmentos de recta, e por isso vamos exigir que sejam curvas geodésicas.

No capitulo 10, introduzimos o conceito de geodésica numa esfera.
Nesse contexto, uma geodésica é qualquer segmento de um circulo

mdximo. Na verdade, podemos definir curva geodésica em qualquer
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superficie rigida. Uma geodésica é caracterizada por minimizar o compri-
mento — o caminho mais curto entre dois pontos sobre uma superficie,
é obtido deslocando-se ao longo de uma curva geodésica. A conhecida
expressdo «o percurso mais curto entre dois pontos é uma linha recta»
devia ser: «O percurso mais curto entre dois pontos é uma curva geo-
désica.» Na restante parte deste capitulo, vamos supor que as linhas ao
longo das quais decompomos as superficies sdo curvas geodésicas, o que
faz com que as faces sejam poligonos geodésicos.

Uma das vantagens de trabalhar com poligonos geodésicos é que
podemos medir os dngulos nos vértices. As arestas estdo curvadas, mas
quando ampliamos um dos vértices com um microscépio potente {figu-
rativamente falando), as arestas que nele incidem aparentam ser linhas
rectas, e por isso podemos medir os angulos.

Os tridngulos no plano obedecem ao teorema dos 180° mas numa
superficie tipica, este teorema ndo é aplicdvel. Recorde-se que Harriot e
Girard provaram que a soma dos dngulos internos de um tridngulo geo-
désico numa esfera excede 180° (capitulo 10). Ha outras superficies, tais
como superficies em forma de sela, onde a soma dos angulos internos de
certos tridngulos geodésicos é inferior a 180° (ver figura 20.9).

Assim, podemos definir o excesso angular e o défice angular de um
triangulo geodésico como a quantidade que a soma dos dngulos internos
desse tridngulo difere daquela soma para um tridngulo no plano. Isto &,
o0 excesso angular de um tridngulo geodésico com angulos internos a, b e
cé@a+b+c)-m Se(a+b+c)-nfor negativo, dizemos que o tridngulo
tem um défice angular.

Da mesma forma, podemos definir o excesso angular ou défice angular
de um poligono geodésico com n lados. Pelo teorema dos dngulos inter-
nos, a soma dos angulos internos de um poligono de 1 lados no plano é
(1 - 2)r. Assim, o excesso angular de um poligono geodésico cujos angu-
los interiores medem a,, a,, ..., a, é (a, + a,++ +a ) - (n-2)m.

E importante ndo confundir esta definigao de excesso e défice angular
para superficies decompostas em poligonos geodésicos, com a curvatura
angular nos poliedros. Um poliedro tem uma curvatura angular nos seus
vértices, mas é nas faces poligonais geodésicas que temos o excesso ou
défice angular, no caso das superficies. No entanto, como podemos ver
na abordagem seguinte, estes conceitos estdo intimamente relacionados.

Peguemos num pedago de plasticina e construamos um octaedro.
Cada face é um tridngulo equildtero, de modo que a curvatura angular
em cada vértice é 2n — 4(n/3) = 2n/3. Como hé seis vértices, a curvatura
angular total é 6(2n/3) = 4, tal como garantido pela férmula de Descartes.

250






Figura 20.11. Marcamos os componentes desta decomposicdo da superficie,
colocando 2nx em cada face, - em cada lado das arestas, e a medida de cada
dngulo nos vértices

angulares nos tridngulos. Da mesma forma, para qualquer decomposi¢do
de uma superficie em poligonos geodésicos, os vértices ndo apresentam
curvatura, mas as faces possuem excesso ou défice angular.

Para uma superficie dividida em vértices, arestas e poligonos geodé-
sicos, definimos o excesso angular total como a soma dos excessos angula-
res de todas as faces. Tal como a curvatura angular total de um poliedro
estd relacionada com o seu namero de Euler (férmula de Descartes), o
excesso angular total de uma superficie estd relacionado com o niimero
de Euler. Temos o seguinte andlogo da férmula de Descartes, para super-
ficies.

TeorEMA DO EXCESSO ANGULAR PARA SUPERFICIES
O excesso angular total para uma superficie S é 2m(5).

Chegados aqui, a demonstragdo deste teorema jd deve parecer familiar.
Seja S uma superficie decomposta em vértices, arestas geodésicas e poli-
gonos geodésicos. Decoremos a superficie colocando 2n no centro de cada
face, — ® em cada lado de cada aresta geodésica, e a medida dos angulos
internos em cada vértice (ver figura 20.11). Se somamos estas quantidades
numa face de s lados, com angulos internos a,, 4,, ..., 2, obtemos o excesso
angular da face,

2 - nm+ (@, + +a)=(a ++a)-(n-2)mn
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Assim, a adigdo de todas as quantidades por toda a superficie dd-nos
o excesso angular total de S.

Por outro lado, para esta soma, cada vértice contribui 2m, cada aresta
contribui -2, e cada polfgono geodésico contribui 25. Somando todos os
valores obtemos 2nV — 2nA + 2nF = 2mx(P), e temos o resultado preten-
dido.

A férmula de Descartes e o teorema do excesso angular sdo dois belos
teoremas que exibem formas pelas quais a topologia pode influenciar a
geometria. No préximo capitulo, veremos outro exemplo relacionado.
Usando a definigdo apropriada de curvatura, vamos mostrar que a curva-
tura total, ndo de um poliedro, mas desta vez de uma superficie, depende
da topologia da superficie, e que esta dependéncia estd, novamente, inti-
mamente relacionada com a caracterfstica de Euler da superficie.
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Capitulo 21

A Topologia das Superficies Curvas

Se outros tivessem reflectido sobre as verdades matemdticas de forma
tdo profunda e tdo continuada quanto eu, teriam feito as minhas desco-
bertas.

— Carl Friedrich Gauss'

Um dos temas mais fundamentais no estudo da geometria das curvas
planas ¢ a curvatura. A curvatura num ponto x de uma curva plana é um
nuimero, k, que mede quao apertada é essa curva em x — mede a «rapi-
dez» com que os vectores tangentes mudam de direccdo nesse ponto.
Em termos gerais, dado um vector 7, normal a uma curva no ponto x,
se a curva se vira no mesmo sentido de 7, entdo k > 0; quando gira para
o lado oposto tem-se k < 0, e se ndo curva ou a curva muda de sentido,
k = 0 nesse ponto (ver a figura 21.1). Quanto mais acentuada for a curva,
maior (em valor absoluto) serd a curvatura k.

Pelo teorema da curva de Jordan, uma curva fechada simples no
plano tem uma regido interior e outra exterior. Assim, podemos esco-
ther vectores normais ao longo de toda a curva, e conseguimos garan-
tir que todos eles apontam para o interior, por exemplo. Desta forma,
podemos calcular a curvatura em todos os pontos da curva. Normal-
mente, a curvatura varia de ponto para ponto (ver figura 21.2). E pos-
sivel «somar» a curvatura ao longo de toda a curva de modo a obter a
curvatura total. Os detalhes deste processo estdo para além do &mbito
deste livro, mas um estudante de cdlculo deve reconhecer que, dado
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estamos a «<somar» as taxas de variacdo dos vectores tangentes, a curva-
tura total é entdo a variagéo total das direc¢bes tangentes, ou seja 2.

Podemos também pensar neste teorema como outra generalizagdo do
teorema dos dngulos externos para poligonos. Um poligono ndo tem cur-
vatura nenhuma ao longo dos seus lados, e adquire toda a sua curvatura
nos vértices, na forma de angulos exteriores. A curvatura total, medida
como a soma desses dngulos, é entdo 2.

Agora vamos passar das curvas para as superficies. Como estamos a
estudar propriedades geométricas das superficies, devemos assumir que
as superficies sdo rigidas, e ndo de borracha como eram as nossas super-
ficies topol6gicas. Mas também assumimos que as superficies sdo suaves,
sem arestas cortantes ou cantos afiados.

Assim, tal como fizemos para as curvas no plano, vamos investigar
a curvatura das superficies no espago tridimensional. Novamente, esco-
lhemos um vector 7, normal a superficie num dado ponto x. Depois,
consideramos um plano que passa através do ponto x e é paralelo a 7
A interseccdo da superficie com o plano é uma curva, pelo que podemos
calcular a sua curvatura. Tipicamente, a curvatura destas curvas de inter-
secgdo serd diferente para diferentes planos que passam por x. O maior
destes valores de curvatura, bem como o menor, k, e k,, respectivamente,
sdo chamados as curvaturas principais da superficie no ponto x (ver figura
21.3). Em 1760, Euler provou que as curvaturas principais ocorrem para
planos perpendiculares entre si’.

Era deste modo que os ge6metras mediam a curvatura das super-
ficies, até Gauss ter feito uma modificagdo simples, mas crucial. Mul-
tiplicou as curvaturas principais para formar um tnico valor de
curvatura, a que agora se chama a curvatura gaussiana, ou curvatura
escalar: k = kl kz. Esta operagao aparentemente trivial, que encerra menor
informacgdo do que as duas curvaturas principais em separado, produ-
ziu um valor numérico fundamental na compreensdo da curvatura das
superficies.

Parecendo surpreendente, a maioria dos grandes matemaéticos néo foi
crianga-prodigio; o seu génio necessitou de crescer e amadurecer, tendo-
-se manifestado em fases posteriores da vida. No entanto, desde cedo
ficou claro que Gauss tinha uma habilidade excepcional para a matema-
tica. Nasceu em 1777 em Brunswick, na Alemanha. Com apenas trés anos
de idade, Gauss chocou o seu pai, Gerhard, ao apontar um erro aritmético
nos seus livros de contabilidade. Nos sdbados posteriores, Gauss sentar-
-se-ia numa cadeira a ajudar o seu pai.
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dentro dos quarenta e oito estados inferiores. Vamos encontrar o problema
oposto para superficies com curvatura negativa. Se f6ssemos cortar um
pequeno disco de uma superficie em forma de sela, haveria muita drea nas
extremidades para que pudéssemos achatar o disco em cima de uma mesa.
O bordo externo do disco iria dobrar-se e formar rugas.

Podemos explorar a relagdo entre a curvatura, drea e excesso angular
para obter uma definicdo alternativa da curvatura de Gauss. Conside-
remos um tridngulo geodésico A contendo o ponto x, e com angulos
internos a4, b e c. O excesso angular deste tridngulo, E(A) =a+b+c-m, é
uma boa medida da curvatura em x. O problema é que, como jd notdmos,
a medida que o tridngulo fica menor, E(A) vai-se aproximando de zero.
Isto sugere que devemos escalar o excesso angular pela 4rea. Em vez de
trabalhar com a quantidade E(A) vamos usar E(A)/ A(A), onde A(A) é a
drea do tridngulo A. Pode mostrar-se rigorosamente que, 2 medida que
se diminui A até x, a quantidade E(A)/A(A) aproxima-se da curvatura
gaussiana no ponto x.

Em termos da presente formulagao, a curvatura de Gauss € particular-
mente fécil de calcular para superficies de curvatura constante. Como a
curvatura € constante, em qualquer ponto vale simplesmente E(A)/ A(D),
onde A é qualquer tridngulo geodésico (ndo precisamos de fazer o tridn-
gulo reduzir-se a um ponto). Por exemplo, seja A um octante de uma esfera
de raio r. Este tridngulo tem trés angulos rectos, pelo que tem um excesso
angular de E(A) = 3(n/2) - & = 7/2 e a sua &rea é A(A) = (1/8)4nr* = /2.
Assim, em qualquer ponto da esfera, a curvatura gaussiana é (/2)/ (nr?/2) =
1/r2. Isto mostra que, a medida que o raio da esfera aumenta, a sua curvatura
diminui. De facto, é facil identificar a curvatura de uma bola de bilhar, mas
ndo € tdo facil detectar a curvatura da Terra.

H4 outra interessante conclusdo que podemos extrair desta defini¢do
da curvatura gaussiana. Consideremos uma folha de papel repousando
em cima de uma mesa. E evidente que tem curvatura gaussiana nula. Se a
enrolarmos formando um cilindro, a geometria foi alterada, mas a curva-
tura de Gauss continua a ser zero. Por mais que tentemos, nunca seremos
capazes de transformar a folha de papel numa superficie esférica, curvada
positivamente, ou numa superficie em forma de sela, de curvatura nega-
tiva. A folha de papel manterd a sua curvatura nula, independentemente
da forma como a deformarmos. Em linguagem mais técnica, neste exem-
plo, podemos alterar a curvatura extrinseca da folha de papel, mas nunca
seremos capaz de mudar a sua curvatura intrinseca.

As duas curvaturas principais k, e k, medem a curvatura extrinseca
de uma superficie — elas dependem da maneira como a superficie estd
contida no espaco tridimensional. Uma folha de papel tem k =k, = 0,
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mas para um cilindro, vamos ter ou k, ou k, ndo nulos. As curvaturas
principais sdo extrinsecas, uma vez que os habitantes da superficie nao
as poderiam calcular, fazendo apenas medigbes ao longo da superficie.
Esses habitantes teriam que se afastar da superficie, e examinar de que
forma estd posicionada no espago ambiente. Como a curvatura de Gauss
é o produto das duas curvaturas principais, k = k k,, também k é uma
medida da curvatura extrinseca.

Por outro lado, as medidas das &dreas e dos dngulos séo propriedades
intrinsecas de uma superficie, uma vez que podem ser determinadas por
um habitante vivendo na superficie. Para calcular estes valores, ndo temos
de colocar a superficie rigidamente no espago. As medidas da drea e angu-
los internos de um tridngulo desenhado na folha de papel ndo mudam,
mesmo se enrolarmos o papel num cilindro. Portanto, como podemos defi-
nir a curvatura gaussiana em termos daquelas quantidades, esta realmente
determina a curvatura intrinseca da superficie!

Foi Gauss quem pela primeira vez descobriu que o produto das duas
curvaturas principais extrinsecas produzia uma medida da curvatura
intrinseca da superficie. Reconhecendo a beleza desta sua descoberta,
deu-lhe o grandioso nome theorema egregium, ou seja, o teorema excelente.

Dado que a curvatura de Gauss é intrinseca, ndo é uma propriedade
tao rigida que obrigue o objecto a ficar imével no espago. No entanto,
também ndo é uma propriedade topolégica. Se o nosso pedago de papel
fosse simplesmente uma superficie topolégica (feito de borracha ou plasti-
cina), entdo poderfamos alterar drasticamente a sua curvatura e distorcer
completamente um tridngulo desenhado sobre ela.

Em 1827, Gauss demonstrou um outro importante teorema que ainda
explora mais profundamente a relagio entre curvaturas, dreas e o excesso
angular de poligonos geodésicos®. Tal como podemos calcular a curva-
tura total de uma curva fechada simples, Gauss pretendia calcular a cur-
vatura total de uma regido de uma superficie. No caso de uma superficie
de curvatura constante, este cdlculo é simples. Se a curvatura gaussiana
é k, entdo, a curvatura total para uma regiao R é k - A(R), em que A(R) é
a drea de R. Quando esta regido é um tridngulo geodésico A, a curvatura
total &, portanto, k - A(A) = [E(A) / A(A)] A(A) = E(A), que coincide com o
excesso angular do tridngulo.

O maravilhoso teorema de Gauss afirma que isto ainda é verdade para
tridngulos geodésicos em superficies cuja curvatura ndo é constante’.

" Mais precisamente, o teorema de Gauss-Bonnet local afirma que [,kdA =a+ b + ¢ -, onde
a, b e ¢ sdo os angulos internos do tridngulo geodésico A, e k é a curvatura de Gauss.
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TeoREMA DE GAUss-BONNET LocaL
A curvatura total de um tridngulo geodésico numa superficie é precisa-
mente o excesso angular desse tridngulo.

Por outras palavras, este teorema indica que a curvatura total de um
tridngulo geodésico A é a + b + ¢ — m, onde 4, b e ¢ sdo os seus angulos
internos.

O outro matematico cujo nome estd associado a este teorema é o geod-
metra francés Pierre Ossian Bonnet (1819-1892). Em 1848, Bonnet genera-
lizou o teorema de Gauss, provando uma versao, que ndo enunciaremos
aqui, vélida para regides cujos lados ndo s&o necessariamente geodésicos®.
Desta forma, Gauss foi capaz de calcular a curvatura total de qualquer
tridngulo geodésico, enquanto Bonnet conseguiu determinar a curvatura
total de qualquer regido limitada numa superficie.

Surpreendentemente, nem Gauss nem Bonnet se questionaram sobre o
que, para nds, parece ser uma pergunta natural: qual é a curvatura total
de toda a superficie? Eles nem sequer quiseram determinar a curvatura
total de uma esfera. E simples calcular a curvatura total de uma superfi-
cie combinando o teorema local de Gauss-Bonnet e o teorema do excesso
angular (por razdes técnicas temos que exigir que as superficies sejam
orientaveis).

Primeiro, decompomos uma superficie em tridngulos geodésicos. Pelo
teorema de Gauss-Bonnet local, a curvatura total de cada um dos tridn-
gulos é o seu excesso angular. Assim, a curvatura total de uma superficie
fechada S é o excesso angular total da superficie, que sabemos ser 2mx(S).
Isto é o que hoje designamos por teoreina de Gauss-Bonnet global’.

TreoreMA DE GAuss-BoNNET GLOBAL
A curvatura total de uma superficie orientdvel 5 é 2mx(S).

De forma geral, o teorema de Gauss-Bonnet global mostra que, se esti-
carmos e puxarmos uma dada superficie topolégica, poderemos alterar a
sua curvatura local, mas a curvatura total ndo se altera. Quaisquer novas

" Tal como acima, o teorema de Gauss-Bonnet global afirma que a curvatura total de uma
superficie § é f_ k dA = 2ax(S).
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Capitulo 22

Navegando em n Dimensdes

Lisa — Onde estd o meu pai?

Professor Frink — Bem, deveria ser 6bvio mesmo para o individuo menos
iluminado com um diploma avangado em topologia hiperbolica que Homer
Simpson caiu na terceira dimensio ... {desenhando num quadro negro]
Aqui temos um quadrado simples

Chefe Wiggum — Ei, ei. Mais devagar, cabega-de-ovo!

Professor Frink — mas suponhamos que estendemos o quadrado além
das duas dimensdes do nosso universo, ao longo do hipotético eixo dos z,
assim [todos engolem em seco]. Isto forma um objecto tridimensional que
¢ conhecido como «cubo», ou como «Frinkaedro» em homenagem ao seu
descobridor.

—The Simpsons, «Treehouse of Horror, VI»

Até agora, os objectos topolégicos considerados tém sido curvas ou
superficies — objectos que sido localmente unidimensionais ou bidimen-
sionais, e que vivem em espagos de dimensao 2, 3 ou 4. As superficies sdo
a generalizagado topoldgica dos poliedros, e a férmula de Euler para polie-
dros foi generalizada dando lugar ao nimero de Euler para superficies.
Chegados aqui, é natural que se pergunte o que podemos dizer sobre as
formas topolégicas de dimensdo superior. Como sdo elas? Serd que existe
um nidmero de Euler também para elas?

Como veremos no capitulo 23, Poincaré definiu o nimero de Euler
para espagos topoldgicos de dimensdes superiores, e provou que é um
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Como vivemos num mundo tridimensional, é-nos facil conceber as
dimensdes 0, 1, 2 e 3. A quarta dimensao, e as dimensdes superiores estdo
fora do alcance da nossa experiéncia quotidiana. Quando investigdmos
chapéus cruzados, garrafas de Klein, e planos projectivos, reconhecemos
a necessidade de uma quarta dimensdo. Embora nio seja facil de imagi-
nar este salto para a quarta dimensao, ndo é muito dificil visualizar estas
superficies. Afinal de contas, estas superficies em espagos de dimensdo
quatro vivem, quase na sua totalidade, em trés dimensdes. As entidades
topolégicas que precisam mais do que um pequeno desvio na quarta
dimens&o sdo outra histéria.

E comum ouvir-se dizer que o tempo é a quarta dimensio. Esta pers-
pectiva é devida a Joseph-Louis Lagrange e tem sido difundida desde
1788'. O tempo é uma quantidade com a qual estamos familiarizados, e
pode ajudar a obter uma nogdo sobre o espag¢o de 4 dimensdes. Mas hd
um lado negativo. Nao podemos ignorar a chamada «seta do tempo». As
trés dimensdes fisicas que experimentamos ndo tém nenhuma direc¢do
privilegiada. Uma particula pode mover-se para trds e para a frente ao
longo de uma linha sem contradizer as leis da fisica. No entanto, essa
mesma particula ndo pode ir para a frente e para trds no tempo. Hé algo
inerentemente diferente acerca do tempo, que contrasta com as outras trés
dimensdes. Em geral, ndo queremos que a nossa quarta dimensdo tenha
csta propriedade restritiva.

Na pratica, os espagos de dimensdo superior aparecem naturalmente.
A previsdo do movimento de uma nave espacial requer seis dimensées —
trés dimensdes para a sua posicdo e trés dimensdes para a sua velocidade.
Para identificar as posi¢des e velocidades do Sol, da Terra e da Lua, pre-
cisamos de dezoito dimensdes. Um modelo financeiro de um economista,
um estudo populacional de um ecologista, e a teoria quantica de um fisico
podem possuir um elevado nimero de varidveis (cada uma das quais
contribuindo com uma dimensdo). De um ponto de vista estritamente
matemadtico, podemos acrescentar tantas dimensdes quantas necessdrias.

Independentemente da interpretacdo do nosso espago de muitas
dimensdes, na nossa abordagem vamos supor que todas as dimensdes
sd0 reais, no sentido em que sdo todas como uma das trés dimensées do
espaco ffsico. Nao estamos a afirmar que existem mais do que trés dimen-
soes fisicas. Talvez existam, talvez ndo (os fisicos que estudam a teoria
das cordas alegam que existem pelo menos dez dimensdes). Do ponto de
vista matematico, isso é irrelevante.

Denotamos o espago euclidiano de dimenséo »n por R”. R' é o conjunto
dos nimeros reais — a linha que representa os nimeros que estudamos
na escola. Cada ponto desta linha pode ser representado por um tnico
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na figura 22.3, um k-simplice é a figura k-dimensional determinada por
exactamente k + 1 pontos. Um 0-simplice é um ponto, um 1-simplice é
um segmento de recta, um 2-simplice é um tridngulo, um 3-simplice é
uma pirdmide triangular, e assim por diante. Num complexo simplicial,
assumimos que quando dois simplices vizinhos se intersectam, esta unido
é feita ao longo de simplices de menor dimensao (repare-se que, tal como
os poliedros de Hessel [capitulo 15] ndo eram superficies, nem todos os
complexos simpliciais sdo variedades).

Uma outra forma que Poincaré usou para descrever variedades foi
generalizando a construcéo de Klein das superficies. Tal como Klein cons-
trufa superficies colando os lados, dois a dois, de certos poligonos, Poin-
caré criou n-variedades colando as «faces» de poliedros n-dimensionais.
Obtemos um toro quando colamos os lados opostos, sem tor¢des, de um
quadrado. Do mesmo modo, construimos um 3-toro (o andlogo tridimen-
sional de um toro) colando os lados opostos de um cubo aos pares e sem
tor¢des (ver figura 22.4). Um 3-toro é um exemplo de uma 3-variedade
fechada orientdvel.

A definigdo abstracta de variedade ndo especifica onde a variedade
«vive». Fomos capazes de definir e compreender as propriedades da
garrafa de Klein, sem nos preocuparmos em saber que ndo podia existir
em R3 Podemos perguntar: dada uma n-variedade genérica, é sempre
possivel coloca-la nalgum espago euclidiano, R”, de modo a ndo ter auto-
-intersec¢des? Nesse caso, qudo grande tem que ser o valor de ? Hassler
Whitney mostrou que qualquer n-variedade pode ser colocada nalgum
espago euclidiano de dimensdo, no maximo, 2n. Isto tornou-se conhecido
como o teorema do mergulho de Whitney.

No capitulo 17, aborddmos o teorema de classificacdo das superfi-
cies. Todas as superficies sdo esferas as quais colamos algas ou esferas
com chapéus cruzados. £ razodvel perguntar se é possivel classificar
n-variedades para n superior a dois. Acontece que este ¢ um problema
extremamente dificil. No capitulo 17, afirmdmos que a dimensdo de uma
n-variedade é um invariante topolégico, que é impossivel, por exemplo,
uma 5-variedade ser homeomorfa a uma 7-variedade. No entanto, até isto
foi um resultado dificil de justificar. Foi somente em 1911 que Brouwer
provou o teorema da invaridncia de dimensdo?, que afirma que R"” nédo é
homeomorfo a R™ quando m = n. Mais tarde, vamos encontrar uma das
questdes de classificagdo mais famosas, e cuja solugdo correcta vale 1
milhdo de délares.

A importancia deste problema de classificagio ndo deve ser subesti-
mado. Uma das questSes bdsicas em aberto é: qual a forma do universo?
Pondo os fisicos que trabalham em teorias de cordas de lado, vivemos
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aparentemente num gigantesco universo tridimensional, uma 3-varie-
dade (presumivelmente sem bordo!). Quais sdo as propriedades desta
variedade? E o seu didmetro finito, ou prolonga-se para sempre? E topo-
logicamente o mesmo que R? ou tem algumas caracteristicas topolégicas
ndo triviais? Ainda mais bizarro, podemos perguntar se o universo é
orientdvel. Seria possivel que um astronauta destro voasse para longe da
Terra e regressasse canhoto?

Agora que temos a nogdo de variedades de todas as dimensdes, é
natural perguntar se podemos aplicar-lhes uma férmula de Euler. Para
isso, devemos regressar aos poliedros. Cauchy foi o primeiro a vislum-
brar a generaliza¢ao da férmula de Euler para dimens&es superiores®. No
mesmo artigo em que prova a férmula de Euler, projectando os poliedros
num plano, também enuncia e demonstra um analogo de dimensao supe-
rior desta férmula. Ele afirmou que se tivermos vértices, arestas e faces
inseridos no interior de um dado poliedro convexo, de modo a dividi-lo
em S outros poliedros convexos, e se o nimero total de vértices, arestas
e faces (incluindo aquelas situadas no interior do poliedro subdividido)
sdo V, A e F, respectivamente, entdo

V-A+F-S5=1.

Para ilustrar este teorema de Cauchy, consideremos as decomposi¢des
do octaedro e do cubo na figura 22.5. Uma nova face no interior do octae-
dro divide-o em dois poliedros, pelo que S = 2. Ha 6 vértices, 12 arestas e
9 faces. Como afirmado por Cauchy, 6 - 12 + 9 - 2 = 1. Da mesma forma,
o cubo estd dividido em trés poliedros com um total de 12 vértices, 22
arestas e 14 faces, e temos 12-22 + 14 -3 =1.

Em 1852, Ludwig Schlifli descobriu uma versdo da férmula de Euler
que se verifica para poliedros convexos de qualquer dimensdo, mas o
seu trabalho ndo foi publicado na integra antes de 1901, e até entdo os
seus resultados jd tinham sido também redescobertos por outros*. Supo-
nhamos que P é um poliedro n-dimensional com b0 vértices, b, arestas, b,
faces e, em geral, b, faces de dimensdo k'. Schléfli imaginava estes poliedros
n-dimensionais como conjuntos ocos delimitados por faces de dimensao
n — 1 — o que, neste caso, significa que b, = 0. Podemos entado definir a

" Por conveniéncia, estamos a generalizar a defini¢do de face, de modo a chamar uma face
de dimensdo 0 a um ponto, e face de dimensdo 1 a uma aresta. Assim, as faces usuais serdo
chamadas faces de dimensdo 2, uma fase de dimensdo 3 serd um subpoliedro tridimensional, e
assim por diante. (N. do T.)
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N&o € clara a razdo pela qual ele nunca ganhou o seu lugar na his-
téria. O seu pedigree académico era excelente. Foi estudante de doutora-
mento de Gauss, e permaneceu no circulo intimo do seu mentor até ao
dia da sua morte (de facto, Listing estava presente no momento da sua
morte). Durante oito anos foi vizinho de Riemann (surpreendentemente,
nao hd nenhuma evidéncia de colaboragdo ou de conversa significativa
entre estes dois matemaéticos, que tanto poderiam ter compartilhado. Foi
sugerido que Listing poderia ter tido receio que a tuberculose que havia
devastado a familia de Riemann fosse contagiosa®). Listing fez igual-
mente importantes contribui¢Ses nalgumas dreas da ciéncia, tal como
a optica. Ele deu nome a vdrios outros termos além da topologia, que
subsistiram até hoje, tal como «micron», a unidade de um milionésimo
de um metro.

Talvez a sua falta de visibilidade se deva as suas caracteristicas pes-
soais. Embora fosse uma pessoa socidvel e amavel, sofria de psicose
maniaco-depressiva, estava sempre em dificuldades financeiras devido
a dividas excessivas, e a sua esposa esteve vdrias vezes em conflito com a
lei. Talvez tenha sido também o seu espirito inquieto que o afastava
da matemdtica por vezes durante vdrios anos, as suas mds decisdes de
carreira, ou a sua recusa em jogar os jogos politicos do meio académico.
Também pode ter sido a sua forma de apresentar a matemdtica. A sua
escrita foi sempre muito focada nos detalhes, tornando dificil perceber a
importancia e profundidade da matematica que descobriu.

Listing escreveu duas monografias sobre topologia, uma em 1847 e
outra em 1861°. A primeira, chamada Topologie, que foi mencionada ante-
riormente, consistia principalmente nas suas reflexdes sobre a topologia.
A segunda, com o longo titulo de Der Census rdumlicher Complexe oder
Verallgemeinerung des Euler'schen Satzes von den Polyedern (O Censo de
complexos espaciais ou a generalizagdo do Teorema de Euler para polie-
dros), continha as suas generaliza¢bes da férmula de Euler para objectos
tridimensionais ndo convexos. Em 1884 P. G. Tait lamentou-se de que os
escritos de Listing sobre topologia ainda ndo tivessem sido resgatados da
sua obscuridade muito imerecida e publicados na roupagem da lingua
inglesa, especialmente quando tantas coisas relativamente menos tteis,
ou pelo menos ndo tdo dignas, tenham jd assegurado essas honras’.

No Census, Listing abandonou a visdo poliédrica rigida destas formas;
em vez disso, deu ao problema um tratamento topoldgico. Listing tam-
bém contava o ndmero de vértices, arestas, faces e regides (tridimensio-
nais), mas permitia que estas entidades tivessem topologia néo trivial,
ou cyclosis (como ele a chamava). Por exemplo, ele contava uma circunfe-
réncia como uma aresta e uma esfera como uma face, mas alterava estes
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superficie®. Uma superficie (com ou sem bordo) tem niimero de conectivi-
dade n, ou é n-conexa’, se 1 é o maior nimero de cortes que se pode fazer
sem desconectar a superficie”. Se a superficie tem bordo, entdo os cortes
devem comegar e terminar nalguma parte desse bordo. Se a superficie ndo
tem bordo, entdo o primeiro corte deve comegar e terminar no mesmo
ponto (e a partir daqui, a superficie passa a ter bordo).

Na figura 22.7 ilustramos trés superficies com bordo: um cilindro,
um disco com trés buracos e uma banda de M&bius. As linhas tracejadas
representam os cortes. O cilindro e o disco com buracos tém nimeros de
conectividade 1 e 3, respectivamente. O trabalho de Riemann sobre os
nimeros de conectividade antecede a descoberta, por Mobius, das super-
ficies ndo orientdveis, mas podemos calcular os niimeros de conectividade
para superficies ndo orientdveis exactamente da mesma forma que para
as orientdveis. Assim, a banda de Mo6bius é 1-conexa.

A superficie fechada mais simples é a esfera. Qualquer corte ao longo
de uma curva fechada ird desconectar a esfera. Por isso, ela é 0-conexa.
Se cortarmos um tore a volta da sua circunferéncia menor, ele transforma-
-se num cilindro. Podemos entdo cortd-lo uma segunda vez ao longo do
comprimento do cilindro, obtendo um rectangulo. O nimero de conecti-
vidade do toro é entdo 2. Da mesma forma, podemos calcular os nimeros
de conectividade de outras superficies. O duplo toro é 4-conexo, o plano
projectivo é 1-conexo e a garrafa de Klein é 2-conexa.

Embora possa parecer que o nimero de conectividade é um novo e
importante invariante topolégico, na verdade é o niimero de Euler de
forma disfar¢ada. O leitor astuto deve ter reparado na rela¢do entre o
numero de conectividade e o género para superficies fechadas orientéveis.
De facto, Riemann também reparou neste facto — o ntiimero de conec-
tividade é simplesmente o dobro do género. Se soubermos apenas um
dos invariantes: género, niimero de Euler ou o ntimero de conectividade,
entdo saberemos os outros dois.

Vamos ser mais precisos sobre a relagao entre o nidmero de conectivi-
dade e o nimero de Euler. Imagine que antes de efectuar os cortes, dese-
nhamos linhas tracejadas ao longo das linhas de corte numa superficie
n-conexa, S. Isto dd-nos uma decomposi¢do muito simples da superficie.
Por simplicidade, podemos supor que cada corte comega e termina no
mesmo ponto, de modo a que V = 1. No final dos nossos cortes, ficamos

" Hoje em dia, o termo n-conexo tem um significado semelhante, mas distinto.

" Na verdade, o niimero de conectividade definido por Riemann era uma unidade superior
ao que definimos aqui, mas vamos manter esta definigdo para ser consistente com a terminologia
moderna.
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rios um tanto complicados) para cada inteiro m < n. Isto d4 um nidmero
de conectividade b, para cada m de 0 a n. Nesta notagdo, b, ¢ o numero de
conectividade de Riemann.

Betti provou que estes I eram invariantes topoldgicos da variedade.
No entanto, trabalhar com variedades de grande dimens&o torna-se com-
plicado, e mais tarde ficou manifesto que havia erros subtis presentes
nos argumentos e nas defini¢gdes de Betti. No entanto, o trabalho de Betti
representou um passo extremamente importante para a compreensdo da
topologia das variedades de dimenséo 7.

Foi Henri Poincaré quem tomou como objectivo corrigir as falhas de
Betti. Poincaré fez isso e muito mais.
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Capitulo 23

Henri Poincaré e o Desenvolvimento
da Topologia

Os padrdes de um matemdtico, tal como os de um pintor ou de um poeta,
tém que ser belos; as ideias, tal como as cores ou as palavras, devem
encaixar-se de forma harmoniosa. A beleza é o primeiro teste: ndo hd, neste
mundo, lugar permanente para a matemdtica feia.

— G. H. Hardy!

Se considerarmos que os teoremas de Euler sobre as pontes de Konigs-
berg e os poliedros marcam o nascimento da topologia, e as contribuigdes
de Listing, M&bius, Riemann, Klein e outros matematicos do século xix
representam a adolescéncia da topologia, entdo a sua maturidade é assi-
nalada pela obra de Henri Poincaré. Antes desta, havia teoremas que
agora classificamos como topolégicos, mas foi apenas nos derradeiros
anos do século xix que Poincaré sistematizou esta drea.

Analisando a totalidade do seu trabalho, encontramos um tema comum:
a sua visdo topoldgica da matemdtica. Talvez essa abordagem qualitativa
do assunto tenha resultado da sua aversdo a (ou, como ele dizia, pela sua
dificuldade em) realizar cdlculos matemadticos. Talvez fosse uma resposta
a sua notdria falta de talento artistico (recordemos que ele chamava a geo-
metria «a arte de raciocinar correctamente sobre figuras mal desenhadas»).
Independentemente da razdo, Poincaré chegou a reconhecer este trago
comum, tendo escrito: «Todos os problemas sobre os quais trabalhei me
conduziram a Analysis Situs’.»
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Poincaré referia-se ao artigo seminal de 123 pdginas Analysis Situs®> que
escreveu em 1895. Na década seguinte produziu mais cinco inovadoras
continuagdes deste trabalho, ou complementos, como lhes chamou®.
Acerca destes seis artigos, Jean Dieudonné escreveu:

Como em muitos dos seus trabalhos, ele deu rédea solta aos seus
poderes criativos e & sua extraordindria «intui¢do», que s6 muito rara-
mente o traiu; em quase todas as sec¢des hd ideias originais. Mas nao
devemos procurar defini¢gbes precisas, sendo muitas vezes necessario
adivinhar o que ele tinha em mente, interpretando o contexto. Rela-
tivamente a muitos resultados, ele simplesmente ndo deu nenthuma
demonstragdo, e quando se dedicava a escrever uma prova, quase
ndo hd argumentos que nado levantem ddvidas. O artigo representa
realmente um modelo para futuros desenvolvimentos destas ideias
completamente novas, pois cada uma delas exigiria a criacdo de uma
nova técnica para ficar colocada em base sélida®.

Imaginemos um Johnny Appleseed” da matematica, vagueando por
uma terra estéril, espalhando sementes que mais tarde se transformardo
em drvores repletas de frutos. Ndo é exagerado dizer-se que praticamente
toda a investigacdo em topologia até ao inicio da década de 1930 derivou
do trabalho de Poincaré.

Um dos seus contemporéaneos escreveu: «No dominio da Analysis Situs,
Poincaré deixou-nos recentemente uma abundéncia de novos resultados,
mas que, ao mesmo tempo, levantam uma abundancia de novas questoes
que ainda aguardam tratamento®.» Algumas lacunas e imprecisGes nos
argumentos de Poincaré eram importantes, e tardaram a ser resolvidas.
A abordagem intuitiva do tema levada a cabo por Poincaré e pelos seus
antecessores precisava de ser apoiada por argumentos matematicos s6li-
dos. Os padrdes e métodos rigorosos de demonstragdo apareceram na
topologia por volta de 1910 e demoraram vdrias décadas até se construir
uma estrutura sélida para fundamentar os artigos de Poincaré.

Uma das muitas contribui¢des importantes de Poincaré foi a invengio
do conceito de «<homologia». Poincaré apresentou uma forma engenhosa
de formalizar o estudo dos niimeros de conectividade de Riemann e as
generalizagbes de Betti para dimensdo superior. Actualmente, a homo-

" Johnny Appleseed ¢é a alcunha de John Chapman, lendério pioneiro norte-americano do
século xix, responsdvel por grandes plantagSes de macieiras em vérios estados norte-ame-
ricanos. (N. do T.)
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Desta forma, de acordo com a classificagdo de superficies, concluimos que
a esfera é a tnica superficie fechada simplesmente conexa. Todas as outras
tém um ndmero infinito de curvas fechadas nao triviais. Poincaré percebeu
que, embora seja incomportével considerar todos esses circuitos fechados, era
importante enumerar as curvas fechadas essenciais, ou seja independentes
e ndo-triviais, para cada superficie. Para as superficies orientaveis, chamou
a este nimero (que resulta ser finito) o primeiro niimero de Betti, em honra
de Betti. Para determinar esse nimero, definju uma curiosa aritmética no
conjunto das curvas fechadas, que se escreve tal como a adi¢io usual.

Em homologia, as curvas fechadas incluem uma orientagdo (um sentido
determinado para o seu percurso) e denominam-se ciclos. Assim, os ciclos
a e —a (o simétrico do ciclo a), embora representem a mesma curva fechada,
tém orienta¢des opostas. A soma de dois ciclos a e b é a unido desses dois
ciclos preservando as respectivas orientagdes, assim, @ + b e b + a represen-
tam o mesmo ciclo em homologia, ou com a notagdo que usaremos, a + b =
b + a. As vezes, podemos pensar em a + b como uma nova curva fechada.
De acordo com a nossa aritmética, podemos comegar por percorrer a curva
a, e depois a curva b, ou comegar por percorrer b, e depois a. Estritamente
falando, estas curvas sdo diferentes, mas elas representam o mesmo ciclo
em homologia. Dois ciclos com orientagdes opostas cancelam-se, de modo
que, por exemplo a + (—4) + b = b. Além disso, se o ciclo a pode ser defor-
mado para o ciclo b, entdo a = b.

Para melhor entender o funcionamento desta adi¢do, consideremos
os trés ciclos 4, b e ¢ do toro na figura 23.2. Como se pode ver, é possivel
deformar o ciclo ¢ de modo a coincidir com a curva fechada g, seguida do
circuito b. Assim, ¢ e a + b representam o mesmo ciclo, ou seja c = a + b.

Se esta operagdo é realmente como uma soma, deve haver um ciclo
que corresponde ao zero'. Qual serd o aspecto de um ciclo zero? O ciclo
zero mais natural serd aquele que pode ser reduzido a um ponto. Numa
superficie simplesmente conexa, concluimos entdo que todos os ciclos
sdo ciclos 0. Mas serdo estes, os ciclos topologicamente triviais, 0s tinicos
ciclos 0? Vamos ver que ndo. O circuito fechado w na figura 23.3 d4 uma
volta a «cintura» do duplo toro e pode verificar-se que ndo pode ser enco-
lhido por forma a reduzir-se a um ponto. No entanto, podemos deforma-
-lo continuamente até se transformar numa curva que percorre o ciclo #,
depois o v, seguidamente o —u, e finalmente o -v (note-se as orientagdes).
Portanto, w=u + v + (—u) + (-v) = 0.

*Um ciclo 0, para fazer o papel do namero zero, deve ter a propriedade de que,a +0=0 +
a = a para qualquer outro ciclo a. Em particular, para qualquer ciclo 4, o ciclo a + (1) é um ciclo
zero, ou seja a + {—1) = 0, de acordo com as operagdes descritas acima. (N. do T.)
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Tabela 23.2: A simetria dos niimeros de Betti

Variedade Niimeros de Betti: b, b, b, ..., b,
S 1,1

52 1,01

St 1,0 ..,01

Toro 1,2, 1

Duplo foro 1,4, 1

=
N

ks
—

Toro com g tiineis

Tal como o nimero de Euler é um invariante topolégico de superfi-
cies, a caracteristica de Euler-Poincaré é um invariante de n-variedades.
Para demonstrar isto, Poincaré provou algo ainda mais interessante. Ele
demonstrou que, se o niimero Betti de dimenséao k é b, entdo, para uma
n-variedade M,

xM)=b,—b +b,—+b.

Isto significa que, para calcular a caracteristica de Euler-Poincaré,
podemos deitar fora os coeficientes de torgdo, e tomar apenas a soma
alternada dos nimeros de Betti! Na tabela 23.1, podemos ver que esta
igualdade se verifica para os niimeros de Betti das superficies. Dado que
cada um dos b, é um invariante topolégico, entdo também o € a sua soma
alternada. Desta forma fica provado que a caracteristica de Euler-Poincaré
é um invariante topolégico.

Em 1895, Poincaré descobriu uma elegante relagdo simétrica entre os
ndmeros de Betti’. A sequéncia dos nlimeros de Betti de algumas varie-
dades estd indicada na tabela 23.2. Poincaré observou que os ntimeros de
Betti ocorrem aos pares, sendo que, para uma n-variedade, os primeiros
nimeros de Betti sdo iguais aos dltimos: by=b , b, =b, , etc. Isto tornou-se
o célebre teorema da dualidade de Poincaré.

TEOREMA DA DUALIDADE DE POINCARE
b,, .., b, sdo os nimeros de Betti de uma n-variedade fechada e
orientdvel, entdo b= b para todo i entre O e .

Seb

0’

* Podemos mostrar que, pela forma como s@o definidos, numa variedade de dimenséo #,
ou num n-poliedro, apenas podem ser nio nulos os niimeros de Betti desde o b a0 b,. (N. do T.)
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A matemdtica alemd Emmy Noether (1882-1935) levou a cabo uma
melhoria significativa das ideias de Poincaré. Noether, filha de um mate-
mdtico, teve um percurso notdvel dados os preconceitos que foi forcada a
superar. Ela era uma mulher no meio de uma drea dominada por homens.
Apenas em 1904 a Universidade de Erlangen permitiu a inscri¢do de
mulheres, e até esta data ela apenas podia assistir as aulas. Completou o
seu doutoramento em 1907. Em 1915, depois de comecar a espalhar-se a
sua reputacdo como matemadtica de primeira classe, Klein e David Hilbert
(1862-1943) conduziram-na para Gottingen, com a intengdo de a admitir
como professora na faculdade. Mas somente em 1919 foi autorizada a
ocupar esta posicdo; durante estes anos, as disciplinas que leccionou
eram anunciadas sob o nome de Hilbert, sendo Noether indicada como
assistente. Quando os nazis chegaram ao poder, a vida mudou para
muitos alemdes. Em 1933, a judia Noether foi forgada a deixar Géttingen
e mudou-se para Bryn Mawr College, nos Estados Unidos. Morreu dois
anos depois.

Noether é mais conhecida pelo seu trabatho pioneiro no campo da dlge-
bra abstracta. Em termos gerais, a dlgebra abstracta é o estudo de conjuntos
munidos com uma ou mais operagdes bindrias (sendo a adigdo, a multipli-
cacdo e 0s seus inversas, a subtracgdo e divisao, protétipos para operagdes
com outros tipos de objectos).

Até meados da década de 1920, a homologia tinha sido descrita em
termos dos nidmeros de Betti e dos coeficientes de torgdo. Foi necessério
que Noether usasse a sua aptiddo algébrica para reconhecer que havia
significativamente mais estrutura na homologia. Ela compreendeu que
o elemento-chave na homologia era a capacidade de somar e subtrair
ciclos. Focando-se sobre esta aritmética, observou que a homologia era
um caso particular de uma entidade algébrica chamada grupo, e que os
grupos de Betti, ou grupos de homologia como sdo agora chamados, eram a
forma certa de compreender a homologia. Na sua autobiografia, Pavel
Aleksandrov escreveu: «Lembro-me de um jantar na casa de Brouwer em
honra [de Noether], durante o qual ela explicou a definigdo dos grupos
de Betti de complexos, ideia que se espalhou rapidamente e transformou
completamente toda a topologia®.»

De repente, os topdlogos dispunham de um novo conjunto de ferra-
mentas que podiam usar. Todas as técnicas e teoremas da teoria dos
grupos ficaram a sua disposic¢do. Os teoremas profundos podiam ser pro-
vados sem ter que reinventar a roda. Os niimeros de Betti e os coeficientes
de torgdo safam desta mdquina de forma automadtica, e a invaridncia da
caracteristica de Euler-Poincaré tornou-se uma demonstragdo simples. No
artigo de Aleksandrov em memoria de Noether, ele escreveu:
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Hoje em dia, ndo ocorre a ninguém definir a topologia combinaté-
ria, de uma forma que ndo seja através da teoria dos... grupos; é, por
isso, de todo apropriado recordar que foi Emmy Noether quem primeiro
teve a ideia de tal construgdo. Ao mesmo tempo, ela percebeu como
se torna simples e transparente a prova da férmula de Euler-Poincaré,
fazendo um uso sistemdtico do conceito de grupo de Betti'.

Uma vez mais, percebemos a importédncia da fusdo de diferentes ramos
da matematica. Descartes usou a andlise para compreender a geometria.
Riemann e Poincaré usaram a topologia para aprofundar a anélise. Gauss
e Bonnet abordaram a topologia para melhor compreender a geometria.
Agora, os top6logos estavam a vontade para usar a dlgebra de modo
a aprofundar o estudo da topologia. Esta fertilizagdo cruzada tem sido
extremamente proveitosa.

A incorporagdo da dlgebra na topologia é tdo importante que toda esta
drea da topologia — praticamente toda a topologia que temos discutido
neste livro — é designada, actualmente, pelo termo Topologia Algébrica.
Nas décadas seguintes ao trabalho de Poincaré, a topologia algébrica
expandiu-se para além dos grupos de homologia, tendo passado a incluir
muitas outras estruturas algébricas. Hoje, a maioria dos topdlogos traba-
lha em topologia algébrica.
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Epilogo

O Problema que Vale
um Milhao de Délares

A matemdtica, vista de forma correcta, ndo contém apenas a verdade, mas
também a beleza suprema — uma beleza fria e austera, como a da escul-
tura, sem recurso a qualquer parte da nossa mais fraca natureza, sem o0s
belos enfeites da pintura ou da nuisica, mas sublimemente pura, e capaz
de uma perfeicio, como s6 a melhor arte pode apresentar.

— Bertrand Russell, «O estudo da Matematica»!

No século xx, a topologia cresceu até se tornar um dos pilares da mate-
madtica, e ocupar um lugar ao lado da geometria, da dlgebra e da andlise.
Muitos matemdticos que nao se consideram topdlogos, usam a topologia
diariamente. E praticamente inevitével. Nos dias de hoje, exige-se 2 maio-
ria dos estudantes do primeiro ano de mestrado em matemadtica (segundo
ciclo) uma disciplina anual dedicada a topologia.

Uma forma de medir a importancia de uma drea académica é analisar o
conjunto de prémios e distin¢gdes por conquistas obtidas nessa disciplina.
Na&o existe um prémio Nobel na Matemdtica. O equivalente matemdtico
é a chamada medalha Fields. A medalha Fields é atribuida uma vez de
quatro em quatro anos desde 1936 (exceptuando o perfodo da II Guerra
Mundial). Em todos os Congressos Internacionais de Matematica, estas
medalhas sdo atribuidas, no maximo, a quatro notdveis matematicos com
menos de quarenta anos, que tenham dado um contributo excepcional
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para a matemadtica. Dos quarenta e oito contemplados até hoje, cerca
de um terco destes foram honrados pelo seu trabalho em topologia, e
contam-se ainda mais, se considerarmos as contribui¢des em dreas afins.

Um problema notdvel em topologia é, ele préprio, responsavel por
trés medalhas Fields. Foi um dos mais famosos problemas que estavam
em aberto no final do século xx — um problema tdo importante, e tdo
dificil, que a sua resolugdo garantia a quantia de 1 milhdo de ddlares ao
primeiro matemaético que o resolvesse. O nome deste exigente problema
é a conjectura de Poincaré.

O teorema da classificagdo de superficies € um dos teoremas mais
elegantes de toda a matemadtica. Afirma que todas as superficie sdo deter-
minadas exclusivamente pela sua orientabilidade, o seu nimero de Euler,
e o nimero de componentes do bordo. Obviamente, seria 6ptimo dispor
de um teorema semelhante para variedades de todas as dimensdes, mas
é uma tarefa muito dificil. E claro que, se existir uma tal classificagdo, a
mesma lista de invariantes nao serd suficiente, pois ja vimos que a carac-
teristica de Euler-Poincaré de todas as variedades de dimensdo impar
fechada ¢ igual a zero (capitulo 23).

Poincaré sonhou em classificar as variedades de dimenséo superior,
mas até a classificacdo das 3-variedades se revelou fora do seu alcance.
A conjectura de Poincaré constitui apenas o primeiro passo neste processo
de classificacdo.

A mais simples n-variedade fechada é a esfera de dimensao n, S".
Poincaré pretendia encontrar um teste simples para determinar se uma
determinada n-variedade era homeomorfa a §". Em 1900, ele pensou que
tinha encontrado um tal teste. Ele tinha mostrado que todas as n-varieda-
des que tinham a mesma homologia que 5" tinham que ser homeomorfas
a 5".2 A homologia da n-esfera é particularmente simples. Os respectivos
nuameros de Betti sdo 1, nas dimensdes n e 0, e sdo 0 em todas as outras
dimensées, sendo que nédo tém torgao.

Quatro anos mais tarde, descobriu que a sua demonstragdo estava
errada’. Ndo apenas descobriu o seu préprio erro, como encontrou um
notdvel contra-exemplo para a sua afirmagdo. Ele tinha concebido uma
3-variedade patolégica que tinha a mesma homologia que $°, mas ndo era
homeomorfa a S°. Ele concebeu esta variedade colando faces opostas de um
dodecaedro sélido, cada colagem ap6s uma torgdo de 36° no sentido hordrio.

Uma caracteristica interessante e surpreendente deste espago dode-
caédrico de Poincaré é que, embora o seu primeiro nimero de Betti seja
zero, nado é simplesmente conexo. Mais precisamente, todos os ciclos
sdo zero em homologia (capitulo 23), mas existem curvas fechadas na
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variedade de que ndo podem ser encolhidas até um ponto. Na figura 23.3
vimos um exemplo de um ciclo néo trivial no duplo toro que é zero em
homologia, mas no espago dodecaédrico todos os ciclos, mesmo os que ndo
podem ser reduzidos a um ponto, sdo triviais em homologia.

Com este exemplo exético, Poincaré percebeu que, contando apenas
com a homologia, ndo podiamos caracterizar as esferas S”, nem mesmo
a esfera S°. Entdo, abandonou a questdo geral para dimensao n, e con-
centrou-se nas 3-variedades. Ele suspeitava que, se numa 3-variedade,
todas as curvas fechadas fossem topologicamente triviais, entdo talvez
a variedade tivesse que ser homeomorfa a S° Este problema tornou-se a
famosa conjectura de Poincaré’.

A CONJECTURA DE POINCARE
Qualquer 3-variedade fechada e simplesmente conexa é homeomorfa a
3-esfera S

De facto, no artigo de Poincaré esta afirmagdo ndo foi apresentada
como conjectura, mas apenas como uma questdo em aberto. Ele nédo espe-
cificou qual seria a sua inclinagdo relativamente a resposta. A resolugéo
deste problema estaria ainda muito longe de significar a classificagdo de
todas as 3-variedades, mas seria um primeiro passo fundamental.

Todos gostamos de um bom desafio, mas serd dificil imaginar o grau
de dificuldade envolvido na conjectura de Poincaré. Esta conjectura
tornou-se parte de uma pequena lista de problemas — incluindo também
o teorema das quatro cores, o ultimo teorema de Fermat e a hipdtese de
Riemann — que atingiram um estatuto mitico. Tal como estes, a con-
jectura de Poincaré consumiu aqueles que trabalharam nela. Inimeros
jovens mateméticos entraram na «competi¢do». Tal como um jornalista
escreveu: «Os matemdticos falam da conjectura de Poincaré como Ahab
da Baleia Branca'.» A partir de 1904 muitos foram os que alegaram ter
encontrado uma demonstragdo. Até recentemente, todos os argumentos
tinham falhas — por vezes, erros subtis mergulhados no meio de centenas
de pédginas de matemdtica profunda.

Mais tarde, a conjectura foi generalizada a n-variedades — todas as
n-variedades que sejam semelhantes a n-esfera, em termos topolégicos,

" O capitao Ahab é uma personagem da histéria da baleia branca Moby Dick que vive obce-
cada com a sua captura. (N. do T.)
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devem ser homeomorfas a 5"". Esta generaliza¢do pode parecer ridicu-
lamente ambiciosa. Como poderemos provar isto para n = 100, se nao
fomos capazes de o provar para n = 3? Se eu ndo consigo levantar 80
quilos, como poderia pensar em levantar 200? Surpreendentemente, a
conjectura é mais facil para valores elevados de n! Acontece frequen-
temente que a topologia de baixa dimensido é mais complicada do que
a topologia de dimensdes superiores. Grosso modo, ter mais dimensdes
para se mover da mais liberdade para alterar uma dada configuragao,
evitando colisdes.

O brilhante jovem topdlogo Stephen Smale (n. 1930), da Universidade
da Califérnia em Berkeley forneceu a primeira prova da conjectura de Poin-
caré generalizada. Em 1960, verificou a conjectura para uma importante
classe de variedades de dimensédo n = 5, as chamadas variedades suaves®.

Smale é um personagem castico. Foi um duro critico da Guerra do
Vietname, e activo defensor da liberdade de expressdo. Os seus protestos,
que incluiram criticas a politica externa norte-americana numa visita a
Moscovo, valeram-lhe uma intimagdo pelo Comité de Actividades Anti-
-Americanas da Casa Branca. Mais tarde, foi posto em causa devido a
uma viagem de seis meses ao Brasil, paga pela National Science Founda-
tion. O conselheiro cientifico do presidente Johnson escreveu: «Este espi-
rito jovial convence os matemdticos a propor seriamente que o homem
comum, que paga 0s seus impostos, concorde em apoiar, com fundos
publicos, a criacio matemadtica nas praias do Rio de Janeiro’.»

A razdo para este apontamento surgiu da, agora famosa, citagdo de
Smale: «O meu trabalho mais conhecido foi feito nas praias do Rio de
Janeiro®.» Durante a sua estadia no Brasil, Smale ndo s6 demonstrou a
conjectura de Poincaré em dimensdes altas, mas também descobriu a
chamada ferradura de Smale, um modelo para sistemas dindmicos cad-
ticos.

Passados dois anos, os resultados de Smale para 1 > 5 tinham sido
generalizados para outras variedades, agora sem assumir a hipétese da
suavidade®. Chegou a parecer que 0s casos restantes iam suceder-se rapi-
damente. Mas pelo contrério, o progresso parou. O caso 1 = 4 foi resol-
vido apenas em 1982, com uma demonstragdo obtida pelo matemadtico
de trinta anos Michael Freedman, da Universidade da Califérnia, em Sdo
Diego™. Depois, o progresso parou novamente. Cada dimensdo era bem

* Usando a linguagem matemdtica, a conjectura de Poincaré generalizada afirma que, qual-
quer variedade homotopicamente equivalente a uma esfera ¢ homeomorfa uma esfera. A equiva-
léncia homotdpica é uma nogio extremamente importante em topologia, mas uma sua exposi¢do
sairia do Ambito deste livro. (N. do T.)
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mais dificil do que a anterior. O caso de dimensao 3, o da conjectura ini-
cial de Poincaré, mantinha-se impenetravel. Mais demonstragdes erradas
surgiam e desapareciam. O problema parecia insondével.

Em 1998, Smale publicou uma lista dos dezoito problemas mais impor-
tantes ndo resolvidos em matemaética!! (imitando a célebre lista de David
Hilbert, elaborada um século antes). O caso cldssico da conjectura de
Poincaré estava nesta lista.

Nesse mesmo ano, o Clay Mathematics Institute decidiu oferecer um
prémio de 1 milhdo de délares para cada um dos sete mais importantes
problemas em aberto na drea da matematica. A conjectura de Poincaré
também ficou nesta lista de elite. Para ganhar este prémio, o vencedor
teria que fornecer a prova escrita do teorema, e superar o intenso escru-
tinio da comunidade matemdtica durante dois anos ap6s o trabalho ter
aparecido numa revista da especialidade.

Em 1982, Bill Thurston anunciou um ambicioso projecto para classi-
ficar completamente a geometria de todas as 3-variedades. Ele admitia
que qualquer 3-variedade poderia ser dividida em regides, cada uma das
quais, tinha que possuir uma, de oito possiveis, estruturas geométricas
padrio®. Este programa ficou conhecido como a conjectura da geometri-
za¢do de Thurston. Com estes oito blocos de construgdo seria possivel
compreender a geometria e a topologia de todas as 3-variedades. Em
particular, o programa implicava que a tinica 3-variedade fechada e sim-
plesmente conexa era a 3-esfera. Ou seja, esta conjectura bastaria para
provar a conjectura de Poincaré.

No mesmo ano, Richard Hamilton, matemdtico da Universidade
de Cornell, iniciou um programa que, segundo acreditava, levaria a
demonstragdo da conjectura de geometrizagdo de Thurston®. Introduziu
um método para, comecando com qualquer 3-variedade, a deformar con-
tinuamente, como se enchéssemos um baldo, até obter uma forma que,
segundo esperava, se encaixaria perfeitamente no modelo de Thurston.
Hamilton conseguiu um progresso substancial em direc¢do a este objec-
tivo. A maioria dos especialistas acreditava que as suas técnicas iriam
funcionar, mas nem Hamilton nem outros matemdticos conseguiram
remover ou lidar adequadamente com as singularidades — os subconjun-
tos da variedade que, durante a deformacdo, em vez de se tornarem mais
suaves, evoluiam no sentido de se tornarem localmente mais complexos.

Em 2002, um despretensioso matemdtico russo chamado Grigori «Gri-
sha» Perelman (nascido em 1966), do Instituto Steklov, em Sao Peters-
burgo, surpreendeu a comunidade matemdtica ao colocar na Internet o
primeiro de trés curtos, mas extremamente densos, artigos. Estes artigos,
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totalizando apenas sessenta e oito pdginas, alegavam a conclusdo das
duas décadas de investigacdo dedicadas ao programa de Hamilton'.
Neles, Perelman mostrava que algumas das singularidades nunca pode-
riam ocorrer e as outras poderiam ser cuidadosamente eliminadas. Juntos,
estes artigos provavam a conjectura da geometrizagdo de Thurston e,
consequentemente, a conjectura de Poincaré cldssica.

A comunidade matemdtica estava céptica — jd se tinham escutado
este tipo de alegagOes varias vezes e os artigos de Perelman eram extre-
mamente parcos em detalhes — mas também estava cautelosamente opti-
mista. Perelman era um matematico respeitado, e estava a levar a cabo o
bem reputado programa de Hamilton.

Muitos dos argumentos de Perelman ndo eram totalmente explicitos.
Até mesmo os maiores especialistas em geometria e topologia tinham
dificuldade em avaliar a legitimidade das demonstra¢des. De forma
independente, trés grupos de matemadticos debrugaram-se, passando os
seus argumentos a pente fino, e preenchendo a os detalhes em falta®.
O tamanho médio dos relatdrios escritos por estes grupos ultrapassava
as trezentas pdginas. Mas ndo descobriram nenhum erro significativo.

Até ao final de 2006, era geralmente aceite que a demonstra¢io de
Perelman estava correcta. Nesse ano, a revista Science designou a demons-
tracdo de Perelman como o «Breakthrough of the Year» (o acontecimento
cientifico do ano)'. Tal como Smale e Freedman, j& premiados pelas suas
contribui¢des para a conjectura de Poincaré, Perelman, ndo tendo comple-
tado quarenta anos, estava encaminhado para receber uma das Medalhas
Fields (na verdade, Thurston tinha também recebido uma medalha Fields
pelo seu trabalho que, indirectamente, conduziu a prova final). A conta-
gem decrescente para o prémio de um milhdo de délares tinha comegado
(alguns matemadticos pensavam que talvez fosse oferecido o prémio em
conjunto a Perelman e Hamilton).

Um dos grandes picos matemdticos tinha sido alcancado, tal como
tinha acontecido com o dltimo teorema de Fermat, uma década antes.
A bandeira tinha sido plantada. Podiamos pensar que este feito repre-
sentava a sentenca de morte para uma drea da matemadtica. Mas ndo é
certamente o caso. Do alto deste cume matematico, contempla-se uma
vista deslumbrante de outros picos desconhecidos, todos a espera de ser
escalados. Tal como acontece no caso do ultimo teorema de Fermat, o
resultado em si pode nédo ser tdo importante quanto o enorme corpo de
matemadtica que foi criado no esforgo colectivo para o demonstrar.

Matemadtica grandiosa gera nova matemdtica grandiosa. A solugdo de
Euler para o problema das pontes de Konigsberg e a sua prova da férmula
dos poliedros colocaram em marcha uma viagem de descoberta através de
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muitas dreas de bela matematica, conduzindo a criacdo de topologia. A con-
jectura de Poincaré é apenas um ponto de passagem nesta emocionante jor-
nada. A topologia mantém-se ainda uma 4rea de investigagao viva e vibrante.

Nesta histéria maravilhosa, o efeito que a demonstragdo de Perelman
teve na sua vida é uma adenda bizarra e infeliz. Tinha come¢ado bem. Em
Abril de 2003, ele fez uma breve viagem para proferir uma sequéncia de
palestras. As suas palestras foram presenciadas por Andrew Wiles, John
Forbes Nash Jr. (o personagem principal do filme de Hollywood «Uma
Mente Brilhante»), John Conway, e outros matemaéticos famosos. Mas, no
seu regresso a Russia, o intenso escrutinio da comunidade matematica e
a postura de outros matemdticos que pretendiam receber uma parte do
crédito relativo & demonstragdo teve nele um pesado efeito!.

O solitario Perelman tornou-se ainda mais recluso. Ele achava que o
seu trabalho falava por si mesmo e ndo queria ser parte do processo de
verificagdo. A certa altura, o seu desencanto com a comunidade matema-
tica tornou-se opressivo e renunciou a sua posigdo académica, parou de
responder a correspondéncia e, de acordo com varios relatos, abandonou
inteiramente a matemédtica. Numa situagao sem precedentes, que chocou
a comunidade cientifica, recusou-se a aceitar a Medalha Fields.

No final do Verdo de 2006, Perelman estava desempregado e vivia
apenas com a sua mie, e com a sua pensdo de reforma, num pequeno
apartamento em Sao Petersburgo. Quando lhe perguntaram se aceitaria
o dinheiro do prémio do Instituto Clay de Matemitica, ele respondeu:
«N&o vou decidir se aceito ou ndo o prémio até que ele seja oferecido’®.»

Para muitos, é chocante que Perelman se recuse a aceitar a medalha
Fields e, previsivelmente, também o prémio monetdrio. Mas, para ele, a
resolugdo do problema representa a recompensa final, a fama e o dinheiro
sdo irrelevantes. Como ele disse: «Se a demonstragéo estd correcta, entdo
nao é necessdrio nenhum outro reconhecimento®.» Qualquer verdadeiro
investigador entende o amor puro de Perelman pela sua 4rea e pelo seu tra-
balho, e a enorme satisfacdo de conseguir uma descoberta revoluciondria.
Nao é impossivel imaginar que a grande atengdo de que foi alvo, e a pres-
sao medidtica tenham perturbado a sua forma de encarar essa conquista’.

" De facto, depois de ter recusado a medalha Fields, Grigori Perelman recusou igualmente o
prémio do Instituto Clay, que lhe foi concedido em 2010, jd apds a primeira edigao americana deste
livro. Segundo uma noticia do New York Times, de 1 de Junho desse ano, James Carlson, o presidente
do instituto, referiu que Perelman recusou o prémio «de forma simpética, mas bastante firme na
sua decisao», durante uma conversa telefénica. De acordo com uma agéncia de noticias russa,
Perelman disse: «O principal motivo [para a recusa} é o meu desacordo com a forma como a comu-
nidade matematica est4 organizada. N&o gosto das suas decisdes, e considero-as injustas.» (N.do T')
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Certamente foi 0 mesmo amor puro pela matemadtica que levou Pita-
goras, Kepler, Euler, Riemann, Gauss, Poincaré, e os outros que labuta-
ram horas incontdveis em busca do teorema perfeito e da prova perfeita.
E dificil imaginar a dimensdo da euforia de Perelman quando percebeu
que tinha demonstrado a conjectura de Poincaré, ou a alegria de Euler
quando descobriu que V- A + F =2,

Tal como Poincaré tio eloquentemente escreveu: «O cientista nao
estuda a natureza pela sua utilidade, estuda-a porque se deleita com ela,
e deleita-se porque ela é bela. Se a natureza ndo fosse bela, ndo valeria a
pena conhecé-la, e se a natureza néo valesse a pena conhecer, a vida ndo
valeria a pena viver®.»






Apéndice A

Construa os seus Proprios
Poliedros e Superficies

Uma excelente forma de entender methor os poliedros e as superficies topo-
légicas é construi-los a2 méo. Nas pdginas que se seguem, apresentam-se alguns
modelos para construir os cinco sélidos platénicos, o toro, o cilindro, a faixa de
Mébius, a garrafa de Klein e o plano projectivo.

Alguns conselhos para a montagem dos modelos em papel:

1.
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Fotocopie os modelos do livro. Amplie as fotocépias, de modo a obter
modelos maiores.

Se possivel, faga as fotocdpias para papel de elevada gramagem ou cartao.
Em alternativa, copie para papel auto-adesivo e depois cole-o num pedaco
de cartolina ou cartio.

Recorte cuidadosamente 0s modelos utilizando um bisturi (x-acto) ou faca
afiada e uma régua.

Marque as dobragens com uma faca sem serrilha para conseguir vincos
precisos.

Use as abas caso pretenda colar o sélido. Corte as abas, caso pretenda usar
fita-cola para unir as arestas do sélido.



Tetraedro




Cubo







\VAVAVAVAVAN




Dodecaedro



Toro




Faixas de Mdbius (ou cilindros)




Garrafa de Klein

1. Corte (se 0 acesso a
...................... </ quarta dimensao ndo

estiver disponivel)
5. Afixar

\ \

«—_. 3, Curvar 4. Inserir
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|

2. Dobrar ao meio



Plano projectivo

Cortar

~C

Cortar

N

fita-cola

\

fita-cola
(ou passar pela
quarta dimensao)




Apéndice B

Leituras Recomendadas

Inctuimos uma bibliografia completa no final deste livro. A bibliografia con-
tém todas as fontes utilizadas na escrita do livro, bem como as fontes primadrias
para os teoremas que foram mencionados. Gostaria de destacar alguns destes
livros e artigos, para o beneficio daqueles leitores que pretendem aprofundar
os temas deste livro. Aqui, indicamos o titulo e o autor. Para saber a referéncia
bibliografica completa, consulte a sec¢do «Bibliografia».

Existem muitos bons livros de referéncia sobre a Histéria da Matematica.
A minha primeira escolha é o de Carl Boyer e Uta Merzbach A Histéria da Mate-
mdtica. Para biografias, recomendo os dezoito volumes do Dictionary of Scientific
Biography, que devera ser encontrado nas secgbes de referéncia das bibliotecas.
Este diciondrio contém biografias de grande qualidade, escritas por especialistas
em cada drea. Para biografias mais divertidas, mas nem sempre historicamente
precisas, pode ler o livro cldssico de 1937, Men of Mathematics, de Eric Temple Bell.
Um outro recurso muito ttil é o arquivo online «MacTutor — Histéria da Matemad-
tica» de John O’Connor e Edmund Robertson. Este portal é pesquisével e contém
intimeras biografias, bem como vdrias outras valiosas informagGes histdricas.

H4 muitas boas referéncias sobre Euler, incluindo muitas novas obras que
apareceram em 2007, celebrado mundialmente como «o ano de Euler». Reco-
mendo dois volumes recentemente editados, The Genius of Euler: Reflections on
His Life and Work, editado por William Dunham, e Leonhard Euler: Life, Work and
Legacy, editado por Robert Bradley e Edward Sandifer. As obras completas de
Euler estdo disponiveis na obra Opera Omnia, de setenta e seis volumes, e a maio-
ria estéd disponivel online no Euler Archive de Dominic Klyve e de Lee Stemkoski.
A tradugdo completa para inglés do artigo de Euler «Demonstratio nonnullarum
insignium proprietatum quibus solida hedris planis inclusa sunt praedita» por
Chris Francese e pelo autor estd disponivel neste Euler Archive.
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Para um estudo mais aprofundado sobre os poliedros, consulte o livro Poly-
hedra de Cromwell. Muitos dos tépicos deste livro podem ser 14 encontrados.
Neste maravilhoso livro, Cromwell aborda tanto a histéria como a teoria dos
poliedros.

Uma abordagem detalhada do desenvolvimento da férmula de Euler encon-
tra-se em Proofs and Refutations: The Logic of Mathematical Discovery de Imre Laka-
tos. Neste trabalho cldssico, Lakatos, um filésofo da matematica, usa a férmula
de Euler e as suas intimeras demonstragdes, excepgdes e generalizagSes para
apresentar a sua teoria sobre a descoberta matemadtica. As suas detathadas notas
de rodapé foram extremamente tteis para mim, na pesquisa para este livro.

Para mais detalhes sobre a histéria e o contetido do manuscrito perdido de
Descartes Os Elementos dos Sélidos, consulte o artigo de P. ]. de Federico «Descartes
on Polyhedra: A Study of the De Solidorum Elementis». Para além dos comenta-
rios, contém reprodugdes das cépias, feitas por Leibniz, das notas de Descartes,
e as respectivas tradugbes para inglés,

Para os tépicos de teoria de grafos o melhor consetho sdo os maravilhosos livros
e artigos de Robin Wilson e seus co-autores. Sobre a histéria da teoria de grafos,
leia Graph Theory, 1736-1936 por Norman Biggs, Keith Lloyd e Robin Wilson. E um
recurso bem escrito e completo, com tradugdes de vérios artigos importantes. Para
uma desmistificagdo da histéria do problema das pontes de Kénigsberg, consulte
«The Truth about Kénigsberg», por Brian Hopkins e Robin Wilson. E uma narrativa
cativante da prova do teorema das quatro cores encontra-se no livro Four Colors
Suffice: How the Map Problem Was Solved, de Wilson.

Ha duas excelentes referéncias disponiveis sobre a histéria da topologia. Um
deles é o enorme livro (com mais de mil pdginas) History of Topology editado por
I. Marcus James, e o outro é o livro A History of Algebraic and Differential Topology:
1900-1960, de Jean Dieudonné. Estes textos de elevada qualidade foram escritos
por matemadticos profissionais.

Algumas obras acessiveis sobre o niimero de Euler, topologia combinatéria,
geometria e variedades de dimensdo superior incluem os livros An Introduction
to the Geomelry of n dimensions, de D. Marcus e Y. Sommerville, Geometry and the
Imagination, de David Hilbert e Stephan Cohn-Vossen, Initiation to Combinatorial
Topology, de Maurice Fréchet e Ky Fan e The Shape of Space de Jeffrey Weeks. Para
0s que léem francés, recomendo La topologie algébrique des origines & Poincaré, de
Jean-Claude Pont.

Para quem gosta da construgdo de superficies topolégicas em papel e outras
actividades, recomendo a leitura de Experiments in Topology, de Stephen Barr.
Todos os entusiastas da matematica deveriam procurar os muitos livros maravi-
lhosos de Martin Gardner. Esto cheios de fascinantes pedras preciosas matema-
ticas. A Associagdo Matematica da América langou recentemente quinze destes
livros num CD-Rom intitulado Martin Gardner’s Mathematical Games: The Entire
Collection of his Scientific American Columns.

Consulte Proofs from The Book de Martin Aigner e Gunter Ziegler, para encon-
trar outras interessantes aplicagbes da férmula de Euler. Eles incluem uma
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demonstragdo elementar do teorema de rigidez de Cauchy para poliedros conve-
x0s. Para uma demonstracgdo visual do teorema de classificacdo das superficies,
consulte Comway’s ZIP proof, de George Francis e Jeffrey Weeks. No cldssico de
1884 Flatland: O Pais Plano, por Edwin Abbott, pode encontrar uma sétira social,
juntamente com a investigacdo na no¢ao de dimensdo em matematica, misturados
num romance.

Para uma introdugio 2 teoria dos nds, aconselho a leitura de The Knot Book:
An Elementary Introduction to the Mathematical Theory of Knots, de Colin Adams.
Este pode ser usado como referéncia para uma disciplina universitdria, mas 1é-se
como um livro de divulgag@o.

Sylvia Nasar e David Gruber escreveram um artigo para a revista New Yorker
intitulado «Manifold Destiny: A Legendary Problem and the Battle Over Who
Solved it». Neste, sdo detalhadas as controvérsias em redor da prova da conjec-
tura de Poincaré e da conjectura de geometrizagio de Thurston.

Por votagdo, os matematicos deram a férmula de Euler para poliedros o
segundo lugar na lista dos mais belos teoremas matemaéticos. Neste livro, encon-
trdmos outros teoremas nos 10 primeiros lugares desta lista: a existéncia de cinco
poliedros regulares (o 4.° classificado), o teorema dos pontos fixos de Brouwer
(0 6.9, a irracionalidade de V2 {0 7.9, e 0 teorema das quatro cores {0 9.°). Para
a descrigao dos restantes resultados desta lista, consulte o artigo de David Wells
«Are These the Most Beautiful?»
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Carituro 19. PENTEANDO O PELO DE UM Coco

1. Frost (2002), 308.
2. Brouwer {1912).
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CarftuLo 23. Henri POINCARE E 0 DESENVOLVIMENTO DA ToroLoGia

. Hardy (1992), 85.

. Citado em Dieudonné (1975).

. Poincaré (1895),

. Poincaré (1899); Poincaré (1900); Poincaré (1902a); Poincaré (1902b); Poin-
caré (1904).

5. Dieudonné (1989), 17.

6. Heinrich Tietze (1880-1964), citado em James (2001).

7. Poincaré (1895).

8

9

1

B W N

. Poincaré (1895), citado em Sarkaria (1999).
. Citado em James (1999).
0. Ibid.

ErfLoco: O PROBLEMA QUE VALE UM MILHAO DE DOLARES

. Russell (1957).

. Poincaré (1900).

. Poincaré (1904).

Ibid.

. Taubes (1987).

. Smale (1961).

. Smale (1990).

. Ibid.

. Stallings (1962); Stallings (1960); Zeeman (1961); Zeeman (1962).

. Freedman (1982).

. Smale (1998).

. Thurston (1982).

. Hamilton (1982).

. Perelman (2002); Perelman (2003b); Perelman (2003a).

. Cao e Zhu (2006a); Cao e Zhu (2006b); Kleiner e Lott (2006); Morgan e
Tian (2006).

16. Mackenzie (2006).

17. Consultar Nasar e Gruber (2006) para mais detalhes.

18. Nasar e Gruber (2006).

19. Citado em Nasar e Gruber (2006).

20. Poincaré (1913), 366.
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