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MANDELBROT

BENOIT MANDELBROT

enoit Mandelbrot nasceu em Varsévia, na Polo-

nia, em 1924. A sua familia contava com varios

académicos relevantes, nomeadamente um tio,

Szolem Mandelbrojt, que eraum matemdtico de
renome, professor no College de France.

Em 1936 a sua familia emigrou para Franca. A sua mie,
médica de profissdo, preferiu educar Benoit em casa
nos primeiros anos, tendo recorrido a um dos seus tios.
Contudo, este ndo foi muito exigente, permitindo que
Mandelbrot aprendesse a jogar xadrez antes de conhe-
cer as primeiras letras e de saber a tabuada.

A entrada para a escola oficial deu-se aos 13 anos, quan-
do o habitual teria sido aos 11. O eclodir da Segunda
Grande Guerra levou a familia a escolher mudar-se para
Tulle, no centro de Franca. Aqui, um conjunto improva-
vel de bons professores, também deslocados pela guer-
ra, ajudou a recuperar o tempo perdido e promoveu um
bom desempenho escolar a Benoit Mandelbrot. No fim
da guerra, quando fez exames de admisso as melhores



escolas de Paris, obteve resultados brilhantes. A razio
por tras de tal sucesso ndo reside somente nos bons do-
centes que encontrou em Tulle, mas também a um dom
que Mandelbrot reconhece possuir desde a juventude:
a capacidade de geometrizar as mais diversas matérias.
Questdes de célculo integral, cujaresposta correcta pres-
supunha grande pratica e treino, eram interpretadas em
figuras geométricas, com grande originalidade, relacio-
nando-as com padrdes conhecidos, levando as boas res-
postas sem esforco. Muitas vezes era assim conduzido as
raizes histéricas das proprias questdes! A Geometria bro-
tava jd torrencialmente na mente do jovem estudante.

Tendo sido aceite nas escolas a que se candidatou, es-
colheu a de maior renome, a Ecole Normale. Contudo,
pouco depois, abandonou-a, desiludido com a tendéncia
“purificadora” dos matematicos de ento, que tentavam
refazer o conhecimento matemadtico de forma estrutu-
rada e muito ordenada. Este movimento, que ficou co-
nhecido por “movimento bourbakista”, tinha uma visdo
pouco geométrica da Matematica. Os matematicos que a

ele aderiram tentaram reescrever toda a Matemdtica sob
um nome comum, Nicholas Bourbaki. A respectiva con-
cepcdo da disciplina, muito ordenada e logico-dedutiva,
sem enfatizar a intuicdo criadora, espalhou a sua influén-
ciapelas academias do mundo inteiro. Este projecto, hoje
abandonado, ¢ heran¢amuito pesada em muitas universi-
dades dos nossos dias. Mandelbrot sentiu a sua liberdade
criadora tolhida e mudou-se paraa Ecole Polytechique. Af
conheceu Gaston Julia que, décadas antes, havia iniciado
um estudo --- iteracdo de funcdes --- a que Benoit daria
grande estatura mais tarde.

Mandelbrot estava também atento ao trabalho desen-
volvido por matemdticos de outros paises. Nomeada-
mente nos EUA.

JOHN VON NEUMANN, PAI DA TEORIA DE JOGOS
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ascinado com os trabalhos de von Neumann em
Princeton, foi sob esta influéncia a distancia que
Mandelbrot elaborou a sua tese de doutoramento,
Jogos de Comunicacgdo. John von Neumann dera
inicio a uma nova drea: a Teoria de Jogos, que ainda hoje
produz contribui¢des muito relevantes, por exemplo em
Economia. E von Neumann que apadrinha a entrada de
Mandelbrot em Princeton, em 1953. Aqui permanece, pu-
blicando trabalhos em varias areas até 1958. Em 1958 foi
convidado para um lugar tempordrio na IBM, mas o am-
biente de trabalho agradou-lhe tanto que ai se estabele-
ceude forma permanente. No comeco dadécadade 1960
ja tinha consciéncia de ter descoberto um campo novo.
Utilizava entfo as palavras “comportamento cadtico” e
“caos” para nomear situacOes que estudava. As aplica-
cdes comecaram a surgir, primeiro a Economia, depois
a Fisica. Obteve resultados encorajadores também em
estudos sobre turbuléncia e distribuicio de galdxias.
Em 1967 formula a pergunta que ficou célebre: “Quan-
tomedeacostade Inglaterra?” A questdo parece simples,
mas n#o é. Se tentarmos responder fazemos uso de um

mapa e de uma unidade de medida. Estaunidade, natural-
mente, ¢ linear, como um metro-padrdo. Obtemos assim
um resultado que acreditamos ser préximo do verdadei-
ro. E se usdssemos uma unidade menor? Isso permitiria
reconhecer alguns acidentes nos recortes costeiros que a
primeira medi¢do desprezara. Obtemos assim uma apro-
ximacdo melhor do valor exacto, certo? Errado!

O que sucede € que, quanto menor foraunidade de me-
dida, maior serd o valor obtido. Para termos uma respos-
tamaior que um milhao de quildmetros basta tomar uma
unidade de medida suficientemente pequena! A conclu-
sdo segue, mas surpreende: ndo se pode falar do compri-
mento da costa. Nenhum nimero serve!
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O que é relevante ¢ que quanto melhor for o mapa uti-
lizado, mais pormenores dos recortes costeiros surgem.
Como veremos a frente, isto acarreta, como na curva de
Koch, que o respectivo comprimento seja infinito!

E curioso consultar os livros de Geografia de ent?o,
por exemplo os portugueses e espanhdis, e ver as refe-
réncias ao comprimento da fronteira comum. As vezes
um numero chega a ser o dobro do outro. Mandelbrot
estudou muitas situacdes deste género. Os computa-
dores foram um auxiliar precioso ao permitir visualizar
objectos matemadticos bizarros, que Mandelbrot bapti-
zou de fractais (fractus, em latim, significa partido). A
sua caracteristica fundamental reside no facto de, ao
ampliarmos uma pequena parte de um fractal, obter-
mos uma imagem que ndo se distingue da original. A
esta propriedade chama-se auto-semelhanca.

EXEMPLO DE UM FRACTAL

O nome de Benoit Mandelbrot surge muitas vezes asso-
ciado a um fractal particular, formado por um cardidide
com uma infinidade de apéndices:

CONJUNTO DE MANDELBROT
Nas suas préprias palavras: “Concebi, desenvolvi e apli-
queiamuitas dreas umanova Geometria da natureza, que
encontra ordem em formas e processos caoticos. Bapti-
zei-a em 1975 com a palavra Fractal”.

Em1982Mandelbrot publicou o seufamosissimolivro,em
que explicaanovateoria: A Geometria Fractal da Natureza.

A OBRA-PRIMA DE BENOIT MANDELBROT

13
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A influéncia desta nova Geometria ndo se limitou a
Matemadtica. O conceito e representacdo do espago na
arte e na ciéncia depende da ideia que o Homem tem do
mundo. Como dizia o poeta, “A Geometria esta para o
artista pldstico como a gramatica estd para o escritor”.
As revolucOes na Geometria tém sido raras, mas tive-
ram sempre vastas consequéncias culturais.

A Geometria euclidiana, ordenada e harmoniosa, com
os seus sélidos platdnicos muito regulares, teve a pri-
mazia durante muitos séculos. A harmonia destes séli-
dos tornava-os parceiros naturais dos cinco elementos

Os CINCO SOLIDOS PLATONICOS
ASSOCIADOS AOS CINCO ELEMENTOS

Mesmo Kepler (1571-1630) tentou explicar o sistema
do mundo a custa destes solidos

SISTEMA DE KEPLER
Os astros mover-se-iam em esferas tangentes aos
diversos solidos platénicos encaixados...

O aparecimento da Perspectiva, no Renascimento,
alterou completamente as artes visuais. As capacidades
de representagdo bidimensional de objectos solidos
multiplicaram-se.

DURER,1525
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As Geometrias ndo Euclidianas, que surgiram no fim
do século XIX, vieram também alterar as artes visuais,
com a eclosio da Arte Moderna.

A Geometria Fractal teve um efeito semelhante, abrin-
do novos caminhos as artes. Onde Galileu (1564-1642),
paraler a natureza recorreu a tridngulos e outras figuras
euclidianas, Mandelbrot utilizou outra linguagem para
este proposito: a dos fractais.

A facilidade com que se pode hoje criar fractais novos,
usando computadores, dd ilusdo de proximidade com te-
orias cientificas elaboradas, como nunca antes sucedera.
Por outro lado, as imagens, sendo absolutamente novas,

ndo representam nenhuma realidade em particular, mas
diferentes possibilidades mais ou menos plausiveis. En-
quanto ndo podemos esperar encontrar na natureza um
triangulo perfeito, as formas fractais sdo muito mais vero-
simeis, como se fossem fruto de uma Geometria mais ligada
anatureza.

WAL

0

WWW.FRACTAL.ART.PL

O impacto cientifico da Geometria fractal alastrou a
outras dreas, tornando a palavra “fractal” vulgar em traba-
lhos de ciéncia ou mesmo de humanidades. As aplicacdes
actuais dos fractais sdo inumeras. Por exemplo, no filme
O Caminho das Estrelas II, as paisagens extra-terrestres
sdo producdes computorizadas de fractais. Aquelas mon-
tanhas, vulcOes e sdis nunca existiram, nem em cenario!
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As obras do artista pldstico americano Jason Pollock
(1912-1956), que muitas vezes parecem um emaranhado
cadtico de pingos de tinta, convidam os falsdrios, ja que
atingiram grande valor.

PorLrLock, LAVENDER MisT, 1950

Para certificacdo de autenticidade um grupo de cien-
tistas aplica um conceito associado aos fractais. Acon-
tece que os originais de Pollock sdo todos auto-seme-
lhantes, isto ¢, qualquer pequena parte de uma pintura,
quando ampliada, assemelha-se ao todo original, carac-
teristica esta que os falsdrios ndo conseguem imitar!

FRACTAIS

A curvA DE KocH

s fractais sdo objectos matemdticos. Da mesma

forma que uma circunferéncia, um quadrado ou

um triangulo, eles ndo possuem existéncia real,

mas muitos fendmenos em nosso redor podem
ser modelados através deles, de forma a conseguirmos
explicar as suas estruturas e, eventualmente, prever os
seus comportamentos.
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A Geometria é uma disciplina cléssica, originada na
Antiguidade e formalizada pelos Gregos, onde o nome
de Euclides sobressai pelas obras que nos deixou. O su-
cesso da Geometria foi enorme, ela foi utilizada em inu-
meras aplicacdes, como na Arquitectura e na Engenha-
ria, na Fisica ou na Quimica. Hoje em dia ¢ igualmente
um assunto relevante no mundo dos computadores. Por
isso, € natural que, quando observamos um fendémeno
e tentamos criar um modelo cientifico para o explicar,
usemos muitas das imagens geométricas tradicionais.

O problema ¢ que na natureza existem multiplas for-
mas que ndo se adequam a Geometria cldssica. Uma
montanha ndo é um cone, as nuvens nao sdo esferas nem
sequer elipsoides, alinha costeira de um pais ndo ¢ exac-
tamente uma linha recta ou curva, a maioria dos 6rgéos
dos animais - como os pulmdes, o sistema sanguineo, o
cérebro — possuem uma estrutura muito peculiar e estra-
nhaque se ramifica e enruga sobre si prépria. Estes objec-
tos parecem possuir algo em comum: sdo muito irregula-
res, possuem uma estrutura intrincada, e, quando vistos
de perto ou de longe, ha algum padrio que se mantém.

Por exemplo, as maiores artérias e veias sdo semelhantes
aos vasos capilares, uma montanha parece ser constitui-
da, na sua superficie, por montanhas menores, uma nu-
vem ¢ definida por conjuntos de nuvens mais pequenas,
os relampagos ramificam-se noutros relampagos...

Um dos motivos do sucesso dos fractais é precisamente
disponibilizarem uma nova familia de formas que melhor
se adequa as estruturas de diversos objectos reais, como
estes aqui referidos.

A imagem que inicia esta sec¢do ¢ um exemplo de um
fractal, designado por curva de Koch, sendo um dos pri-
meiros fractais conhecidos (apresentado em 1904 pelo
sueco Helge von Koch). Como se constrdi esta curva? Pri-
meiro considera-se uma «semente», neste caso, um trian-
gulo equilatero (os trés lados de igual dimens&o). Depois,
em cada passo, divide-se cada segmento em trés partes e
substitui-se a parte do meio por duas partes de igual di-
mensao, obtendo uma linha quebrada composta por qua-

/\

tro segmentos iguais, da seguinte forma:




Se repetirmos este processo, obtemos progressivas
aproximacoes da curva de Koch:

L

\/

Passo 0 Passo 1 Passo 2

Passo 3 Passo 4 Passo 5

A forma como se constrdi esta curva mostra-nos uma
das caracteristicas comuns nos fractais, a sua estrutura
auto-semelhante. Cada parcela, por mais pequena que
seja, ¢ obtida da forma similar as maiores parcelas, fa-
zendo com que o fractal seja invariante a escala na qual
seoobserva: seusassemosum microscopio paraolharas
ranhuras progressivamente menores da curva de Koch
ndo conseguiriamos adivinhar qual seria o grau de am-
pliacdo usado no microscépio. Esta é uma propriedade

a qual ndo estamos habituados. Quando ampliamos al-
guma coisa (usando um microscépio ou um telescopio)
observamos coisas diferentes a diferentes escalas. Mas
h4 situacGes na vida real em que isso ndo ocorre, como
por exemplo, na estrutura de certos seres vivos (pelo
menos num certo intervalo de escalas, porque, ao con-
trario destes objectos matematicos, na realidade é im-
possivel continuar a ampliar sem limites). Se olharmos
paraalguns vegetais, notamos que hd padrdes que se pa-
recem repetir, que uma folha parece ser constituida por
folhas mais pequenas. A seguinte imagem ¢ um fractal e
veja-se o quao parecido ¢ com uma folha real:

\S]
W
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adaramo deste modelo de folha é,no limite, uma
copia fiel de toda aimagem. E cada ramo de cada
ramo ¢ igual a todos os outros ramos. Apesar da
construcdo deste objecto ser mais complicada
queadacurvade Koch (e estd forado ambito deste texto
ensinar como se faz), o processo ¢ semelhante, por con-
tinuaiteracdo de um processo relativamente simples.

Isto tem uma implicagiio muito interessante. £ pos-
sivel, como os objectos fractais o mostram, criar estru-
turas complexas a partir de regras simples. A comple-
xidade do objecto deriva ndo de um conjunto de regras
muito complicadas, mas sim da sua interac¢do ao longo
do tempo. E um processo elementar que, quando repe-
tido sobre si mesmo, cria estruturas complexas.

Por que € que isto € relevante? Mostra-nos uma
forma de como a natureza pode sustentar a evolucgdo
de seres vivos complexos sem haver necessidade de
guardar demasiada informagdo. Os «planos de cons-
trucdo» podem, deste modo, ser codificados em me-
nor quantidade de informac@o (basta armazenar no
ADN as sementes iniciais e as regras de interacc¢do)

e esses planos seriam desenvolvidos iterando as res-
pectivas regras.

Ha mais vantagens. Para a curva de Koch, o matema-
tico com o0 mesmo nome demonstrou que se fossemos
medir o comprimento total da curva, irfamos obter um
valor infinito (!). Ou seja, estd perante nés um objecto
que ocupa uma 4rea finita (afinal, caberia numa destas
paginas) mas de comprimento néo finito. Muitos frac-
tais tém a propriedade de, no mesmo espaco, possuir
uma superficie (ou volume) muito maior que objectos
classicos de tamanho semelhante (por exemplo, um
hexdgono com uma drea semelhante a da curva de Koch
possui um perimetro finito). Mais uma vez, qual a uti-
lidade disto? Se nessa supertficie ou volume se efectu-
arem tarefas importantes, uma superficie fractal serd
mais eficiente que uma superficie «cldssica».

O corpo humano (bem como na maioria dos restantes
seres vivos) contém varios exemplos deste facto. Os in-
testinos e o cérebro sdo duas superficies enrugadas so-
bre simesmas, de modo a maximizar a superficie total e,
assim, aumentar o seu desempenho funcional.

NS}
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ol ]
TECIDO INTESTINAL © X. SASTRE/  © UNIV. DE ALABAMA, DEPT. DE
INsTITUTO CURIE PaToLoGIA

O facto de compactar mais superficie num mesmo
volume, tem como consequéncia que se usarmos uma
medida de dimensdo para classificar estes objectos, obte-
nhamos dimensdes fracciondrias. A curva de Koch pare-
ce estar entre uma linha (que ¢ um objecto a uma dimen-
sdo) e um poligono (que é um objecto a duas dimensdes).
Porqueé? Afinal a curva de Koch ¢ uma linha fechada (de
comprimento infinito é certo, mas ¢ uma linha) que pa-
rece preencher um determinado espago bidimensional.
As ferramentas matematicas que permitem o calculo da
dimensdo ddo a curva de Koch uma dimens?o de aproxi-
madamente 1.26, 0 que vai ao encontro desta intui¢do.

No exemplo que se segue mostra-se um modelo frac-
tal (diagrama a direita) para descrever o sistema sangui-
neo (imagem a esquerda).

© GouLp, J; WiLLiam K. © P.R.PAINTER, THEORETICAL
BIOLOGICAL SCIENCE, BioLOGY AND MEDICAL
6TH ED (1996) pPG. 857 MODELLING 2005, 2:30

Uma outra vantagem dos corpos dos animais possui-
rem érgaos com caracteristicas fractais ¢ que se obtém
estruturas mais eficientes em termos energéticos, dado
ser possivel fazer com mais superficie o que, em alter-
nativa, teria de ser realizado com mais volume. Ou seja,
ao enrugar e ramificar um tecido organico muito fino,
ocupamos praticamente o mesmo espago que se o fizés-
semos com um volume mais soélido. Encontra-se assim
uma soluc¢do mais econdmica, resultando que o ser vivo
em questdo precisa de menos alimento (e de gastar me-
nos energiana sua obtenc¢do) para se manter vivo.

27



AS REGRAS ,
DAS TORRES DE HANOI

A TORRE DE PORCELANA, CHIN-LING (CHINA)

O puzzle Torres de Handi, que acompanha este texto,
possui 22 discos mas as regras e o raciocinio de resolu-
¢d0 sdo os mesmos independentemente do numero ini-
cial de discos.

28

Quais sdo as regras? Inicialmente, os discos devem
ser colocados na coluna da esquerda, comegando pelo
maior e terminando no menor, criando uma «torre»
nessa coluna:

O objectivo do puzzle ¢ simples: deslocar a torre da
coluna da esquerda para a coluna da direita:

No entanto, para que o puzzle tenha algum interes-
se, existe um conjunto de restricdes aos movimentos
que podemos realizar. Estas restri¢oes sdo igualmente
simples: s6 se move um disco de cada vez; um disco s6
se pode deslocar para uma coluna onde ndo haja dis-

29
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cos menores que o préprio (ndo se podem criar torres
invertidas).

Por exemplo, da posicdo inicial s6 sdo permitidos dois
movimentos: deslocar o disco do topo da tinica torre do
jogo paraa22ou paraa3?coluna.

Nao ha restricdo a movimentacgio de um qualquer dis-
co parauma coluna que esteja vazia.

Vamos assumir que na primeira jogada o disco menor
foi para a 22 coluna (correspondendo ao anterior dia-
grama da esquerda). Nesse caso, na jogada seguinte ha
jduma restri¢do ao movimento: o disco do topo da1? co-
luna ndo pode ser colocado na 22 coluna, dado que iria
ficar por cima de um disco menor:

Al 1]

Vejamos outro exemplo. Se a situacgdo actual for a se-
guinte quais sdo os movimentos legais que o jogador
pode efectuar?

Existem apenas trés jogadas legais.

1) Desloca-se o disco da1? coluna paraa 32 coluna (néo
se pode colocar na 22 coluna porque o disco que af se en-
contra no topo é menor que o disco da1? coluna)

2) Desloca-se o disco da 22 coluna para a 12 coluna

3) Descola-se o disco da 22 coluna para a 32 coluna

O maior disco (na 32 coluna), considerando as regras,
s0 se pode deslocar para colunas vazias. Nesta situaciao
em particular, como todas as colunas est&o ocupadas, o
maior disco nfo se pode mover.

Deixamos ao leitor uma questdo: qual o numero mini-
mo de movimentos necessarios para concluir o puzzle a
partir deste diagrama? (de notar que o maior disco jd se
encontrana coluna final)

w
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Um pouco de contexto

As Torres de Hanoi ¢ um puzzle inventado em 1883 pelo
francés Edouard Lucas. O puzzle original era composto
por oito discos de dimensdes progressivamente menores
e trés colunas onde os discos podiam ser inseridos. O pu-
zzle foi comercializado em 1883, com a seguinte capa:

T[\BLE CAE T

APPORTE 0u ToNKIN Y
ARLLEPROFESSEUR,_ CLAUS (DS D
ST, | |

As TorRRES DE HANOT — UM VERDADEIRO PUZZLE DOS ANAMITAS
JoGO TRAZIDO DE TONKIN PELO PROFESSOR N.CLAUS (DE S1AM)
MANDARIM DO COLEGIO DE LI-SOU-STIAN

O referido «N.Claus (de Siam)» ¢ um anagrama do in-
ventor Edouard «Lucas (D’Ameins)>».

RESOLVENDO )
AS TORRES DE HANOI

A TORRE DE BABEL (PIETER BRUEGEL, 1563)

Vamos resolver as Torres de Handéi usando um racio-
cinio recursivo. Como referido nas seccoes iniciais, a
recursdo ¢ uma forma de abordar problemas, tentando
decompd-los em subproblemas similares mas que, por
serem problemas menores, sdo mais ficeis de resolver.

W
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Seja o problema em que a torre inicial tem apenas um
disco e queremos desloca-la para a coluna destino:

Aresolugdo deste caso ¢ trivial, basta deslocar o unico
disco do puzzle da coluna origem para a coluna destino.
Designamos esta resolucdo por Ri.

E 0 mesmo caso mas para uma torre com dois discos?

o movimento dos restantes discos). Resolvemos o sub-
problema de deslocar essa subtorre para a coluna inter-
média através da resolugdo Ri.

2) Apés esse subproblema estar resolvido, podemos
deslocar o disco maior para a coluna destino;

3) Finalmente, repetimos aresolucdo R1, masagorada
colunaintermédia para a coluna destino.

L [ 1 11 |

1° A subtorre para a coluna intermédia

[ R N

2° Mover o maior disco para a coluna destino 3° A subtorre para a coluna destino
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Existem duas formas de tentar resolver este puzzle.
Ou por extenso, encontrando a sequéncia de movimen-
tos que resolvem o problema, ou entio pensando recur-
sivamente. Como?

Podemos olhar para o problema desta forma:

1) Consideramos uma subtorre inicial com todos os
discos menos o disco maior (o disco maior nfo limita

E chamamos a estaresolugdo R2.

Qual ¢ a vantagem de complicar a resolugdo do puzz-
le com todos estes passos se este problema ¢ ainda tdo
simples? E que este raciocinio que consiste em aplicar
sucessivamente uma resolucdo ja conhecida pode ser
usado pararesolver torres de qualquer dimensdo, sejam

(S8}
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torres com quatro discos, com oito discos ou mesmo
com mil discos!

Reescrevamos os passos anteriores para o problema
geral de deslocar n discos para uma coluna vazia (que
serd designado por resolu¢io Rn):

1) Consideramos a subtorre sem o disco maior (a sub-
torre ird ter n-1 discos). Resolvemos o subproblema de
deslocar essa subtorre para a coluna intermédia através
daresolucdo Rn-1.

2) Ap6s esse subproblema estar resolvido, podemos
deslocar o disco maior para a coluna destino;

3) Finalmente, repetimos a resolu¢io Rn-1, mas agora
da coluna intermédia para a coluna destino.

Seja o seguinte exemplo para n=4:

A1 1 4

Como mover a torre para a coluna destino? 1° A subtorre para a coluna intermédia

AL ] A

2° Mover o maior disco para a coluna destino 3° A subtorre para a coluna destino
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Se 0 passo 2 representa um unico movimento — mover
o disco maior da coluna origem para a coluna destino -,
0s passos 1 e 3 incluem movimentos multiplos, sendo,
na verdade, subproblemas similares ao problema origi-
nal (com um disco a menos). Sdo, assim, puzzles mais
simples de resolver e (agora vem o truque) também re-
soluveis por recursao.

No caso do diagrama anterior, n=4, 0s passos 1 e 3 s4o
puzzles Torres de Hanéi com n-1=3 discos. Por exemplo,
opasso1pode ser resolvido, recursivamente, da seguin-
te forma (usamos a resolucéo Rz para deslocar da 12 co-
luna paraa 22 coluna):

A1 1 X111

Como mover para a coluna destino? 1° A subtorre para a coluna intermédia

)7L L | L

2° Mover o maior disco para a coluna destino 3° A subtorre para a coluna destino

w
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Cada uma das resolu¢des R3 decompdem-se recursi-
vamente em duas resolu¢des R2. Estadecomposicdo em
subproblemas e subsubproblemas ndo continua para
sempre. A cada subproblema a dimensdo da torre de-
cresce uma unidade. Quando atingimos o caso trivial da
resolucdo Ri1 resolvemos a questdo com um unico mo-
vimento (mover o Unico disco da coluna origem para a
coluna destino).

Entendendo este mecanismo, como traduzir esta re-
solucdo no conjunto de movimentos que me garantam
asolucao?

Seja uma torre com quatro discos. Se precisamos
deslocar a sua subtorre para a coluna intermédia (nes-
te caso, a 22 coluna), entfo o disco maior desta subtor-
re tem de se deslocar para essa coluna. Para isso, a sua
prépria subtorre (neste caso com dois discos) tem de
ser deslocada para uma coluna que nio seja essa inter-
média (porque sendo, iria impedir o deslocar do maior
disco para af). Isso deixa-nos a 1 e a 32 coluna. Como a
torre com dois discos ainda tem de ser decomposta em
subproblemas, o problema repete-se.

Se ¢ necessario colocar a torre com dois discos numa
outra coluna que n#o a 23, o seu menor disco tem de des-
colar-se para a 22 coluna. Depois, deslocamos o disco maior
de para a 32 coluna e voltamos a mexer o menos disco ago-
ra paraa 32 coluna. Apds este passo, resolvemos o primeiro
passo da resolugdo R3:

Podemos deslocar o maior disco e repetir a resolugdo R2.
Apds esses movimentos, concluimos o primeiro passo da
resolucdo R4:

-—

Movemos, em seguida, o maior disco para a coluna desti-
no e repetimos a resolucéo R3.
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E possivel determinar para onde comecar a mover o
disco menor, observando se a torre tem um numero par
ouimpar de discos. Se a torre tem um nimero par de dis-
cos, entdo deve-se iniciar o movimento do disco menor
para a coluna intermédia. Se o numero de discos for im-
par, deve dirigir-se, de inicio, para a coluna destino. Esta
regraaplica-se tanto a torre inicial como a qualquer torre
intermédia durante o desenrolar da solugdo recursiva.
Encontre o movimento seguinte em cada um destes

L
|

& L
l4

Como jd sabemos por onde comecar a colocar o disco
menor, € possivel traduzir o raciocinio exposto anterior-
mente num algoritmo muito simples que nos garante a
resolucdo do puzzle:

1) Comegar por mover o disco mais pequeno paraa coluna
certa (paraacolunaintermédia se os discos forem em nume-
ro par, paraa coluna destino se forem em nimero impar);

2) Movimentar outro disco (sé haverd uma jogada valida);

3) Mover o disco mais pequeno para a coluna onde ele
nio esteve da dltima vez;

4) Voltar ao passo 2

Ainda arecursdo nas Torres de Hanoi

E possivel determinar qual o nimero minimo de movi-
mentos para resolver um puzzle da Torres de Hanoi com n
discos. Vamos designar esse numero, para n discos, por Mn.

Seja o caso trivial n=1. Nesta situacdo basta um movi-
mento (mover o disco da coluna origem para a coluna
destino). Assim, Mi1=1.

No caso geral, com n>1, podemos usar a resolugao recur-
siva para obter Mn. Como observamos, a resolucdo de
uma torre com n discos pode decompor-se em trés pas-
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s0s: mover uma torre com n-1discos, mover um disco, e
mover novamente uma torre com n-1discos, ou seja:
Mn=Mn-1+1+Mn-1=2_Mn-1+1
Adicionando o caso trivial obtemos as duas seguintes
expressoes:
Mo=1
Mn=2_Mn-1+1
Estas expressoes, em Matemadtica, sdo designadas por
relagdes de recorréncia e denotam a existéncia de uma
estruturarecursiva.
Assim,
Mi=2_Mo+1=3
M2=2_Mi+1=7
M3=2_M2+1=15
Mg=2_M3+1=31
Ms5=2_M4+1=63
M6=2_M5+1=127

E possivel encontrar uma expressdo geral de Mn sem
serrecursiva:

Mn=2n-1

Ou seja, o numero minimo de movimentos para resol-
ver as Torres de Hanoi é exponencialmente proporcional
ao numero inicial de discos.

Uma das lendas associadas a este puzzle € a existéncia
de um mosteiro budista, numa floresta escondida no Ex-
tremo Oriente, onde vdrios monges estariam a resolver
um puzzle destes com 64 discos e, quando terminassem,
omundo acabaria.

O interessante neste caso € que, se os monges demoras-
semum segundo a mudar cadadisco (ja de si,uma estima-
tiva optimista), demorariam 264-1 segundos na sua reso-
lucdo (por extenso, 18 446 744 073 709 551 615 segundos),
ou seja, cerca de 585 mil milhdes de anos.

As Torres de Hanoi e os Fractais

Seja um puzzle de Handi com n discos. As posices le-
gais sdo aquelas que conseguimos obter a partir de uma
sequéncia de movimentagdes validas (e descritas ante-
riormente quando descrevemos as regras). O que vamos
fazer em seguida € criar uma estrutura que descreva todas
as posicoes legais.
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Para facilitar esta descricdo, designamos as colunas
por 1, 2 e 3 (respectivamente, a 12, 22 e 32 coluna). A des-
cricdo de uma posicdo corresponde a sequéncia de colu-
nas onde se encontram os discos (do menor para o maior
disco). Por exemplo, (1,1,1) corresponde a posicdo inicial
do puzzle para trés discos. J4 a respectiva posi¢ao final
seriadadapeladescrigio (3,3,3). Seguem mais dois exem-
plos, para se entender como funciona esta descricgo:

R——
Posigéo (1,2,2) Posigéo (3,1,3)

Quando surgem posi¢des como (1,2,2) assume-se que
os dois discos na 22 coluna estdo pela ordem correcta
(os menores por cima dos maiores).

Cada jogada legal altera o puzzle e, assim, modifica a
posicdo. Da posicdo (1,1,1), as jogadas possiveis resul-
tam em (2,1,1) e (3,1,1) porque, no inicio, sé € possivel
mover o disco menor para a 22 ou 32 coluna.

Comecemos peladescricdo dasjogadas do puzzle com
um disco:

M

@) (©)

O unico disco pode deslocar-se entre qualquer uma
colunas. O caminho mais curto da posicdo inicial (1) até
aposicdo final (3) corresponde a um unico movimento:

(1)

) (©)

Como € a descri¢do para o puzzle com dois discos? Esta
descricdo terd semelhancas com a anterior, dado o menor
disco pode mover-se dessa forma, estando o disco maior
ounai? 22ou3?coluna. Assim, o diagrama para duastorres

serda composicio de trés diagramas similares ao anterior:
0)

2.2 1,2) (1,3) (3,3)
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E o diagrama para trés discos?

(1,1,1)

(1,2,2) 212 (3.1,3) (1,3,3)

(2,2,2) B.22) 3,12 (112 (1,1,3) (2,1,3) 233) (3,3,3)

Cada um dos triangulos maiores corresponde as posi-
cdes legais do jogo quando o maior disco estd parado.
O triangulo superior corresponde ao maior disco na 1?
coluna, o da esquerda ao maior discona 22 colunae o da

direita ao maior disco na 3? coluna. No exemplo obser-
va-se a mudanca do disco maior da 1? para a 22 coluna,
logo a posi¢do actual muda de triangulo principal. Cada
um dos triangulos menores corresponde a posicdo fixa
do segundo menor disco e assim recursivamente...

Os diagramas foram organizados para que a resolugio
com o menor nimero de movimentos entre a posi¢do
inicial e a posicdo final seja o percurso mais emlinharec-
taentre o vértice superior do triangulo e o vértice mais a
direita (neste exemplo, verificamos que para torres com
trés discos precisamos de sete movimentos).

Se repetissemos o processo para valores de n crescen-
tes, irfamos obter aproximacdes sucessivas do triangulo
de Sierpinski (conferir a sec¢do sobre fractais). Esta re-
lacdo estabelece-se na estrutura recursiva como as posi-
cdes validas do puzzle podem ser combinadas.
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