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Aprender jugando es el paradigma educativo mas poderoso que existe. Si ademas éste se aplica al conocimiento
y experimentacion de los conceptos matematicos, estamos aportando un valor afiadido a uno de los aprendizall
jes que, tradicionalmente, han sido vividos como mas complejos y costosos.

Experigoza, actividad educativa que desarrollamos desde hace varios afios en la programacion anual del Servicio
de Educacion del Ayuntamiento de Zaragoza, es la plasmacion practica de lo dicho anteriormente: la experimen[]
tacién ludica, no esta refida con el aprendizaje del calculo, las medidas, la geometria y las simetrias. Las matemal]
ticas pueden aprenderse disfrutando.

Este Cuaderno de trabajo representa, en definitiva, la continuidad de la linea emprendida con las Rutas Matemal]
ticas por Zaragoza y pretende aportar a la comunidad educativa en general y a los profesores de matematicas
en particular, un aliciente y un apoyo metodoldgico para transmitir a sus alumnos el interés por conceptos
matematicos, no solo Utiles y aplicables en la vida cotidiana, sino también el gusto por el descubrimiento y una
aproximacion a la enorme capacidad de la razén humana.

Desde esta Concejalia de Educacion apostamos por una ‘“Zaragoza con otros ojos” como una propuesta de
ciudad educadora e innovadora, donde se puede experimentar y gozar. En suma, experigoza.

Luis Alberto Laguna Miranda
Concejal Delegado de Educacion







INTRODUCCION

eXPeriGoza esta pensado como un espacio abierto, ludico e interactivo para la experimentacion y el conocill
miento, destinado a proporcionar actividades cientificas y matematicas para los alumnos de Primaria, y formall
cion en esos temas para el profesorado.Trata de proporcionar cuestiones interesantes y atractivas para obtener
respuestas parciales y nuevas preguntas por la manipulacion y la practica, haciendo ciencia y obteniendo conocil]
mientos con las manos y con el cerebro.

exPeriGoza en definitiva procura ser un espacio magico, como un laboratorio o un taller de tecnologia donde
se potencia la participacion activa, se toca, se experimenta y se aprende en un ambiente divertido y estimulante.
En él esta presente la magia matematica y pretende ser una ludoteca en la que, por medio del juego y la manipull
lacion, se ayude a la génesis y consolidacion del conocimiento.

Desde hace un tiempo hay un consenso cientifico segiin el cual una persona es competente no cuando conoce
muchas cosas de memoria, sino cuando es capaz de movilizar conocimientos y actitudes para responder a
situaciones reales. Como es bien conocido que de los alumnos no obtenemos sino lo que pedimos, exPeriGoza
trata de proponer otro tipo de tareas para lograr resultados diferentes: aprender en la accion y para la resolul]
cion de situaciones complejas, reales, diversas y atractivas.

La actividad @xPeriGoza se ubica fisicamente en el recinto del Antiguo Matadero de Zaragoza, cuya utilidad
originaria acabé hace afos y esta ahora dedicado a diversas actividades sociales. Como es un espacio vallado se
tiene la seguridad de que los escolares pueden participar en las actividades sin riesgos, algo que no sucederia en
calles o plazas de la ciudad.

Cada una de las actividades esta pensada para el nivel psicolégico y de conocimientos de las edades propuestas,
aunque en algunos casos puede haber alguna pequena diferencia entre los conocimientos matematicos del curso
que estudian y ciertas necesidades del desarrollo de @XPeriGoza. Pero nunca son importantes y ademas hay
que pensar que en ella se trata sobre todo de inducir ilusion y ganas de saber, mediante la sorpresa y el placer,
por medio de elementos lidicos. Cuando se profundicen o desarrollen en el propio centro se podran propor[]
cionar conocimientos mas precisos.
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expPeriGoza

Aunque pueda parecer que no hay relacion entre algunas de las actividades y los conocimientos matematicos,
hay que pensar que aqui se apela a conocimientos interdisciplinares que hacen referencia a materias diversas,
y que en todo caso hay conexiones claras, y también que bastantes de los objetos y actividades que se utilizan
tienen aplicaciones diferentes segin la edad o maduracion de los destinatarios, estando adaptados en nuestro
caso al nivel de los asistentes. Se puede hacer posteriormente una utilizacion mas personalizada en las aulas,
puesto que uno de los objetivos fundamentales de @xPeriGoza es dar instrumentos para realizar una ensel[]
nanza ludica y motivadora en las clases de cada dia.

ﬁ .

Asi,en el Taller de Juegos y en los juegos en gran formato, se trata de iniciar o continuar, en un ambiente
ludico, la aplicacion de las grandes estrategias de pensamiento y de resolucién de problemas, de aplicacion
permanente en los diferentes campos del conocimiento y a lo largo de toda la vida.

(
El Taller de Mosaicos introduce una geometria creativa y trata de mostrar en la practica la importancia

de la imaginacién en el quehacer matemitico, a la vez que destaca la importancia de las propiedades geométril]
cas, como la simetria, en la busqueda de la belleza.

ﬁ p

En el Taller de Medidas se trata de interiorizar que lo mas importante es encontrar la medida adecuada
a cada una de las necesidades sociales, algo que puede conseguirse por diferentes procedimientos, asi como
poner de manifiesto que la intuicidn no siempre nos proporciona los resultados reales.

El Taller de llusiones opticas y Figuras imposibles, ademas de sorprender e ilusionar, quiere
despertar la nocion de la necesidad de las medidas y de los instrumentos geométricos para comprobar o
rechazar las intuiciones o sospechas.

Por fin, el espectaculo matematico-teatral, ademas de divertir y proporcionar conocimientos y reflexiones
matematicas, pretende reforzar los sentimientos positivos hacia las matematicas, presentandolas asociadas a
la musica, el baile, la participacion y el humor. Bastante alejadas, por tanto, de los estereotipos sociales que
presentan las matematicas como algo pesado, repetitivo y sin imaginacion.
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Una de la tareas fundamentales en la ensefianza de las matematicas es la RESOLUCION DE PROBLEMAS (RP),
no solo de simples ejercicios que son aplicacion directa de lo que se acaba de explicar. A resolver problemas se puede
aprender, y es conveniente empezar a hacerlo cuanto antes. Polya fue el primer teérico de la RP, y da un método en
cuatro etapas para afrontar la resolucion de un problema:

Plan de Polya

expPeriGoza

v
Examinar A
la solucion

obtenida

Las estrategias de RP entran en la etapa Il.

Algunas de las mas importantes son: Unos problemas, que casi no se reconocen como tales, permiten de una forma
muy sencilla experimentar la RP: LOS JUEGOS DE ESTRATEGIA.
Huizinga da una definicion de juego muy clarificadora para su utilizacion en
la ensefianza: “Juego es una accion u ocupacion voluntaria, que se desarrolla dentro

Empieza por lo facil. = . - g ,
de limites temporales y espaciales determinados, segtin reglas absolutamente obligal]

Ensayo y error (experimenta). torias, aunque libremente aceptadas; accién que tiene un fin en si misma y esta
acompafiada de un sentimiento de tension y alegria”. En un juego se llama Estrall
Hazte un esquema, una figura, un diagrama. tegia de un jugador a una descripcion completa de la manera en que se o

deberia comportar el jugador ante cualquier circunstancia posible, en cada
jugada.Y en un juego se llama ESTRATEGIA GANADORA (EG) a una

Escoge un lenguaje adecuado, una notacion apropiada. estrategia que lleva al jugador al éxito (a ganar la partida) hagan lo que hagan >
sus adversarios.

Busca la simetria de la situacion.

Estudio sistematico de todos los casos.
No todos los juegos tienen EG, pero en aquellos en los que la hay, su busquell

Busca un problema semejante. da es un problema atractivo que, ademas, nos permite ganar siempre. Otros

Induccion juegos permiten llevar a una situacion de empate (o tablas): si los dos jugado[]
res juegan bien no gana ninguno de los dos. Pero en algunos de esos juegos
Empezar por el final (suponer el problema resuelto). hay estrategias favorecedoras: las que hacen mas facil ganar a la menor equivocall

cion del contrario.
Supongamos que ho.




Normalmente se sobrentiende que las situaciones de juego requieren dos personas al menos, pero esa misma
situacion se da en los juegos solitarios (de una sola persona) en los que el “contrincante” a superar para
conseguir el éxito son las propias reglas del juego. Por eso también utilizaremos juegos solitarios en los que
hay una tarea que realizar siguiendo unas reglas determinadas de antemano, peleando contra un contrincante
incorpéreo (pero no siempre mas asequible): LAS REGLAS DEL JUEGO. En los juegos de estrategia hay
que buscar el procedimiento para ganar siempre. En los individuales solo se tiene que actuar contra las reglas,
mientras que en los juegos por parejas hay que hacerlo contra el adversario, siguiendo unas reglas.

Puedes intentar resolver el siguiente juego individual: COLOCACION DIFICIL

Situar los nueve primeros nimeros naturales en las nueve casillas
de forma que los tres productos sean iguales.

..X.=..x.=..x.

Los juegos se suelen considerar poco importantes, cosas de nifios, con poca cabida en la escuela, al menos en clase de matematicas, y menos cuando la
edad del alumnado aumenta. Pero hay muchas razones que invitan a utilizarlos. En primer lugar, como comenta el poeta aleman Heine “aquellos que
se toman el juego como un simple juego y el trabajo con excesiva seriedad, no han comprendido mucho ni de uno ni de otro”.

Las relaciones entre los juegos y las
matematicas no solo se dan en el
comienzo de las mismas, sino que hay
ramas enteras de las matematicas que
tienen su origen en la actividad ludica.
Hay tres casos significativos y bien
conocidos: la Teoria de Numel
ros, la Teoria de Probabilidall
des y la Teoria de Grafos.Y es
reciente la Teoria de Juegos, con
aplicaciones en muchas ramas del
conocimiento, como la Economia y la
Politica, ademas del ambito militar.
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Todos los grandes juegos que se extienden en el tiempo y en el espacio, son modelos de situaciones atractivas que han arraigado en la conciencia social.
Los juegos de baraja, de las cuales la espanola es la gran aportacién hispanica al gran universo de los juegos, son modelizacion de una situacion real.
Los cuatro palos son una estilizacion de los estamentos medievales:
el de oros representa la burguesia,

el de copas al clero,

las espadas a la nobleza y

los bastos a los campesinos.

Las barajas sajonas también son un modelo de la realidad, en este caso del transcurrir de un afo. Asi hay cuatro palos, tantos como estaciones; en cada
uno hay I3 cartas, luego en total 52, tantas como semanas en un afno; los nimeros en cada palo suman 91 (I+2+3+...+13), que multiplicado por 4 son
364, mas una del comodin tenemos los dias del afio.

En los juegos de cartas,a pesar de gozar de bastante mala fama, hay muchos aspectos matematicos. En las diferentes modalidades de juegos de cartas hay
uno o varios de los siguientes aspectos:

Calculo de probabilidades. Consustancial a todos los juegos con apues[]
tas, como el poker. Un buen ejercicio es calcular la dificultad de obtener una
jugada, y poder compararla con la valoracién que se le da: si un poker gana a un

. . . En cuan rocedimien lican habitual
full, debe ser que esta jugada es mas probable que la primera. GUEED B [preeael il i GUarary ek LI

mente en los juegos de cartas,y que lo son también

Recuentos de posibilidades. Cuando hay que prever todas las posibilida[] I L BT o

des que se puedan presentar en un juego en funcion de nuestras cartas y las
posibles distribuciones entre el resto de jugadores. Es lo que pasa en el tute
subastado, en el que uno o varios de los tres jugadores dicen cuantos puntos
van a hacer, y juega quien mas oferta, contra los otros dos.

Suponer el problema resuelto o empezar
por el final. Se hace con frecuencia jugando a
cartas, pero que es imprescindible en el subastado,
si se quieren contar bien los puntos que se pueden

. . . . obtener (para lo cual hay que ir descontando los
Clasificaciones. Clasificar es una tarea central del conocimiento. En los (P A

juegos de cartas en que hay que 'ligar', como el rabino o el chinchdn, se trata de
hacer clasificaciones, conocida la ley o relacién de equivalencia que tenemos
que aplicar.

que se pueden perder del total posible).

Resolver problemas parciales. Por ejemplo,
en todos los juegos en que hay que hacer determi

nadas jugadas (en los que se 'liga’). En el chinchén o
en el rabino, en algunos momentos, la preocupacion
es no sobrepasar un nimero de puntos (con el que
se pierde la partida) y, una vez conseguido ese obje

tivo, se puede intentar ganar.

Ordenaciones. Es una tarea habitual en casi todos los juegos de cartas, y
objeto especifico de algunos como el cinquillo. También para algunas jugadas de
los juegos tipo poker (escaleras, y orden de prioridad de jugadas).

Operaciones aritméticas. En casi todos los juegos habituales de cartas
hay que sumar, restar o multiplicar para saber quien gana en cada partida, para
llevar las cuentas de triunfadores parciales o finales.




Los humanos somos simétricos de forma aproximada, seguramente por eso son simétricos buena parte de los utensilios
que manejamos, asi como las casas en que habitamos y los disenos que nos rodean.Y también la simetria se utiliza de forma
generalizada en el arte, con una especial presencia en un arte tan aragonés como el mudéjar.

Hay diferentes tipos de simetrias (en el plano y en el espacio, central o axial, de diferen[] '

tes ordenes,...). Para llegar a conocerlas y percibirlas la mejor forma es disfrutarlas y

sorprenderse con ellas. Eso se hace en Experigoza con dos aparatos con los que se

exprPeriGoza experimenta y se disfruta: el caleidoscopio gigante y la maquina de volar.
Ambas estdn compuestas por espejos, Util cotidiano presente en todas las casas y
centros de ensenanza, que nos proporciona imagenes simétricas de lo que pongamos

A delante de ellos. La combinacion de varios permite ver otras simetrias y reflexionar
sobre ellas.

Algunas cuestiones para pensar: ‘

Los imdgenes en los espe
j ' izquierad
os cambian [a
o ha, pero no (0
s delante d o e, P
e ess}tm\o/emos P Z?A: estd arviba pov lo jfue
espe)o, 3! ra imagen se / arriba por 12 1
- abajo. iCO ’
derecha en nues e & abaj o pode

zquierda S0 mos lograr este
mueve la zqu o l
para qu

demos hacer .
p?magevx e mueva la wmisma l

ovemos nosotros?

m |
mano queé . -
ien hay un recorrido dg obser e
fe mobiliario urban

dificios Y : e
e l.osuoe Matadero, donde *\epe_ lu\g;:\n "
Am“g'd d. una Rufa Ma’remahca I
e c,\ce mencion especial @ la o

ion de la simetria.




DEFINICION SIMETRIA CENTRAL.Una figura plana tiene un centro de simetria O (y se dice que tiene simetria central) cuando
al unir un punto cualquiera P de la misma con O y prolongar la recta, ésta corta a la figura en otro punto P’ tal que O es el punto medio
de PP’ (figura 1). El punto P’ se llama simétrico de P respecto a O. Ejemplos de figuras con simetria central son la circunferencia respecto
a su centro, o el cuadrado y el hexagono regular respecto al punto de corte de sus diagonales (figura 2).

r DEFINICION SIMETRIA AXIAL. Una figura plana tiene un eje de
% simetria r (o se dice que tiene simetria axial) cuando si desde cualquier
4 punto P de la misma trazamos una perpendicular a r y prolongamos la recta,
/ ésta corta a la figura en otro punto P’ tal que r es la perpendicular en el
punto medio de PP’ (figura 3). El punto P’ se llama simétrico de P respecto
a r. Ejemplos de figuras con simetria central son la circunferencia respecto
a cualquiera de sus diametros o el cuadrado y el hexagono regular respecto
a todas sus diagonales y también respecto a las rectas que unen los puntos

! medios de sus lados opuestos (figura 4).
fig. 3 fig. 4




EJEMPLOS DE EJES
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Un cuadrado tiene Un triangulo equilatero
cuatro ejes de simetria. tiene tres.

Se puede doblar por
cada una de las lineas
azules y siempre quedal]
ran superpuestas las dos
mitades.

GIROS Y ROTACIONES

El punto central de un triangulo equilatero es un centro
de giro de orden tres. Podemos girar respecto a él la
figura, tres veces 120°,y siempre se mantendra invarian[]
te. Para poder distinguir cada movimiento tenemos que
numerar los vértices.

Un rectangulo o un Una circunferencia
rombo tienen dos. tiene infinitos.

Una cometa
tiene uno.

Un cuadrado tiene un centro de giro de orden cuatro. Podemos girarlo
cuatro veces 90° respecto a su punto central, y en los cuatro casos se
mantiene invariante.

El cuadrado y el triangulo equilatero tienen también ejes de simetria. Estos
ejes se cortan en el centro de giro. Pero una figura puede tener centro de
giro sin tener ningln eje de simetria. Por ejemplo, el centro de un paralelo[]
gramo es centro de giro de orden dos. Los giros seran ahora de 180°.

S 7 ST



En el caso de cuerpos en el espacio se define la simetria respecto a un plano de la misma
forma que en el plano respecto a un eje. Las personas tenemos un plano de simetria

aproximado que nos “parte” por la mitad pasando por la nariz y entre los dos pies.

i 3

Hay toda una gama de obje[] ‘
, [
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para las dos manos,
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exrPeriGoza

A nuestro alrededor, la geometria esta por todas partes. De esta geometria que ‘respiramos’ quizas sea la de los mosaicos,
suelos o pavimentos una de las mas evidentes o, al menos, una de las mas faciles de ver y comprender. En ella se funden la

plasti isehioylap | o. Xperigo
za tratamos de poner de manifiesto la forma que tienen las losetas que embaldosan los suelos de nuestras casas, calles y plazas
y sobre todo la estructura geométrica que permite su construccion.Veremos como se puede rellenar el plano con formas
simples repetidas para conseguir una estructura de una gran complejidad aparente. Esta tarea es enorme si se pretende hacer
un estudio exhaustivo. Matematicos de la talla de Kepler intentaron poner orden y sistematizar este tema sin conseguirlo,
asi que en Experigoza solo presentamos algunos aspectos de los mosaicos mas sencillos, pero no por ello de menor interés
matematico. En este trabajo geométrico con mosaicos se trata de promover la experimentacion y la intuicion de los ninos.
Los profesores interesados en profundizar en estas cuestiones pueden estar seguros que tienen ante si un campo lleno de
posibilidades.

Las distintas civilizaciones, desde muy antiguo, utilizan los mosaicos y han dedicado mas o menos empeno a esta tarea. En
algunos casos, como en el de los antiguos arabes, especialmente los granadinos, nos han legado ejemplos de los mas bellos
mosaicos de la humanidad, haciendo de la Alhambra un auténtico museo de la geometria.Visto desde la perspectiva matemati[]
ca fue una suerte que la religion isldmica prohibiese la representacion de figuras humanas en lugares publicos por lo que decol]
raron sus palacios con motivos geométricos.

Los artesanos arabes que trabajaron en la Alhambra descubrieron de forma intuitiva las |7 formas posibles con las que podian
combinar baldosas para rellenar el plano. Desconocian que hubiese |7 formas (los grupos de simetria del plano) pero su prac[]
tica y experiencia les llevo de hecho, sin ser conscientes de ello, a descubrirlas en la practica de forma empirica. No fue hasta
el siglo XIX cuando los matematicos establecieron estos resultados de forma definitiva.

Estos artesanos pusieron de manifiesto que la intuicion y la practica casi siempre suelen ir por delante de la teoria, y no al
revés. Eso intentamos que los alumnos hagan en Experigoza: experimentar y reflexionar sobre la experiencia destacando los
aspectos mas interesantes de la geometria que aparece. Para ello disponen de un material atractivo y multicolor para hacer
el trabajo experimental, desarrollar la intuicion y, a pequeha escala, tratar de emular a aquellos artesanos que sin grandes
conocimientos geométricos fueron capaces de crear mosaicos de singular belleza. A continuacion se exponen unos pequenos
retazos de las posibilidades de este trabajo empirico complementandolo con sugerencias y observaciones sobre sus posibili[]
dades didacticas y, a veces, con algunas ideas geométricas y analiticas que son el fundamento tedrico de la experimentacion.




MOSAICOS REGULARES

N primer fugar conviene precisar qué se entiende por mosaico. Se trata de una estructura compleja que reflena completamente el pfanc y esta formada
de piezas simples que llamamos baldosas, losetas, ladrillos, azulejos o teselas. Ademas, las baldosas deben cumplir varias condiciones: los vértices de cada
poligono se deben unir con los de los otros, no pueden solaparse o superponerse ni deben dejar huecos y han de rellenar completamente el plano, es
decir, deben poder extenderse indefinidamente. Estas condiciones iniciales van apareciendo en el desarrollo del trabajo experimental sin necesidad de
enunciarlas expresamente. La conveniencia o no de presentarlas explicitamente a los alumnos dependera bien de la edad de los chicos o de las intenciol]
nes didacticas del profesor. En cualquier caso en el trabajo con ninos pequenos en los talleres de Experigoza se empieza utilizando una idea intuitiva y
coloquial de lo que es un mosaico y,a medida que se trabaja, se van fijando el resto de condiciones.

Conviene empezar por lo mas simple que es a la vez base y fundamento de los principios mas complejos. Para ello nuestra primera propuesta consiste en embal[]
dosar el suelo (o una pared o cualquier superficie plana) utilizando poligonos regulares iguales: solo podemos utilizar un tipo de baldosas. Estos mosaicos se
llaman mosaicos regulares. El mas corriente de ellos esta formado sélo por cuadrados y es bien conocido porque la mayoria de suelos y pavimentos son asi.

i

En Experigoza, con los nikos, no se emplean mé -
todos o procedimientos analiticos en la medida
de lo posible, sin embargo estos procedimientos
son los que dan cuenta rigurosa de los resultados.
En este escrito se desarrollan en paralelo las jus-
tificaciones convenientes utilizando dichos proce -
dimientos.

Para empezar en este apartado hace falta saber
cudl es el angulo de un poligono regular de n lados.
Conviene recordar dos cuestiones previas:

La suma de los dngulos de un tridngulo es 180°
ualquier poligono reqular de n lados puea

descomponerse en (n-2) tridngulos

La suma de los dngulos de esos (n-2) triangulos
es exactamente la suma de los dngulos del poligo-
no. Por lo tanto, cada uno de los dngulos de un
poligono regular de wn lados (que son iquales)

medira (n-2) x 180
n

Por ejemplo, en el pentagono regular, el dngulo serd

a= (5—2);180= 3 X;SO =540 :1080

Muchas personas que no conocen el problema piensan que “con todos los poligonos es
posible’, que cualquier poligono regular sirve para hacer un mosaico.
Esto se debe a que no se ha pensado en los requisitos elementales que necesitamos para
poder embaldosar.

Hay un contraejemplo claro que nos permitira reflexiol ]
nar sobre la afirmacion anterior: con pentagonos
regulares no se puede embaldosar. ;Por qué!
Experimentalmente se ve que no encajan, pero vamos a
verlo con mayor detenimiento. Suponemos que tenel]
mos un monton de pentagonos regulares iguales y
queremos llenar un plano. Decidimos una primera
forma de colocarlos: tocandose los vértices. Con los
dos primeros no hay ninglin problema, pero al anadir el
tercero, vemos que no cierra, sobra un trozo que no
podemos llenar con otro pentagono (si que podriamos
romper trozos de baldosa cada vez para rellenar el
hueco, pero entonces no serian iguales todas las baldo[]
sas). ;Por qué no se cierra el plano con tres pentago[]
nos? Porque el angulo del pentagono regular es de 108°
y juntando tres pentagonos sus angulos suman 3 x 108°
= 324°. Para cerrar se necesitan 360°, una vuelta com[]
pleta: faltan 36°. Si utilizamos cuatro pentagonos nos
sobran trozos de pentagono porque se solapan unos
con otros.




N° lados del poligono

Angulo (grados)
REGULARIDADES OBSERVADAS

Experimentalmente se ve enseguida que el angulo de los poligonos
aumenta al aumentar el nimero de lados, de manera que si se toma el
poligono mas ‘pequeno’ (triangulo) el angulo que forman sus lados es
menor que el del cuadrado y éste, a su vez, es menor que el del pentd[]
gono, y asi sucesivamente. De forma que al juntar poligonos para cons[]
truir mosaicos aparece una regularidad que a primera vista parece poco
importante pero que es fundamental. A medida que aumenta el nimero
de lados del poligono, que voy a utilizar como baldosa, disminuye el
numero de poligonos que puedo juntar alrededor de un vértice. Con el
poligono mas pequeno (triangulo) necesito juntar 6 baldosas, si sigo con
el cuadrado, necesito sélo 4 baldosas, con el de 5 lados ya hemos visto
que no se puede y con el de 6 sélo se necesitan tres poligonos.

Pero a partir del hexagono, si probamos con poligonos de mas lados
(7,8,9,...) lo que ocurre es que los poligonos se solapan y unos montan
sobre otros. En este momento parece que la investigacion ha llegado a
su fin. ;Por qué estoy seguro de que solo hay estas tres posibilidades?
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Mediante un procedimiento analitico se puede llegar a la misma conclusion:
los divisores de 360 son: 120, 90 y 60, que corresponden al hexagono
regular, cuadrado y triangulo equilatero. Estas seran, por lo tanto, las
tnicas baldosas (poligonos regulares) con las que se podra embaldosar.
Otro divisor de 360° que hemos desechado es el propio 180° ;Por qué?
En realidad, de forma experimental también se puede razonar y llegar a la
misma conclusién. Asi después de utilizar el hexagono, que forma mosaico
juntando tres poligonos en un vértice, si se continiia con cualquier otro
poligono de mayor niimero de lados, la formacién del mosaico se conseguiria
juntando sélo dos poligonos. Y es evidente que al juntar sélo dos poligonos
en un vértice no se puede formar un mosaico.

En conclusion: sélo hay tres mosaicos regulares

)




Ademas, un hexagono se puede dividir en seis triangulos equilateros, de forma
ESTOS MOSAICOS SE LLAMAN: que estructuralmente podria considerarse que solo hay dos posibilidades de
llenar el plano con poligonos regulares: tridngulos y cuadrados. Estas estructul]
ras se suelen llamar tramas cuadradas y triangulares. Con ellas, mediante defor[]
maciones y combinaciones de color, se pueden construir nuevos mosaicos de
gran belleza. Un buen nimero de los mosaicos de la Alhambra utilizan estas

técnicas.
PONER NOMBRE A UN MOSAICO
3 3‘33‘33 ) 4‘4'4'4 6.6.6 Hasta ahora se ha estado utilizando, sin decirlo expresamente, el concepto de
De forma abreviada: vértice de un mosaico como el punto en el que se unen los vértices de los
6 4 3 poligonos que lo forman. La importancia de este punto del mosaico es fundall
3 4 6 mental y conviene destacarla, ya que lo que ocurre en él determina que se
¢Por qué crees que se nombran de esta pueda o no construir el mosaico y el tipo de mosaico de que se trata. La condill

cién necesaria para que un mosaico exista es que los poligonos encajen todos

forma? e o : .
en torno al vértice.Ademas el vértice permite ponerle un nombre al mosaico.

MOSAICOS SEMIRREGULARES

El hecho de que solo hay 3 mosaicos regulares no deja de ser sorprendente. Las restricciones impuestas (utilizar cada vez un solo poligono) limitan mucho las
posibilidades. Si dejamos de lado las anteriores condiciones se puede ampliar la blisqueda y encontrar nuevos mosaicos. Se propone una nueva investigacion:
encontrar los mosaicos que se pueden construir utilizando dos o mds tipos de
poligonos regulares (los mosaicos semirregulares). El nimero de mosaicos que
hay ahora es mas numeroso que en el anterior. Pero, jcuantos puedo hacer?

En el supuesto de que el lector desconozca el resultado, se le sugiere, como
se hace con los alumnos, que emita una conjetura previa sobre el resultado.
Hay pocos fundamentos para hacerla y es posible que los preconceptos y
falsas creencias influyan en ella. A pesar de todo, en matematicas, la emision
de conjeturas y su comprobacion juegan un papel importante. En casos como
este nos permiten al final analizar y corregir las creencias y los preconceptos
que utilizamos, y de los que no somos conscientes.

Para empezar la investigacion, como antes, primero hay que comprobar si los
poligonos “encajan” entre si. Luego hay que ver si,ademas de encajar; rellenan por
completo el plano. Es decir, si forman un mosaico como ocurre en el ejemplo
siguiente: un mosaico semirregular formado por octégonos y cuadrados.
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A LA BUSQUEDA DE TODOS LOS MOSAICOS POSIBLES

En la resolucion de problemas y en el trabajo experimental, en un principio, se suele proceder al azar y de forma desordenada. En algin momento habra
que detenerse a reflexionar y poner orden en los resultados que se van obteniendo para hacer mas sistematico el proceso de investigacion. Se sefalan

a continuacion algunos aspectos que aparecen en la experimentacion y que permiten hacer mas sistematico y ordenado el trabajo.

Suelen aparecer mosaicos con estructuras como las dos siguientes:

iCual es la diferencia

entre los dos? ;Son igual
de ‘regulares’? Aparen[]
temente los dos son

‘muy regulares’ y eso —
suelen afirmar los alum[] :
nos entendiendo por
‘regular’ en este caso

‘muy simétrico’ o ‘muy
uniforme’. Pero en el A
los vértices son todos
del mismo tipo [3.6.3.6],
mientras que en el B los
vértices son de dos
tipos: unos son [6.6.3.3] A
y otros [3.6.3.6].

REGULARIDADES QUE PERMITEN SISTEMATIZAR LA INVESTIGACION

Una vez establecidas las condiciones precisas de los mosaicos que estamos buscando hay dos regul]
laridades que permiten cerrar completamente la investigacion. ;Qué se puede decir sobre el
numero maximo de poligonos que puedo colocar en un vértice? ;Y del nimero minimo?

Lo que se ha estudiado en los mosaicos regulares sirve también ahora. Hay un Unico caso maximo
que consiste en juntar 6 poligonos (triangulos) en un vértice, pero es un mosaico regular. Si se
utilizan menos de 6 poligonos hay que estudiar detenidamente cada caso y ver lo que ocurre, pero
el nimero minimo de poligonos, que es lo que interesa, es tres. Conclusion: los mosaicos semirregul]
lares se forman juntando un minimo de 3 y un maximo de 5 poligonos regulares, otros casos no son
posibles. Dicho de otra forma: no puede haber mosaicos semirregulares que estén formados por
mas de 5 o menos de 3 poligonos en un vértice.
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Nuestra investigacion se ha reducido a buscar combinaciones de 3,4 o 5 poligonos alrededor de un vértice. Si en vez de fijar
la atencion en el nimero de poligonos, lo hacemos en el tipo, también se pueden sacar conclusiones relevantes que imponen limitaciones decisivas. ;Qué
pasa cuando trato de juntar tres poligonos distintos en un vértice? Si tomamos para empezar los ‘mas pequenos’, el triangulo, el cuadrado y el pentagono
y los unimos en un vértice, la suma de sus angulos es: 60°+90°+108°=258°. Si afadimos a continuacion el hexagono la suma de sus angulos seria
60°+90°+108°+120°=378°. Como suma mas de 360° no se puede formar mosaico. Puesto que hemos utilizado los poligonos que tienen los angulos
menores, cualquier otra combinacion de mas de 4 poligonos distintos resultaria imposible. La conclusion es que el tipo de poligonos que se use también
impone limitaciones. ;Quiere esto decir que no existen mosaicos regulares que tengan en un vértice 4 poligonos!? La respuesta es negativa como ya se
ha visto en el ejemplo anterior del mosaico [3,6,3,6]. Lo que ocurre es que si utilizamos cuatro poligonos no pueden ser distintos, dos al menos deberan
ser iguales. Hay varias posibilidades, pueden ser tres poligonos de un tipo y el cuarto de otro tipo, o dos de un tipo y los dos restantes de otro tipo. Hay
otra posibilidad que dejamos para lector interesado. En cualquier caso puede averiguarse cual es esta posibilidad observando las diferentes combinacioll

nes en la imagen siguiente.

En conclusién, no puede haber mas de tres clases de poligonos distintos en torno a un vértice.
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Teniendo en cuenta la conclusién
alcanzada, se podria encontrar,
después de un estudio combinall
torio exhaustivo, cuantos mosaill
cos semirregulares hay.

El resultado definitivo
es que hay solo
8 tipos distintos.
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MOSAICOS MODULARES: MOSAICOS NAZARIES

La Alhambra de Granada
se construyo en tiempos
de la dinastia nazari. Por
esa razon se suele llamar
mosaicos nazaries a los
mosaicos que hay en la
Alhambra.

Estos mosaicos, de una
gran complejidad aparen[]
te, estan realizados por
descomposiciones sencill
llas de las baldosas de los
mosaicos regulares, for-
mados por cuadrados y
triangulos principalmen[]
te. A continuacién se
muestran  graficamente
dos ejemplos de estas
descomposiciones  que
dan lugar a mosaicos de
una gran belleza.

LA PAJARITA

Se forma partiendo de un triangulo equilatero, que da lugar a la baldosa que se conoce con el nombre de “La pajarita”.
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En este apartado se pretende llegar a tener alguna idea de lo que las unidades de medida suponen en nuestra vida, y experill
mentar para lograr imagenes mentales de la relacion entre magnitudes de medida de distancias, superficies y voliumenes que
no son evidentes.

Las primeras unidades de longitud que se registran en la historia estuvieron relacionadas con medidas humanas: palmo, pie,
paso... Por eso es logico que en las primeras etapas del aprendizaje se sigan utilizando esas medidas, aunque hay que advertir
sobre las variaciones que pueden ocasionar: no son iguales (y a veces ni parecidos) los pies de todos.

Por eso mismo, en general, las unidades de medida variaban mucho segun la region, la comarca e incluso la poblacion, tanto
que en la entrada de algunas ciudades se indicaban los patrones de medida oficiales en aquella ciudad. Esa diversidad dificultal]
ba el intercambio comercial y era fuente de abusos y malentendidos. Por ejemplo, la vara de Valencia y de Castellon media
aproximadamente 0,906 m mientras que la vara de Teruel era de 0,768 m. Comprando tela por vara enValencia y vendiéndola
al mismo precio en Teruel, jse podia obtener un beneficio del 18%! Los pies también eran muy distintos, desde el pie de
Burgos (0,278 m) al largo pie francés (0,324 m).

La falta de una definicién comun de las unidades de medida permitia que fueran un instrumento de dominacion de las clases
populares por parte de los poderosos, por eso su unificacion fue uno de los primeros objetivos de la Revolucion Francesa,
que puso las condiciones para la definicion del metro como base del Sistema Métrico Decimal, de uso comun en la actualidad.
Como en el metro las unidades varian seglin potencias de 10, los calculos son muy sencillos. Lo que se pretende en Experigol]
za es que se comience una relacion cordial, vivida y sorprendente de las medidas. Porque para medir de forma aproximada
utilizamos el sentido de la vista, que con frecuencia solo nos sirve para hacernos una idea quizas, en el caso de las longitudes.
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Se propone la medicién de distancias en una gran superficie (como podria hacerse en los patios

ACT‘V‘DADEs de los centros de ensefianza). ;Cémo medir grandes longitudes? Se escuchan las propuestas de los
TAS diferentes asistentes: pasos, pies, la distancia entre los brazos abiertos, numero de baldosas, con
pkOp\)Es cinta métrica... Se pasa a la accion con cada una de las propuestas, se ponen en comun y se evaltan

las ventajas e inconvenientes.Asi hasta obtener una respuesta a la distancia, cuya precision depen[]
dera de las necesidades que tengamos. Finalmente se puede dar una respuesta ‘exacta’ por medio
de un aparato de laser de los usados por los profesionales, que nos da una medicion con la precil

sion de un centimetro (que no es necesaria en la vida corriente). En esa misma superficie se puede
intentar delimitar una habitacion, o toda una casa, para intentar hacerse idea de esas superficies.

También se hara alguna medida indirecta, como la altura de
alguno de los edificios. Para ello se utiliza un método sencillo,
con un espejo. Si queremos medir una altura H, elegimos una

H recta AB hasta la base del monumento y desde una altura h
que podemos medir (que puede ser la de nuestro ojo)
vamos moviendo un espejo hasta que veamos el extremo del
monumento en el punto P.

=

Al P B

L/H espejo

H hxPB
LU L ; H =
Como sabemos que =g podemos medir h, AP y PB, tendremos que AP
La dnica dificultad del procedimiento es que tenemos que medir con cuidado todas las distancias, y asegurarnos de que el punto P (donde decimos que J

vemos el extremo del monumento), esta situado alli exactamente. Por eso es conveniente entrenar previamente el proceso (deduciendo una altura que
podamos medir luego de forma directa) para comprobar la exactitud de nuestras medidas (puede ser por ejemplo la altura de una clase).




TALLER DE MEDIDAS DE VOLUMEN Y PESO.

Tenemos una serie de cuerpos geometricos: conos, cilindros, esferas, prismas, cubos huecos de madera y plastico, cubos de espuma del mismo tamano y
diferente densidad, diferentes envases industriales (tetrabriks, botellas, botes cilindricos...), y bolas pequefias de poliuretano de colores para poder llenar[]
los, asi como una balanza electrénica para pesar.

Empezamos con un cuerpo corriente: el cubo.Tenemos uno de lado 20 cm, otro de 10 centimetros (o un decimetro) y otro cuyo lado es la mitad, 5 cm.

¢hay alguna relacion entre sus voliumenes? La del mediano es un decimetro cubico que, como podemos comprobar, es lo mismo que un litro (la capacidad

de los tetrabriks y de muchas botellas). ;Y la del pequeno? En este caso se hacen apuestas: no es ni la mitad, ni la tercera ni la cuarta parte. jEs la octava
{ i

parte! O dicho de otra forma, hay que llenar 8 veces el cubo pequenio para lograr completar el litro. ;Por qué? Porque su arista es doble (2 veces) y en

el caso del volumen hay que elevar al cubo: 2°=2 x 2 x 2=8.

Comparamos un cilindro y un cono huecos de las mismas dimensiones, es decir, tienen iguales el radio y la altura, ;hay alguna relacion entre los volimenes
de ambos? De nuevo se hacen apuestas: las respuestas habituales son 2,3 o 4 veces. Pasamos a experimentarlo. Se llena el recipiente cénico y lo vaciamos
en el cilindro hasta que lo llenemos completamente: con tres veces se llena el cilindro de forma completa, exacta. jLa ‘evidencia’ nos puede jugar malas
pasadas!

Hacemos lo mismo con un prisma y una piramide que tienen la misma base y la misma altura. Nos preguntamos de nuevo por si hay alguna relacion entre
sus volumenes. ;Es la misma que en el caso anterior? Se puede comprobar que si,y podemos enunciar una regla general:

el volumen de los cuerpos acabados
en punta (como los conos o piramides)

es un tercio que de los de la misma

base pero cuya seccion permanece

MEDIDAS DE SUPERFICIE constante (como cilindros o prismas).

En una cristalera hay bloques de
vidrio cuadrados. Se trata de ver
que si el lado se hace doble, triple,
.., 10 veces,...; el namero de
blogues es 4, a, ..., 100,...

Vo



DIFERENTES ENVASES

En los supermercados encontramos envases de formas diferen[]
tes pero con el mismo volumen. Se trata de apostar y experil]
mentar sobre en cual cabe mas o si tienen igual volumen.

DENSIDAD

Tenemos tres cubos de espuma de igual tamano. ;Pesaran igual?
Después de cogerlos se ve que no,y en la bascula electrénica se
comprueban las intuiciones. Asi tenemos una introduccion al
concepto de densidad.

CILINDRO Y ESFERA

Cuando queremos jugar a tenis nos encontramos botes con tres
o cuatro pelotas. Se trata de esferas dentro de un cilindro. Es

evidente que hay muchos huecos, pero, jcuanto espacio queda
libre?

Se comprueba que el volumen de la esfera es justamente 2/3 del
volumen de un cilindro de igual base y altura igual a la de la esfera.
En el caso del bote de cuatro pelotas queda libre 1/3 del espacio,
la mitad del ocupado. Es decir que en el bote de cuatro hay espall
cio libre bastante como para otras dos pelotas de tenis.

Tenemos ahora una esfera y un cubo de arista igual al diametro de
la esfera, jcual es la relacion entre sus volimenes? Comprobamos
que en este caso la respuesta no es sencilla. No siempre la natul]
raleza es facil!




Con el descubrimiento consciente de la primera figura imposible, en
1934, el mundo visual de los humanos ha experimentado una absoluta
novedad. Algo que roza los limites de nuestra capacidad de representa
cion. En este sentido, las figuras imposibles son un enriquecimiento del
espiritu humano. Forman un género propio. No son objetos matemati
cos, aunque puede aplicarse la matematica para describirlos y analizar
los. Tampoco son obras de arte; las figuras imposibles pueden dibujarse
con gusto y expresividad, pero su eficacia no es subsidiaria de sus cuali
dades artisticas. Representan un mundo propio, un mundo que no es en
eX PerlGOza modo alguno ajeno al hombre. Las figuras imposibles son ademas un
valioso material de analisis para conocer mejor el funcionamiento del
0Jo.

A Un mundo de figuras imposibles
Bruno Ernst

Las ilusiones Opticas son divertidas, sorprendentes, creativas. Tienen algo de magico y suponen un desafio a la mente tanto para
pequefos como para mayores. Estimulan la puesta en accién del pensamiento, la reflexion, la creatividad y especialmente la imagil]
nacion. Pero no sélo ocurre con las ilusiones; la magia, los acertijos, las imposibilidades y las paradojas también les gustan particul]
larmente a los nifios. Como ha sefialado Martin Gardner “Las ilusiones opticas, figuras, objetos o sucesos que no son lo que
aparentan al ser percibidos, han tenido y tienen todavia una importante relacion con las bellas artes, las matematicas, la psicologia
e incluso con la filosofia”. Otros campos de conocimiento como la fisica o la tecnologia no han sido ajenos a la atraccién que
provocan estos fenéomenos.

Aunque, desde un punto de vista menos formal, estas actividades puedan considerarse de interés porque son sencillamente diver[]
tidas, también y como ha apuntado Martin Gardner, el interés de los matematicos por las ilusiones opticas se debe a que muchas
de ellas guardan relacién con la perspectiva (una rama de la geometria proyectiva) y con otras cuestiones geométricas. Propor[]
cionan situaciones que dan lugar a plantearse multiples cuestiones acerca de nuestra percepcion e interpretacion del espacio en
el que vivimos y en como observamos la realidad.




AMBIGUEDAD
. Las ilusiones e imposibilidades nos recuerdan que el mundo exterior, en ocasiones, no siempre es lo que parece, y que

{ mirar o Ver , COmo sabemos, son dos cosas bien distintas; porque si bien miramos con 10s 0jOs, VEmOos con €l Cerebro,
que percibe e interpreta la realidad de forma muy diversa y variada. Asi, dos personas pueden mirar la misma cosa pero
no por ello los dos ven lo mismo. La caracteristica principal de la mayor parte de figuras imposibles es la ambigliedad.Y
aunque haya un tipo particular de ilusiones épticas conocidas especificamente entre los especialistas, como figuras ambil]
guas, la misma idea de ambigiiedad recorre todo el mundo de las ilusiones Opticas. Por esta razén uno de los lemas que
hemos seleccionado como hilo conductor de toda la actividad que aqui se presenta es éste: la ambigiiedad. Ambigliedad
que surge de la dualidad de interpretaciones, o la ausencia de interpretacion posible, en muchos casos. Una parte impor[]
tante de Experigoza lo constituyen este tipo especial de figuras imposibles que reciben el nombre de figuras ambiguas.
Estas figuras son aquellas que el ojo ve y que el cerebro interpreta unas veces de una formay a la vez de otra. La interpretal]
cion espacial de estas imagenes se sobrepone a nuestra voluntad. Unas veces son una cosa y otras son otra distinta y lo
percibimos asi, independiente de nuestro empeno por mantener un enfoque determinado. En las figuras que siguen unas
veces vemos un pato y otra un conejo. Las dos cosas son diferentes, pero no existe oposicion entre ellas: es a la vez pato
y conejo.

Es bien conocida igualmente, entre
la figuras ambiguas, la siguiente:a la
vez es joven o es vieja, pero no las
dos cosas a la vez. Muchas persol]
nas no consiguen, en ocasiones,
enfocar adecuadamente una de las
imagenes y sélo ven una parte, la
joven o la vieja.

Pero mas sorprendente resulta adn, si cabe, que en este tipo de imagenes cuando se ha conseguido el enfoque adecuado de una de ellas, si intentamos
mirarla fijamente el tiempo suficiente, la propia imagen se nos impone y cambia en contra de nuestra voluntad, alternando sorprendentemente entre una
y otra interpretacion. A los nifos, que tienen una gran capacidad para sorprenderse, este tipo de “engafos” visuales les entusiasman a la vez que les provo[]
can no pequenas frustraciones al no poder controlar adecuadamente su capacidad de enfoque. Bastantes preguntas y debates surgen con estas propues[]
tas, aunque siempre se disfruta con el engafio que nos proporcionan, como se disfruta cuando un mago nos confunde con sus trucos de magia.

En Experigoza ademas se muestran muchos otros fenébmenos que por su aparente imposibilidad fisica presentan un cierto grado de ambigliedad, andloga
a la apuntada anteriormente, pero tienen, sin embargo, una clara explicacion cientifica. Aunque todo lo que se va a ver choca con la realidad esperada, no
por ello todo es imposible realmente. Sélo lo es de forma aparente. En tal sentido es por lo que nos ha parecido conveniente utilizar como hilo conductor

la ambigtiedad

I
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EXPERIGOZA: UN MODO DE ENTENDER LA REALIDAD

Las interpretaciones y explicaciones que de algunos de estos fenomenos proporcionan diferentes estudiosos del tema, especialmente los sicélogos, son
variadas, contradictorias, o incluso divergentes. Esta multiplicidad pone de manifiesto la complejidad y desconocimiento que existe acerca del funcional]
miento cerebral cuando se trata de explicar la percepcion visual, incluso cuando se trata de las ilusiones mas simples. Un ejemplo historico de esta varie[]
dad de interpretaciones, que sigue sin tener una respuesta universalmente aceptada, es la conocida desde la antigliedad como la ilusion de la luna, que
consiste en el aumento aparente de tamafio cuando se encuentra cerca de nuestro horizonte visual.

En tal sentido nos ha parecido superfluo tratar de dar interpretaciones o respuestas acabadas a los nifios de las situaciones que se presentan. Experigoza
es un lugar en el que se debe disfrutar y sorprenderse por encima de todo.Tratamos no tanto de responder como de provocar la curiosidad por saber
mas y sobre todo despertar la imaginacion espacial y visual.

En cualquier caso conocer y disfrutar de estas experiencias ya nos parece suficientemente enriquecedor y gratificante. Si se tiene éxito en nuestra
propuesta seran los profesores de los grupos que nos visitan los que deberan decidir si amplian y profundizan en estos temas en sus clases, y si consideran
conveniente plantear alguna de las explicaciones posibles.

SENTIDO DEL ESPACIO Y VISION ESPACIAL |

Ya hemos senalado anteriormente algunas de las razones por
las que los matematicos han estado interesados desde antiguo
en estos temas, pero no es ésta la razon fundamental por la que
se ha planteado esta actividad y que la justificaria plenamente.
Hay un motivo que no tiene tanto que ver con las matematicas
académicas como con la ensenanza de las matematicas y la
competencia social de nuestros alumnos. Se trata de la imaginall
cion y la visiéon espacial. Como profesores de matematicas creel ]
mos que la vision espacial, o mejor, el sentido espacial, es un
componente fundamental en el aprendizaje de las matematicas
y no solo de la geometria. Los estudios internacionales de
evaluacién de los sistemas educativos, PISA en particular, han
puesto el énfasis en este aspecto del conocimiento como un
componente fundamental de las competencias matematicas que
un ciudadano deberia adquirir en su etapa escolar. Cuando trata
de los contenidos matematicos que seria deseable que nuestros
alumnos alcancen no hablan (como se ha hecho clasicamente)
de geometria, sino de Espacio y Forma.Y en este sentido atribull
yen a la vision espacial y a la imaginacion una importancia que,
siendo fundamental en la geometria, trasciende el marco de ésta
\ y alcanza al diseno, la plastica, la técnica y muchas otras materias
\ de importancia fundamental en la vida de los ciudadanos.




{QUE ES EL SENTIDO ESPACIAL?

El sentido espacial esta intimamente relacionado con la capacidad de crear imagenes mentales. Como ha senalado
Hernan, esta capacidad de la imaginacién, que él ha llamado “imaginabilidad”, expresa dos ideas relacionadas con
ella: la cualidad de imaginable (como caracter de algo) y la habilidad para crear imagenes (como facultad sicologica).

Tener sentido espacial es poseer la capacidad de comparar la forma de figuras con diferente orientacion
(mentalmente giramos una de ellas para hacerlo mas facil), reconocer las simetrias de ciertas figuras, relacionar
rectangulos y paralelogramos (manteniendo las longitudes de los lados pero cambiando los valores de los angulos),
dibujar un diagrama para ayudarnos en la resolucién de un problema de enunciado verbal, o estimar el valor del
angulo de dos lineas rectas que se cortan.

El sentido espacial juega un gran papel en el razonamiento matematico y traspasa los limites de la misma geome[

tria. Se ha puesto de manifiesto en diversas investigaciones que los buenos resolutores de problemas usan mas la imaginacién mental que los malos, y que
la habilidad para transformar y comparar imagenes mentalmente esta en estrecha relacion con el éxito en el calculo integral, por citar sélo dos ejemplos
de importancia capital en matematicas.

El desarrollo del sentido espacial tiene un componente, ya apuntado, asociado intimamente con las matematicas, pero su ambito desborda los limites
estrechos de la disciplina. Ocupa un territorio fronterizo en el que pueden confluir una gran parte de las areas del curriculum, en especial la Educacion
Plastica y visual; pero no es menos importante en Educacion Fisica, Ciencias Sociales, Ciencias Naturales, Educacion Ambiental, etc. Esto le confiere unas
caracteristicas interdisciplinares de primer orden que vendrian a abundar ain mas, si cabe, en la necesidad de un tratamiento en profundidad en el curril]
culum escolar.

Conviene ademas hacer una precision final acerca del término “imaginacion” citando textualmente ideas de F Hernan:“En su acepcion mas comdn, la
imaginacion tiene un aura de capacidad innata: hay escritores con imaginacion y escritores sin
ella; hay empresarios con imaginacion y otros que son mas realistas; los poetas tienen imaginall
cion y los lingtiistas necesitan de un pensamiento mas analitico. Imaginacién suele alinearse con
intuicion, y ambas se contraponen a realismo y analisis”. Aqui haremos uso de la expresion
“sentido espacial y creacion de imagenes” de una manera menos ambigua, de una manera
mucho mas plastica que literaria.Y consideraremos la capacidad de crear imagenes mentales
como una capacidad no innata, sino educable, es decir, cdgnitivamente evolutiva y perfeccionall
ble.

Dicho de otra manera, la imaginacién es un recurso didactico cuya principal caracteristica es
que es dindmica: las imagenes no funcionan sino a través de la dindmica de la mente. Este recur
so tiene la ventaja afadida de que, al no ser un recurso material, es el mas barato de todos.

Es por todas estas razones que, desde Experigoza, utilizando las ilusiones épticas como pretex[]
to,y el arte y la ciencia como medios, se pueden favorecer el desarrollo de todas estas capacill
dades a la vez que se pasa una manana divertida.




ILUSIONES OPTICAS

ACTIVIDADES
PROPUESTAS

llusiones dpticas clasicas

Con estas viejas y conocidas ilusiones los alumnos pueden emitir hipotesis, y a continuacion comprobar lo acertado
o no de ellas. También pueden los alumnos servirse de instrumentos de medida para comprobar realmente si su vista
les engana vy, finalmente, discutir sobre la limitacion de nuestras apreciaciones y la conveniencia de la comprobacion.

A B
"1 "1 A A
experjgoza exper|goza : B < B B

3Cual es mas grande, Los segmentos Ay B Los segmentos A y B Este sombrero
la Ao laB? sson iguales o diferentes? sson iguales o diferentes? smide mas de ancho o de alto?

llusiones que producen un movimiento aparente

Recientemente han conocido una cierta popularidad, por razones
propagandisticas y comerciales, un nuevo tipo de ilusiones opticas
que producen una sensacion de movimiento aparente. Lo mas
sorprendente de estas ilusiones es que si fijamos la vista en un
espacio reducido de la imagen, en ese sector de la imagen el movill
miento cesa, mientras que en los contornos sigue moviéndose el
resto del conjunto. Si cambiamos de sector y desplazamos la vista
a otra parte reducida de la imagen, nuevamente la zona en la que
nos fijamos cesa en su movimiento Y, sin embargo, la zona anterior,
que habiamos comprobado que permanecia en reposo, comienza
de nuevo su movimiento aparente. Nada se mueve, y por mas que
forcemos a nuestra voluntad para detener el movimiento, éste
sigue y sigue. Son imagenes que suscitan una gran perplejidad y
asombro.
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FIGURAS IMPOSIBLES

Clasicas

Puede que sea el tribar la mas conocida de entre todas las figuras imposibles. En un

gran nimero de museos de la ciencia hay un modelo de tribar junto al cual los visitan[]

tes pueden incluso fotografiarse si se colocan en un determinado punto de vista. En
Experigoza se ha disefado un tribar que los alumnos pueden “materializar” colocan[]

dose en la posicion adecuada. Si ademas se cierra uno de los ojos y se hace desaparel]

cer la vision tridimensional, los efectos conseguidos se acentian. '



Pintores y artistas
Numerosos artistas han creado ilusiones visuales de gran impacto y difusion. Escher es sin duda el mas conocido
de ellos, pero otros como Ernst o, en Espana, Yturralde han contribuido a desarrollar este campo artistico.

Escher

Yturralde

Bruno Ernst

Publicidad

Las figuras imposibles y las
ilusiones opticas ocupan
también un lugar destacado
en la publicidad y en los
logotipos que utilizan las
marcas para anunciar sus
productos. Aqui van algunos
ejemplos

Vallés Pintura y Montajes,s..

-~
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ANAMORFOSIS

Las anamorfosis son imagenes deformadas de la realidad o de otras imagenes. Las deformaciones se producen de acuerdo con determinadas reglas
proyectivas del plano sobre otras superficies, generalmente sobre superficies cilindricas o conicas.

Supongamos que un cilindro en el que hemos dibujado unas imagenes se coloca sobre un espejo. Las imagenes dibujadas en el cilindro, al proyectarse
sobre el espejo, apareceran deformadas e ininteligibles. Podemos hacer una copia en papel de las imégenes reflejadas y proceder a la inversa; esto es, colo[]
cando sobre el papel con las imagenes deformes un cilindro cuya superficie fuese un espejo. Las imagenes deformes del plano se recompondrian sobre
el cilindro restaurando las imigenes iniciales. Esta curiosa propiedad dio lugar en la época victoriana a juegos muy divertidos que gozaron de gran populal]
ridad, en los que laminas de dibujos deformes y sin sentido se recomponian como imagenes “normales” en cilindros o conos cuyas superficies eran espe[]
jos. Un apartado de Experigoza consiste en la reproduccién de estos juegos.

EFECTO MOIRE

Este efecto se produce al superponer dos patrones
geométricos uno de los cuales debe ser transparente.
Se consigue con ello un efecto de movimiento y animal]
cién de los modelos geométricos. Durante el siglo XIX
se disenaron juguetes que producian movimiento y que
tuvieron una gran aceptacién. En la actualidad se han
creado transparencias sorprendentes con escenarios
figurativos con las que se consiguen animar imagenes
de objetos, animales y personas.




APARICIONES Y DESAPARICIONES

En este caso, mas que de ilusiones opticas, se trata de conocill
dos rompecabezas geométricos o figurativos que provocan
gran sorpresa. Traemos como ejemplos dos de ellos:

a) uno de tipo geométrico: descomposicién y recomposicion
de un cuadrado.

b) Desde que Sam Loyd popularizara
su conocido rompecabezas Get Off the
Earth, un montaje de dos piezas donde
al girar un globo terriqueo “desapare[]
ce” uno de los personajes, han ido
apareciendo  otros rompecabezas
similares basados en la misma idea. El
que presentamos es esta ocasion en
Experigoza consta de tres partes que
se pueden recortar y recomponer de
dos formas distintas. En una de las
ocasiones aparecen |2 y en la otra |13
personajes. ;A donde va a parar el
personaje que unas veces aparece Yy
otras desaparece!

/

as que se sepalan en el

j s 2

cuadradoy las vuelves a juntar d: la; o
formas que se indican, en Un cas<') (] dg
cvadradoy en el otro se pierde.

2
¢Como es posible que esto pase?

gj recortas as piez

63 cuadrados



FIGURAS APARENTEMENTE IMPOSIBLES QUE PUEDEN CONSTRUIRSE

Folio imposible Circulo imposible

ILUSIONES QUE PUEDES HACER EN CASA

Bajo este epigrafe traemos un conjunto de ilusiones y actividall
des curiosas que pueden realizarse facilmente sin apenas
medios. Algunas de ellas tienen su origen en el hecho de que
poseemos dos ojos y que la vision tridimensional se produce
como consecuencia de la superposicion de las imagenes que
cada ojo produce por separado; es lo que se llama la vision
binocular. Forzando o modificando las condiciones umbrales
de distancia en las que se produce la vision tridimensional se
consiguen estos curiosos fenémenos. Otras de estas impropiall
mente llamadas ilusiones porque son sélo efectos opticos
sorprendentes, estan basadas en las propiedades de los espejos.
En estos casos la explicacion no hay que ir a buscarla mas alla
de las leyes de la fisica por mas que los resultados no dejen de
parecernos ilusiones sorprendentes.

Coloca las puntas de los dedos indices juntos y

delante de los ojos a poca distancia. Separa los dedos

poco a poco y veras aparecer una especie de salchil]

cha flotando como si los dedos se hubiesen cortado. V




Sosteniendo un lapiz suavemente entre los dedos pulgar e indice, y haciendo que el
lapiz oscile entre los dedos a la vez que se hace un pequeiio movimiento hacia arriba
y abajo, da la sensacion de que el lapiz fuese de goma y estuviera doblandose. ‘

Coloca un tubo pequenio en el ojo derecho. Con la palma de la
mano izquierda tapa el otro ojo. Enfoca con el tubo a una pared
en blanco. Ambos ojos deben estar abiertos. Ahora, mante-
niendo la palma de la mano pegada al tubo, ve separandola

poco a poco del ojo.Veras que aparece un agujero en tu mano.

Cruza los dedos indice y
corazon. Coloca entre ellos
una canica y sentirds que
estds tocando dos canicas.
El experimento funciona
mejor si cierras los ojos.

.
==

Coloca dos monedas grandes entre los dedos.A continuacion frota
una contra la otra con un movimiento de giro rapido hacia arriba y
hacia abajo.Veras que aparece una terecera moneda entre las dos.

Coloca dos espejos simples formando un
angulo recto. Si te miras en el espejo
ajustando la imagen hasta que veas tu
cara completa podras comprobar que se
origina un extrano efecto. jGuina el ojo
derecho y observa qué sucede!




PARADOJAS FiSICAS

Algunos experimentos producen resultados que aparentemente desafian las leyes fisicas de forma espectacular. No es posible dar crédito a lo que ven
nuestros ojos por mas que su explicacion esté dentro de las mismas leyes de la fisica.

Huchas magicas Disco de Euler

Colocando dos espejos con un angulo Se trata de un disco cilindrico de gran inercia
apropiado (45° en nuestro caso), se con la apariencia de una moneda grande.
consigue el efecto optico de que un Cuando se le hace girar, de forma andloga a
objeto (un cubo o un avion) aparece como se hace con una moneda sobre una
suspendido en el aire, como volando en superficie pulida, el disco gira y a la vez rueda
el vacio, en el interior de una caja clbica. sobre la superficie. El efecto resultante es

similar al de una peonza que utiliza el momento
angular para mantenerse en pie, contrarrestan[]
do en cierta medida la fuerza gravitatoria que
tiende a hacerla caer. Como el rozamiento es
pequeno, y el disco tiene una gran inercia, se
mantiene sorprendentemente girando durante
varios minutos dando la sensacion, contra toda
l6gica, de que nunca vaya a detenerse y a caer.

Espejos esféricos
Se trata de dos espejos concavos superpuestos con una ranura central en el

Levitron espejo superior. Al colocar un objeto en el interior del conjunto, una pequena
Una peonza imantada gira suspendida en el aire. Parece rana de goma o una moneda, como se aprecia en la figura, la imagen del objeto
increible pero la peonza vuela y vuela. El efecto del giro se refleja sobre la ranura superior. La imagen reflejada parece real. Sin embargo,
combinado con la fuerza de unos potentes imanes consi- cuando se intenta coger la rana, o la moneda, con no poca sorpresa, resulta
gue hacerla “levitar” mientras gira durante varios minutos. imposible porque lo que parece real se trata tan sélo de una imagen virtual.

4 .
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ACTIVIDADES
I PpROPUESTAS

Para dos jugadores, que utilizan 3 fichas de un color diferente cada uno.

’------------‘

REGLAS

| }eA El primer jugador coloca una de sus fichas en la casilla que quiera.

2
}QA Al llegar su turno, el jugador coloca una de sus fichas en cualquier casilla vacia.
}eA Colocadas las seis fichas los jugadores pueden mover sus fichas a una casilla vacia.
}eA GANA el primer jugador que consiga colocar sus tres fichas en

p casillas que sumen I5.

]
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Para dos jugadores, y una margarita con una ficha en cada uno de sus | | pétalos.

’------------‘

REGLAS

}eA El orden del inicio en la primera partida es por sorteo y en las demas por turno.
}QA Los dos jugadores van haciendo sus jugadas alternativamente.

}eA Cada jugador en su turno puede quitar de la margarita con | | pétalos uno o dos
pétalos, a su eleccion. Pero si decide quitar dos pétalos tienen que estar juntos.

[ 28 GANA el jugador que se lleva el ultimo pétalo.

Se pueden hacer diferentes versiones

Tablero: en el que dos jugadores juegan con fichas.

Gran formato (tipo lona para el suelo) y Participativo: once participantes hacen de fichas y los jugadores los van
quitando en el desarrollo del juego

Marcado en el suelo (en el recinto de Experigoza, aprovechando los ladrillos): se juega de la misma forma que en el
caso anterior.
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Para dos jugadores.

’------------‘

REGLAS

}eA El orden del inicio en la primera partida es por sorteo y en las demas por turno.
}QA Los dos jugadores van haciendo sus jugadas alternativamente.
}eA Se colocan 10 fichas y cada jugador en su turno puede quitar | 6 2, seglin quiera.

}eA GANA el jugador que consigue retirar la ultima ficha.

Se pueden hacer diferentes versiones

Tablero: en el que dos jugadores juegan con fichas.

Participativo: diez participantes hacen de fichas y los jugadores los van quitando en el desarrollo del juego
Marcado en el suelo (en el recinto de Experigoza, aprovechando los ladrillos): se juega de la misma forma que en el
caso anterior, con grandes fichas.
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‘\ Es un juego individual.

’------------‘

REGLAS

pa El juego consiste en intercambiar la colocacion de las fichas; las que estaban a la izquierda
ponerlas en la derecha y viceversa. Hacerlo en el menor nimero de movimientos posible.

FORMA DE MOVER LAS FICHAS

. Las fichas colocadas inicialmente a la izquierda solo se mueven hacia la derecha. Las de
la derecha solo hacia la izquierda.
2. Una ficha puede moverse a la casilla de su lado si esta vacia.

™\
o i O

3.Si una ficha tiene a su lado una de otro color y a continuacion una casilla libre, puede

saltar a dicha casilla libre.

SN

NUNCA PUEDE HABER EN UNA CASILLA MAS DE UNA FICHA.
NO ES NECESARIO MOVER ALTERNATIVAMENTE FICHAS DE LOS DOS COLORES.




ex Peryc.oza

) Qzaragoz

Epucacion



Es un juego individual.

’------------\

REGLAS

Se trata de colocar los ocho nimeros consecutivos 1,2,3,4,5,6,7 y 8 en la tira de
ocho casillas que aparece abajo con la condicion de que entre cada uno de ellos
y los que estan a su lado haya por lo menos 4 unidades de diferencia.
Y hay que lograrlo de todas las formas posibles.




exrPer|jGoza

ei &) Zaragoza

Ebucacion




Es un juego individual.

’------------‘

REGLAS

}A Se trata de colocar los ocho nimeros consecutivos 1,2, 3,4,5,6,7 y 8 en la cuadricula

adjunta con la condicién de que ninguno de los nimeros tenga al lado uno consecutivo
con él,y eso mirando en horizontal, en vertical y en diagonal.Y se trata también de
hacerlo de todas las formas posibles.

De los dos juegos se pueden hacer diferentes versiones

Tablero: en el que un jugador coloca fichas

Gran formato (tipo lona para el suelo): en el que las fichas son ocho personas con
camisetas con los numeros que se colocan en las casillas adecuadas (bajo su propia
decision o guiados por un jugador externo)

Marcado en el suelo (en el recinto de Experigoza, aprovechando los ladrillos):

se juega de la misma forma que en el caso anterior.
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