MAT134 - Algebra Linear 1 — Lista 3

. Verifique se os subespacos S; e Sy do espaco vetorial V' satisfazem S; C Sy, Sy C S5
S1 = S5 ou nenhuma das acima (nesse caso encontre uma base de S; N Ss).

(a) S1=1(1,0,0),(0,1,0)] e S =[(1,1,0),(1,—1,0)] , quando V = R*.

(b) Sy = [sen2t, cos2t, sentcost] e Sy = [1,sen2t, cos2t], quando V = C(R) = {f : R —
R: f é continua }.

(c) Sy =[1,t,t*t) e Sy =[1,1+¢1—1t*1—t—t*], quando V = P3(R).

. Sejam vy, v, ...,v, € V, onde V é um espaco vetorial. Sejam as, ..., a, nimeros reais
nao nulos. Mostre que se os vetores vy, ...v, sao linearmente independentes entao os
vetores

V1, V1 + AoV2, V1 + A3V3, . .., Uy + ApUp

sao linearmente independentes. Vocé consegue mostrar a reciproca?

. Sejam V um espago vetorial e F = {e1, €3, e3} uma base de V. Seja v € V. O conjunto
A={v,v—e1,v—ey,v—e3} é um conjunto de geradores de V7 O conjunto A pode ser
linearmente independente? Justifique.

. Determine uma base e a dimensao de cada um dos seguintes subespacos vetoriais abaixo:
(a) S={(z,y,z,w) eR* 1z —y=wez—3y+w=0}

(b) S={A € Msys: AB = BA} onde B é a matriz

1 -2
B = (1 3 >
(c) S={p€ P(R):p(l) =p(-1) =0}

2a a+ 2b
(d) 5:{( oa “a_b )eMM:a,beR}.

5. Seja V' = M3y3 0 espago das matrizes 3 x 3 com entradas reais e considere

S =A{(aij) €V a1 + a1z + a13 = ag1 + ag + ag3 = asy + asz + ass}.

(a) Mostre que S é um subespago de V.
(b) Encontre uma base de S e determine dimsS.

(c) Encontre uma base de V' que contém a base que vocé encontrou no item anterior.

6. Seja B = (1,2 —z,2%+ 1,1 + x + 23). Verifique que B é uma base de P3(R). Encontre

as coordenadas de z® na base B.



7. Seja V = Msyyq e considere os seguintes elementos de V':

(21 (2 4 (00 (0 0
“=Vloo) 27\Vo o )0 BTL192) "T1 2/

(a) Mostre que B = (vy, v, v3,v4) é uma base de V.

(b) Determine m,n,r,s € R tais que P = A onde

1
P=(m,n,n,m)g, A= (g . >

8. Considere os polinomios
pi(z) =142 +2°, po(z) =2+ 2> — 2% ps(x) =a+x+ba® + 522,

onde a,b € R.

(a) Mostre que py, po sao linearmente independentes.

(b) Mostre que py, ps sao linearmente independentes para todo a,b € R.

(c) Existe algum valor de a,b € R tal que pa(x), p3(z) sao linearmente dependentes?
(d) Determine todos os valores de a,b € R tais que a dimensao do espago gerado por

D1, D2 € p3 seja 2.

9. Considere os seguintes subespacos vetoriais de V = M;3y3:
Si={AcV:A=A"}, S;={AcV :trA=0},
onde A' denota a matriz transposta de A e trA é o trago de A (a soma dos elementos
da diagonal principal de A.
(a) Mostre que Sy e Sy sdo subespagos de V.
(b) Determine uma base e a dimensao de 5.
) Determine uma base e a dimensao de S.
d) Determine uma base e a dimensao de S; N Ss.
)

Complete a base de S7 N S5 encontrada acima para uma base de V.

10. Considere os seguintes subespacos vetoriais de V' = M3y3:
Si={AecV A=A S ={AcV A=-A"}

onde A! denota a matriz transposta de A.
(a) Determine uma base e a dimensao de S;.
(b) Determine uma base e a dimensao de Ss.
(¢) Mostre que S; NSy = {0}.
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(d) Mostre que qualquer matriz 3 x 3 pode ser escrita de maneira tinica como uma soma
de uma matriz simétrica e uma anti-simétrica (ou seja, A = A; + A, onde A; € 5
e Ay € 959).
DICA: Construa uma base B de V onde os primeiros elementos formam uma base
de S} e os tltimos formam uma base de S;. Explique como isso resolve o problema.

(e) Escreva a matriz

2 1 -1
1 1 -1
0 -2 3

como uma soma de uma matriz em S; e uma em Ss.

11. Seja V = Lin(R3,R3) o espago vetorial das transformagoes lineares de R3 em R?. Denote
por < -,- > o produto interno Euclidiano de R?, i.e.,

3
< (@1, 22,23), (Y1, Y2, y3) >= szyz
i=1

Considere os seguintes subconjuntos de V:

S, ={T €V :<T(u),v >=< u,T(v) > para todo u,v € R’}

Sy ={T cV :<T(u),v>=— <u,T(v) > para todo u,v € R%}.
(a) Mostre que S7 e Sy s@o subespagos vetoriais de V.
(b) Mostre que V' = S; & 955.

(c) Encontre uma decomposigao da transformagao linear 7' : R?* — R? abaixo
T(z,y,2)=QRe+y—zr+y—z —2y+3z2),

ou seja, encontre T} € Sy e Ty, € Sy tais que T'=T; + Ts.

(Dica: Mostre que a fungao
¥ Lin(R* R?) — My
que associa a cada T : R* — R? a matriz que tem como entrada (i, j) o nimero
T,; =< T(e;),e; >

¢ um isomorfismo linear e use o exercicio 12. Aqui e; denota o i-ésimo vetor da base
canonica de R3.)
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Considere os seguintes subespacos de P3(R)

S1={p(t) € B(R):2p(0) = p(-1) =p(1)}
So=[+t— 1,2 —t -1, +1* - 2],

Ss = {p(t) € P3(R) : p"(t) = 0}.
Seja
W =514 (S2 N Ss).
(a) Encontre uma base e a dimensao de W.

(b) Determine todos os valores de a € R para os quais
a2
p(t) :ats—t2+§t+2a€ w.

Seja T' : V. — W uma aplicacao linear e sejam w, ws, ..., w, vetores linearmente in-
dependentes de W. Mostre que se vy, vy, ..., v, sao vetores de V tais que T'(v;) = wj,
entao vy, vq, . .., v, sao linearmente independentes. A reciproca é verdadeira? Ou seja, é
verdade que se vy, v9, . . ., v, sao linearmente independentes entao T'(vq), T'(ve), ..., T(v,)
sao linearmente independentes? Prove ou dé um contra exemplo.

Seja T' : V. — W uma aplicacao linear injetora. Mostre que se vq,...,v, € V sao
linearmente independentes entao 7'(vy), ..., 7T (v,) € W sao linearmente independentes.

Sejam V' e W espacos vetoriais tais que dimV > dimW. Mostre que se T : V. — W é
uma transformagao linear entao N(7') # {0}.

Sejam V' e W espacos vetoriais tais que dimV < dimW. Mostre que se T : V. — W é
uma transformagao linear entao Im(7") # W.

Sejam F': V — W e G: W — U aplicacoes lineares. Mostre que:

(a) dim(Im(G o F)) < dim(ImG).

(b) dim(Im(G o F)) < dim(ImF).

Seja V' o espaco das fungoes de R em R que admitem derivadas de todas as ordens.

(a) Seja D : V. — V a transformacao D(f) = f’ que associa a cada func¢do a sua
derivada. Mostre que D é uma aplicagao linear.

(b) Mostre que o nicleo de D é o subespago das fungoes constantes (que é isomorfo a
R)

(c) Seja D> = Do D : V — V a transformagao que associa a cada fungao a sua
segunda derivada. Mostre que o niicleo de D? é o subespaco das funcoes da forma

N(D?*) ={f(x) =azx +b:a,beR}.
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19.

20.

21.

(d) Determine o nicleo da transformagao D™ : V' — V que associa a cada fungao a sua
n-ésima derivada.

Dado um subespago vetorial S C R"”, definimos o seu complemento ortogonal como sendo
S+ ={ueR": Lu,v) =0 para todo v € S},

onde,

() R"XR" >R, ((x1,...,20), Y1, ,Yn)) = ley,
i=1

Mostre que S+ é um subespaco vetorial de R". Mostre que R" = S @ S*.

Seja A € M,,«, uma matriz com m linhas e n colunas. Denote por uq,...u, € R"
os vetores formados pelas linhas de A e por vq,...v, € R™ os vetores formados pelas
colunas de A. Seja Ty : R® — R™ a transformacao linear determinada pela matriz
A, ie., T4(X) = A- X onde pensamos em vetores de R" (respectivamente R™) como
matrizes com uma coluna e n linhas (respectivamente m linhas). Mostre que

(a) Im(T4) = [v1,...,v,].
(b) N(Ta)*t = [uy, ... Ul
(¢) A quantidade de linhas linearmente independentes de A é igual a quantidade de

colunas linearmente independentes de A.

Seja V' = P5(R) e considere a seguinte funcao:

< VXV SR <plt)qlt) >= /lp(t)q(t)dt.

(a) Mostre que < , > é um produto interno.

(b) Encontre uma base ortonormal de (V, < , >).

(c) Seja S = {p(t) € V:p(1) =p(—1) = 0}. Determine uma base de S=.
(d) Determine a projegao ortogonal de p(t) = 1 + 2t + 3t> + 4¢3 em S.

[DICA: Para demonstrar o item (c) utilize o teorema do nticleo e da imagem que diz o
seguinte: Se T : R™ — R™ é uma aplicagao linear entao dim(N (7)) + dim(Im(T)) = n.]
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