MAT134 - 2023 - Algebra Linear 1 — Lista 2

1. Verifique se S é um subespago vetorial do espago vetorial V' nos seguintes casos. Se S
for um subespacgdetermine geradores de S:

(a) V=R3e S ={(n,y,2) e R®: 2z =0}.
(b) V=R3e S ={(z,y,2) € R®: x é um ntimero inteiro}.

(c) V = Maya(R) (o conjunto das matrizes 2 por 2 com entradas ndimeros reais) e

(

S = {A € M2><2( ) detA 7é O}
(
(R

o conjunto das matrizes 2 por 2 com entradas nimeros reais) e

(d) V = Maxa(R)

S ={A € Mays(R) : detA = 0}.
(e) V=PR)e S={pe PR):p(t) >0, para todo t € R}.
(f) V =F(R)eS={pe F(R):p0) = ( )}
) V=PFuR) e 5S={pe P(R):p'(0) =2p(1) e p(2) = 0}.
) )

h) V =P(R) e S ={ax+bx®:a,be R}

2. Seja F(R) o conjunto de todas as fungdes de R em R com a soma e multiplicagdo por
escalar usual no espaco de fungdes. Considere os seguintes subconjuntos de F(R):

S1={f:R—=R|f(t) = f(1+1t) para todo t € R};

Se ={f : R — R|f(t) é¢ um ntimero inteiro para todo t € R};

={f:R—=>R|f(s+1t)= f(s)+ f(t) para todo s,t € R}.

Determine quais desses conjuntos sdo subespagos vetoriais de F(R). Justifique sua res-
posta com uma demonstragao.

3. Sejam V., V' W e W' espacos vetoriais e considere o espago vetorial F(V, W) das fungdes
de V para W com sua estrutura de espaco vetorial usual, i.e.,

(f+9)) = fv)+g(v), )= (f(v))

(a) Mostre que Lin(V, W) ={T € F(V,W) : T é linear } é um subespaco de F(V,W).
(OBS: no caso particular em que W = R denotamos Lin(V,R) por V* e chamamos
V* do espago dual de V)

(b) Mostre que a funcao T': 'V — (V*)*, T'(v)(¢)) = ¢(v) paratodov € V ep € V* é
linear e calcule o nicleo de T, N(T)).



(c)

(2)

Considere o produto escalar Euclideano de R", i.e.,
< (1o ), (Y1, ey ) >= Zmzyz
i=1

Mostre que a func¢ao G : R" — (R")*, G(v)(w) =< v, w > é um isomorfismo linear.

Mostre que se V ~ V' e W ~ W' (ou seja V' é isomorfo a V' e W isomorfo a W’),
entao Lin(V, W) ~ Lin(V', W’). Escreva um isomorfismo explicito.

Mostre que Lin(R"™, R™) é isomorfo ao espago vetorial das matrizes M, ., (R). En-
contre um isomorfismo explicito ¢ : Lin(R™, R™) — M., (R).

Considere a fungdo F' : Mxn(R) = M,xm(R) que associa para cada matriz
A € Myxn(R) a sua matriz transposta A* (lembre que a matriz transposta de A é
a matriz que tem como sua i-ésima coluna a i-ésima linha de A). Mostre que F é
um isomorfismo linear.

Conclua que Lin(R",R™) é isomorfo a Lin((R™)*, (R")*). Vocé consegue escrever
um isomorfismo explicito?

4. Considere o conjunto

V:{(Z Z):maqdeRea>Qb>Qc>Qd>O}

e as seguintes operagoes de soma e produto por escalar:

a b m( T V(o by

c d z w )  \ cz dw
a b a b

)\D(c d):(c)‘ d’\)

Considere também o seguinte subconjunto de V'

(a
(b
(c

)
)
)
)

S:{(z Z)EV:adzleac:l}.

Mostre que V' com as operacoes definidas acima é um espaco vetorial.
Mostre que S é um subespaco vetorial.

Encontre geradores de S.

(d) Considere a aplicagao

a b ab™! a~'b
TV SV, T(cd)_(cd Czd).
Mostre que T' é uma aplicagao linear.
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(e) Mostre que a imagem de T' é o subespaco

-1
Im(T):{(i xz )6V:x,y,z€Rem>O,y>0,z>O}.

(f) Encontre geradores para Im(T").

(g) Mostre que o nicleo de T' é o subespago

N(T):{(Clb 6f)ev:a>o}.

(h) Encontre geradores para N(T).
(i) Determine os subespagos N(7T') + Im(7") e N(T') N Im(T").
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