
PEF-3304  Poluição do Solo

EPUSP

Engenharia Ambiental



𝐽 =
𝑀𝑠𝑜𝑙𝑢𝑡𝑜

𝐴𝑡

Fluxo de massa

M𝑠𝑜𝑙𝑢𝑡𝑜 = JAt

J:         fluxo de massa de soluto

Msoluto:  massa de soluto

A:         área da seção transversal

t:           tempo



𝑐 =
𝑀𝑠𝑜𝑙𝑢𝑡𝑜

𝑉𝑤

Concentração

Msolu𝑡𝑜 = cnV

c:         concentração

Msoluto:  massa de soluto

Vw:       volume de água
n =

V𝑣

𝑉

𝑐 =
𝑀𝑠𝑜𝑙𝑢𝑡𝑜

𝑛𝑉

s =
V𝑤

V𝑣

s = 1  V𝑤 = V𝑣

n:         porosidade

V:         volume

Solo saturado
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Equação da continuidade 
Equação da conservação da massa 
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Equação da continuidade 
Equação da conservação da massa 
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Equação da continuidade 
Equação da conservação da massa 

Jz,s

Jz,e

Jy,s
Jy,e

Jx,e

Jx,s

J=Msoluto/(At)   Msoluto =Jat  Msoluto/t=JA 
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Equação da continuidade 
Equação da conservação da massa 
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Jx,s dydz
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𝐽𝑥,𝑒𝑑𝑦𝑑𝑧 =
massa de soluto que entra no 

elemento segundo a direção x por 

unidade de tempo.



𝐽𝑥,𝑒𝑑𝑦𝑑𝑧 + 𝐽𝑦,𝑒𝑑𝑥𝑑𝑧 + 𝐽𝑧,𝑒𝑑𝑥𝑑𝑦 − 𝐽𝑥,𝑠𝑑𝑦𝑑𝑧 − 𝐽𝑦,𝑠𝑑𝑥𝑑𝑧 − 𝐽𝑧,𝑠𝑑𝑥𝑑𝑦 =
𝑑𝑀𝑠𝑜𝑙𝑢𝑡𝑜,𝑤

𝑑𝑡
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Jy,s = Jy,e + dJy



Jy,s = Jy,e +
𝜕Jy

𝜕y
dy

dy

Jy,e Jy,s

y

Jy,e

Jy,s

dJy

Jy,s = Jy,e + dJy

𝜕Jy

𝜕y
 =

dJy

dy



𝐽𝑥,𝑒𝑑𝑦𝑑𝑧 + 𝐽𝑦,𝑒𝑑𝑥𝑑𝑧 + 𝐽𝑧,𝑒𝑑𝑥𝑑𝑦 − 𝐽𝑥,𝑠𝑑𝑦𝑑𝑧 − 𝐽𝑦,𝑠𝑑𝑥𝑑𝑧 − 𝐽𝑧,𝑠𝑑𝑥𝑑𝑦 =
𝜕𝑀𝑠𝑜𝑙𝑢𝑡𝑜,𝑤

𝜕𝑡

𝐽𝑥,𝑒𝑑𝑦𝑑𝑧 + 𝐽𝑦,𝑒𝑑𝑥𝑑𝑧 + 𝐽𝑧,𝑒𝑑𝑥𝑑𝑦 − (𝐽𝑥,𝑒+
𝐽𝑥

𝑥
𝑑𝑥)𝑑𝑦𝑑𝑧 − (𝐽𝑦,𝑒+

𝐽𝑦

𝑦
𝑑𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑧

−(𝐽𝑧,𝑒 +
𝐽𝑧

𝑧
𝑑𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦 =

𝜕𝑀𝑠𝑜𝑙𝑢𝑡𝑜,𝑤

𝜕𝑡

−
𝜕𝐽𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕𝐽𝑦

𝜕𝑦
+

𝜕𝐽𝑧

𝜕𝑧
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 =

𝜕𝑀𝑠𝑜𝑙𝑢𝑡𝑜,𝑤

𝜕𝑡

−
𝜕𝐽𝑥

𝜕𝑥
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 −

𝜕𝐽𝑦

𝜕𝑦
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 −

𝜕𝐽𝑧

𝜕𝑧
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 =

𝜕𝑀𝑠𝑜𝑙𝑢𝑡𝑜,𝑤

𝜕𝑡

Variação linear do 

fluxo em função da 

distância



−
𝜕𝐽𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕𝐽𝑦

𝜕𝑦
+

𝜕𝐽𝑧

𝜕𝑧
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 =

𝜕𝑀𝑠𝑜𝑙𝑢𝑡𝑜,𝑤

𝜕𝑡



𝜕𝑀𝑠𝑜𝑙𝑢𝑡𝑜,𝑤

𝜕𝑡
 = 

𝜕(𝑐𝑛𝑉)

𝜕𝑡

𝜕𝑀𝑠𝑜𝑙𝑢𝑡𝑜,𝑤

𝜕𝑡
 =𝑛𝑉

𝜕𝑐

𝜕𝑡

Volume não muda com o tempo

Porosidade não muda com o tempo



−
𝜕𝐽𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕𝐽𝑦

𝜕𝑦
+

𝜕𝐽𝑧

𝜕𝑧
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 =

𝜕𝑀𝑠𝑜𝑙𝑢𝑡𝑜,𝑤

𝜕𝑡

−
𝜕𝐽𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕𝐽𝑦

𝜕𝑦
+

𝜕𝐽𝑧

𝜕𝑧
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 = 𝑛𝑉

𝜕𝑐

𝜕𝑡

−
𝜕𝐽𝑧

𝜕𝑧
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 = 𝑛𝑉

𝜕𝑐

𝜕𝑡

𝑛
𝜕𝑐

𝜕𝑡
= −

𝜕𝐽𝑧

𝜕𝑧

Fluxo unidimensional



Jdispersão = −nDdh
𝜕c

𝜕z

Ddh = Dd + Ddm = Dd + αu = Dd + α
v

n

 fluxo por advecção

 fluxo por difusão

 fluxo por dispersão hidrodinâmica

Jadvecção = cv = cnu

Jdifusão = −nDd

𝜕c

𝜕z

Fluxo de água 
permanente e uniforme



𝑛
𝜕𝑐

𝜕𝑡
= −

𝜕𝐽𝑧

𝜕𝑧

𝑛
𝜕𝑐

𝜕𝑡
= −

𝜕𝐽𝑎𝑑𝑣𝑒𝑐çã𝑜

𝜕𝑧
 −

𝜕𝐽𝑑𝑖𝑓𝑢𝑠ã𝑜

𝜕𝑧
-

𝜕𝐽𝑑𝑖𝑠𝑝𝑒𝑟𝑠ã𝑜 𝑚𝑒𝑐â𝑛𝑖𝑐𝑎

𝜕𝑧

𝑛
𝜕𝑐

𝜕𝑡
= −

𝜕𝐽𝑎𝑑𝑣𝑒𝑐çã𝑜

𝜕𝑧
 −

𝜕𝐽𝑑𝑖𝑠𝑝𝑒𝑟𝑠ã𝑜 ℎ𝑖𝑑𝑟𝑜𝑑𝑖𝑛â𝑚𝑖𝑐𝑎

𝜕𝑧

𝑛
𝜕𝑐

𝜕𝑡
= −

𝜕(𝑢𝑐𝑛)

𝜕𝑧
 −

𝜕(−𝑛𝐷𝑑
𝜕𝑐

𝜕𝑧
)

𝜕𝑧
 −

𝜕(−𝑛𝐷𝑑𝑚
𝜕𝑐

𝜕𝑧
)

𝜕𝑧
Porosidade, 
Dd e Dm 
não variam 
com z  
solo 
homogêneo

𝑛
𝜕𝑐

𝜕𝑡
= −𝑛

𝜕(𝑢𝑐)

𝜕𝑧
 +𝑛𝐷𝑑

𝜕2𝑐

𝜕𝑧2 + 𝑛𝐷𝑑𝑚
𝜕2𝑐

𝜕𝑧2



𝑛
𝜕𝑐

𝜕𝑡
= −𝑛

𝜕(𝑢𝑐)

𝜕𝑧
 +𝑛𝐷𝑑

𝜕2𝑐

𝜕𝑧2 + 𝑛𝐷𝑑𝑚
𝜕2𝑐

𝜕𝑧2

𝝏𝒄

𝝏𝒕
= 𝑫𝒅𝒉

𝝏𝟐𝒄

𝝏𝒛𝟐
− 𝒖

𝝏𝒄

𝝏𝒛

𝑛
𝜕𝑐

𝜕𝑡
= −𝑛𝑢

𝜕𝑐

𝜕𝑧
 +𝑛𝐷𝑑

𝜕2𝑐

𝜕𝑧2 + 𝑛𝐷𝑑𝑚
𝜕2𝑐

𝜕𝑧2

Velocidade não 
varia com z  
fluxo uniforme

Equação da advecção-dispersão

Soluto não reativo



Transferência de soluto 
para a fase sólida por 
adsorção

𝐀𝐝𝐬𝐨𝐫çã𝐨

𝜕(𝑛𝑉𝑐)

𝜕𝑡
= −

𝜕(𝑆𝑚𝑠)

𝜕𝑡

𝜕(𝑛𝑉𝑐)

𝜕𝑡
= −

𝜕(𝑆𝜌𝑑𝑉)

𝜕𝑡

𝜕(𝑛𝑉𝑐)

𝜕𝑡
= −

𝜕(𝐾𝑑𝑐𝜌𝑑𝑉)

𝜕𝑡

Alteração de massa 
de soluto na água 
do solo

Alteração de massa de 
soluto na superfície 
dos grãos

𝜌𝑑=ms/V

Adsorção linear

𝑛
𝜕𝑐

𝜕𝑡
= −𝐾𝑑𝜌𝑑

𝜕𝑐

𝜕𝑡
n, Kd e d não variam 
com o tempo

𝑆 =
𝑚𝑠𝑜𝑙𝑢𝑡𝑜 𝑎𝑑𝑠𝑜𝑟𝑣𝑖𝑑𝑜

𝑚𝑠𝑜𝑙𝑜 𝑠𝑒𝑐𝑜



𝑛
𝜕𝑐

𝜕𝑡
= −𝑢𝑛

𝜕𝑐

𝜕𝑧
 +𝑛𝐷𝑑

𝜕2𝑐

𝜕𝑧2 + 𝑛𝐷𝑑𝑚
𝜕2𝑐

𝜕𝑧2

𝑛
𝜕𝑐

𝜕𝑡
= −𝑢𝑛

𝜕𝑐

𝜕𝑧
 +𝑛𝐷𝑑

𝜕2𝑐

𝜕𝑧2 + 𝑛𝐷𝑑𝑚
𝜕2𝑐

𝜕𝑧2 − 𝑲𝒅𝝆𝒅
𝝏𝒄

𝝏𝒕

(𝑛 + 𝐾𝑑𝜌𝑑)
𝜕𝑐

𝜕𝑡
= −𝑢𝑛

𝜕𝑐

𝜕𝑧
 +𝑛𝐷𝑑

𝜕2𝑐

𝜕𝑧2 + 𝑛𝐷𝑑𝑚
𝜕2𝑐

𝜕𝑧2

(1 +
𝐾𝑑𝜌𝑑

𝑛
)

𝜕𝑐

𝜕𝑡
= −𝑢

𝜕𝑐

𝜕𝑧
 +𝐷𝑑

𝜕2𝑐

𝜕𝑧2 + 𝐷𝑚
𝜕2𝑐

𝜕𝑧2

(1 +
𝐾𝑑𝜌𝑑

𝑛
)

𝜕𝑐

𝜕𝑡
= −𝑢

𝜕𝑐

𝜕𝑧
 +𝐷𝑑ℎ

𝜕2𝑐

𝜕𝑧2



(1 +
𝐾𝑑𝜌𝑑

𝑛
)

𝑑𝑐

𝑑𝑡
= −𝑢

𝜕𝑐

𝜕𝑧
 +𝐷𝑑

𝜕2𝑐

𝜕𝑧2 + 𝐷𝑚
𝜕2𝑐

𝜕𝑧2

(1 +
𝐾𝑑𝜌𝑑

𝑛
)

𝑑𝑐

𝑑𝑡
= −𝑢

𝜕𝑐

𝜕𝑧
 +𝐷𝑑ℎ

𝜕2𝑐

𝜕𝑧2

𝑹𝒅
𝝏𝒄

𝝏𝒕
= −𝒖

𝝏𝒄

𝝏𝒛
 +𝑫𝒅𝒉

𝝏𝟐𝒄

𝝏𝒛𝟐c

𝑅𝑑 = 1 +
𝐾𝑑𝜌𝑑

𝑛



(𝟏 +
𝑲𝒅𝝆𝒅

𝒏
)

𝒅𝒄

𝒅𝒕
= −𝒖

𝝏𝒄

𝝏𝒛
 +𝑫𝒅𝒉

𝝏𝟐𝒄

𝝏𝒛𝟐

𝑹𝒅
𝒅𝒄

𝒅𝒕
= −𝒖

𝝏𝒄

𝝏𝒛
 +𝑫𝒅𝒉

𝝏𝟐𝒄

𝝏𝒛𝟐c

Equação do transporte unidimensional de soluto em solo homogêneo e isotrópico, com 
fluxo de água saturado, permanente e uniforme, com adsorção linear
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