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FUNCOES DE 2 VARIAVEIS, DOMINIO, IMAGEM E GRAFICO

Seja f uma fungédo que a cada (x, y) em um conjunto

Dy C R?, chamado dominio de f, associa um ndmero real
z = f(x,y). Aimagem de f € o conjunto Im(f) de todos os
valores de z = f(x, y) para (x,y) € Ds. O gréficode f € 0
conjunto Gr(f) = {(x,y,f(x,y)) € R®: (x,y) € Ds}
Notacdes: f: Dy - R ou z=1f(x,y), (x,y)€ D¢

1- (x, y) séo variaveis independentes (ou livres) no dominio
Dy, determinado por condi¢cdes algébricas (ou fisicas,
quimicas, etc) e z € variavel dependente.

2- Im(f) € um subconjunto de R.

3- Gr(f) € uma superficie no espago R3 que representa a
funcdo geometricamente.
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DEFINICAO (CONJUNTO DE NIVEL)

Dados k € R e uma fungdo z = f(x, y), o conjunto dos (x, y)
no dominio de f tais que f(x, y) = k chama-se conjunto de
nivel k de f e denotamos N.

> Plano: f(x,y) = g + g = dominio Dy = R?
> Conjuntos de nivel: Ny = {(x,y) € R?: x + y = 2k}
> VKkeR=N,#0 =Im(f) =R.
> Nxéaretax+y=2k
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PARABOLOIDE
Seja f(x,y) = x> +3y?, D;=R2

> Conjuntos de nivel: Ny = {(x,y) € R? : x2 + 3y? = k}
(i) k < 0= Nk =0, (i) N\o = {(0,0)} ou (iii) k > 0= Ni é
uma elipse

> Nk£0 & k>0 =Im(f) = [0, 0)

a
N
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CONJUNTOS DE NIVEL DA SELA
Seja f(x,y) = x> —3y?, D;=R?

> Conjuntos de nivel: Ny = {(x,y) € R?: x2 — 3y2 = k}

(i) Np é o par de retas: x = +v/3y ou (ii) k # 0< N é
hipérbole

> V k €R, tem-se Nk # () e portanto Im(f) =R
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CONJUNTO DE NIVEL DE f(X, y) = X2 + 4xy + 2y?, D; = R?

Conjuntos de nivel: Ny = {(x,y) € R?: X2 +4xy +2y? = k}

> Complete quadrados:
X2+ Axy +2y% = (X +2y)% + 2y% — 4y® = (x + 2y)? — 2)°
(i) Np é as retas: x = (—2 + v2)y ou (i) k # 0= Ny é

hipérbole
> V k €R, tem-se Ny # () e portanto Im(f) =R
y y‘ 1 /
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CONJUNTO DE NIVEL DE f(X, ¥) = X2 + 2xy + 3y?, D; = R?
Conjuntos de nivel: Ny = {(x,y) € R? : x2 + 2xy + 3y? = k}
> Complete quadrados: x2 4 2xy + 3y? = (x + y)? + 2y?

(i) k <0=N, =0, (ii)) No = {(0,0)} ou (iii) k > 0= Ny é
elipse

> Nk #0 < k >0, tem-se e portanto Im(f) = [0, co)
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CONJUNTO DE NiVEL DE f(X, ¥) = x? 4 4xy + 4y?, D; = R?

Conjuntos de nivel: Ny = {(x,y) € R?: x2 + 4xy + 4y? = k}

> Complete quadrados: x2 + 4xy + 4y? = (x + 2y)?

(i) k <0=Nx =0, (i) Ny éareta: x = -2y ou (i) k >0
Nk éasretas x = -2y + vk

> Nk # (0 < k > 0 e portanto Im(f) = [0, o)
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CONJUNTO DE NIVEL DE f(x,y) = 3y/1 — x2 — 3y?

dominio Dy = {(x,y) € R? : x2 + 3y? < 1}
conjuntos de nivel:

Nk ={(x,y) € Dy : 3y/1 — x2 —3y2 = k}

> Nx # 0« k € [0,3]. Portanto Im(f) = [0, 3].
(i) N3 ={(0,0)} ou (ii) V k € [0,3), N é a elipse
2
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CONJUNTO DE NIVEL DE f(X,y) = \/4x2 + y2 — 1
dominio Dy = {(x,y) € R?: 4x2 + y2 > 1}
conjuntos de nivel: Ny = {(x,y) € Ds: \/4x?>+ y? —1 =k}

> Ni# 0o k € [0,00)= Tm(f) = [0, o)
> Ny é aelipse 4x2 4+ y2 =1 + k?
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X=y
X+y’

CONJUNTO DE NIVEL DE f(X,y) =

xX+y#0

conjuntos de nivel: N, ={(x,y) e Ds:x—y =K(x+Y)}

1.Nivel Ng: x—y=kx+ky<(1—kx=(1+4+k)y

(i) N_qéaretax=0 ou (i) k# —1 e Nx éareta
1—k

Y=11x”

2. Nx#0, VKR =Im(f) =R

X g,
Edson Vargas, IME - USP CALCULO Il PARA A QUIMICA - 2023




__y
X2 +y2+1’

(x,y) € R?

CONJUNTO DE NIVEL DE f(X, y) =

1. Nx #0 < y=k(x?+ y? + 1) possui solugao
(x,y) € Dy = R?
(Y Nog éareta y =0
(

i) Se k # 0 tem-se x°+ y? — i+1:0,completequadrado
1 1 1 1 1
2 R Y4 > — < k< —
FO-g) 1 mge T ez —asks;
N_12 ={(0,-1)}

> (0,1) e (0,—1) sdo pontos de maximo e minimo
absolutos, respectivamente.
3.8e -1/2<k<0ou0<k<1/2, N éacircunferéncia
1 — 4k2

1 2 1 2
Ry =g =1t g = F U ) =g
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CONJUNTOS DE NIVEL E O GRAFICO DE
f(x,y)

Xy

/
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MAXIMOS E MINIMOS: SEJA Z = f(X,y), (X,y) € Dx.

1. f é dita limitada < |f(x,y)| < M, para algum M € R.

2. (x,,¥,) € Dy é ponto de maximo relativo de f

f(x,y) < f(x,,¥,), V(x,y) € Df e proximo de (x,,Y,).
Entéo f(x,,y,) chama-se valor maximo relativo.

3. (x,,¥,) € D¢ é ponto de maximo absoluto de f <
f(x,y) <f(x,,5), V(x,y) € Ds. Entdo f(x,,y,) chama-se
valor maximo absoluto

4. Valem analogos para minimo (troque as desigualdades)
5. Pontos de maximo ou minimo relativos sao ditos pontos
extremos relativos e os valores de f nesses pontos sao ditos
valores extremos relativos. Analogo para absoluto.

6. Desigualdades estritas < extremos relativos estritos.
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MAXIMOS E MINIMOS: SEJA Z = f(X,y), (X,y) € Ds

1. Ponto de maximo (ou minimo) absoluto é ponto de
maximo (ou minimo) relativo. A reciproca pode ser falsa.

2. Se existem os valores maximo e minimo absolutos, entao
a funcao é limitada. A reciproca pode ser falsa.

3. Se (x;,¥,) € Dr € um ponto de extremo relativo, tnico
numa vizinhanga, entdo o conjunto de nivel

f(x,y) = k, = f(x,, y,) € o conjunto unitario {(x,,y,)}
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EXEMPLO

y

-y R2

seja f(x,y) =

1. O conjunto de nivel k € ndo-vazio apenas para
—1/2<k<1/2.

2. Im(f) = [-1/2,1/2] e portanto f é limitada.

3. (0,1) & ponto de maximo absoluto e f(0,1) =1/2 éo0
valor maximo absoluto.

4. (0,—1) & ponto de minimo absoluto e f(0,—1) = —-1/2¢é
valor minimo absoluto.

5. f ndo possui outros pontos de maximos ou minimos
relativos além dos pontos de maximo e minimo absolutos.
6. Em vizinhangas de (0,1) e (0, —1) os conjuntos de nivel
sao circunferéncias.
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DEFINICAO (LIMITE)

Considere uma fungéo z = f(x,y); (x,y) € D e um ponto
(X,,¥,)- Um namero real L é dito limite de z = f(x, y) quando
(x,y) € Df tende para (x,, y,) < f(x,y) se aproxima de L
quando (x, y) # (X,,¥,) se aproxima de (X, y,)-

Notagéo: lim f(x,y) =L ou f(x,y) — L
()= (x9.%,) (xy)=(x9:¥,)

Observagéao: pode ser que (x,,¥,) ¢ Dr.

Exemplo: Calcule im X y,
E— (x.y)—=(0,0) X + ¥

Asretas ri: y=x e rn: y=—2x passampor (0,0) e
f(x,y) se anulaem ry e vale —3 em r, = o limite n&o existe.
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im Y
(x,)—(0,0) X2 4+ y2

CALCULE

> O limite esté indeterminado do tipo g

> Asretas y =x e y =—x passam por (0,0) mas f vale
1/2 na primeira e —1/2 na segunda. Portanto o limite n&o
existe.
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: xy3
CALCULE lim —_
(x,y)—(0,0) X2 + y8

1. O limite est4 indeterminado do tipo 8

2. Areta «(t)=(at,bt), —-1<t<1, passapor
(0,0).
>a#+#0et#0=
ab® t* ab’® t?
f = =
()= 22 156 ~ 2+ 58 6
Cuidado: isto nao garante que o limite acima é nulo!

3. O conjunto de nivel k é dado por xy® = kx® + ky®, a qual
é satisfeita pela curva ~(t) = (3,1), t # 0, quando
k=1/2.

> Entédo o Trago(y) esta contido no conjunto de nivel 1/2 e
passa por (0,0), portanto o limite ndo existe.

Edson Vargas, IME - USP CALCULO Il PARA A QUIMICA - 2023



3

im Y
(x.y)—(0,0) X2 + y®

ILUSTRANDO A NAO-EXISTENCIA DO
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2

Xy

CALCULE lim —_
(x.)—(0,0) X2 + y*

1. O limite esta indeterminado do tipo g
2. Areta «(t)=(at,bt), —1<t<1, passapor
(0,0).
>ax0et#0=
ab® 3 ab® t

f = =

(@) = Ze e =~ Z+ 008 30 °

Cuidado: isto ndo garante que o limite acima € nulo!

3. O conjunto de nivel k é dado por xy? = kx? + ky*, que é
satisfeita pela curva ~(t) = (t3,t), t #0, quando k = 1/2.
> Entédo o Trago(y) esta contido no conjunto de nivel 1/2 e
passa por (0,0), portanto o limite ndo existe.
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2
~ A . X
ILUSTRANDO A NAO-EXISTENCIA DO lim Y

(x,y)—(0,0) X2 + y4
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‘

PROPOSICAO

Considere uma funcdo z = f(x,y); (x,y) € Ds e as curvas
v, a: (a,b) — Dy tais que I|m ~y(t) = Imt1 a(t) = (x,,Y,). Se
_>

0
os limites lim f(y(t)) e lim f( (t)) séo diferentes ou se
=1, =1,

algum deles nao existe, entao lim f(x,y) nao existe.
x,¥)—(Xy,¥p)

COROLARIO

Considere uma fungdo z = f(x,y); (x,y) € Ds e um ponto
(x,,¥,)- Se ki # ko e existem curvas de niveis ky e kp que

tendem a (x,,y,), entéo lim f(x,y) ndo existe.
(x.y)—=(Xg:¥)

‘
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TEOREMA (CONFRONTO)

Se z=1f(x,y), z=9(x,y) e z= h(x,y), estdo definidas
em (x,y) préximos de (x,,y,), €
a(x,y) < f(x,y) < h(x, y), entao:

1. Se lim X,y) = lim h(x,y) = L,
(X,y)ﬁ(xo,yo)g( 2 ()= (x:¥5) (x.y)

entdo lim f(x,y)=1L
(6Y)=(%:¥5)

2. Se lim g(x,y) = oo, entdo lim f(x,y) =0
(x:y)=(x5:¥5) (X.y)=(%y:¥5)
3. Se lim h(x,y) = —oco, entao

(X)) —=(X5.)
lim f(x,y) = —o0
(x.y)—=(Xy:¥,) (x.)
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COROLARIO (CONFRONTO)

Sejam z=g(x,y) e z = h(x,y); funcdes definidas em
(x,y) préximos de (x,,y,). Se lim  h(x,y)=0 e

(x.y)—=(Xg:¥)

g é limitada, entéo lim  h(x,y)g(x,y)=0

(xY)=(x:¥p)

Prova. Se g é limitada temos que —M < g(x,y) <M e
portanto —M h(x,y) < h(x,y)g(x,y) < Mh(x,y)

Exemplo: Calcule lim  Xxsen % Oscilagao
- (x,y)—(0,0) Xty

1
Apli lario aci = 2+ 12
plique o corolario acima com g(x, y) = sen <x2 n y2>

e h(x,y) = x e conclua que o limite pedido é nulo.
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3
CALCULE

l .
() (0,0) X2 + y2

x3 |x| x?

3. Confronto: g(x,y) =0, h(x,y) = |x| e

X3
f(Xay) - X2+y2

X3
4. concluaque: lim ———|=0=
(x.y)=(0,0) | X= + ¥
X3

l 2 0
() 3(00) X2 + y2
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X2

CALCULE lim —_—
(xy)=(0,0) \/x2 4 y2

1. indeterminagéo do tipo g
2

/X2+y2

3. Use confronto: g(x,y) =0, h(x,y) = |x| e

2. 0<

= < |x|

2
X
fx,y)=|——
(x,¥) Y
! Xt
4.conclua que lim — [ =0=
a (x.y)=(0,0) | /X2 + 2
2
X

lim @ &—=

(x,¥)=(0,0) /X2 + y2
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xy?

CALCULE lim —_—
(x.y)—(0,0) X2 — y?

1. indeterminacgao 8

2. areta ~(t)=(at,bt), t € R, passa por (0,0)

ab? 3 ab? t
22 _ b2 a2 b2 3 0
Cuidado: isto ndo garante que o limite pedido é nulo!

a*+bet#0= f(at bt)=

3. O conjunto de nivel kK =1 tem equagao

xy2=x2—y2 = (14+x)y°2=x>=

a(t) = (t, — 1
Vit

> O Traco(«) esta contido no conjunto de nivel 1 e passa por

(0,0), portanto o limite n&o existe.

), t > —1, passa por (0,0)
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PROPOSICAO (OPERACOES COM LIMITES)

Seli,lbeR e lim filx,y)=1Ly e
(%)= (X5:¥p)
lim f(x,y) = Lo, entdo valem:
(%)= (%y:¥5)

e lim (A, y)£h(xy)=L L
(x.Y)= (%)
2. lim  (f(x,y) (x,y)) = LiL2
(xY)=(x5:¥p)
3 lim h(x.y) = L desde que L # 0.

' (X7y)_)(xovy0) f2(X’ y) L27
4. L1 >0= fi(x,y) >0, V(x,y)proximode (x,,Y,)
5.se lim g(z) = G, entédo lim g(fi(x,y)) = G,
z— L4

()= (X5:%)
desde que

g seja continua em Ly ou fi(x,y) # Ly, Y (x,y) proximo de
(%55 Yo)
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PROPOSICAO ( COMPOSICAO E LIMITE)

Se lim f(x,y)=L, limg(z)=G e g écontinua
(x,y)—>(x0,yo) z—L
em L

ou f(x,y) # L, paratodo (x,y) proximo de (x,,Y,), entdo

lim  g(f(x,y)) =G
(x.Y)=(x5:¥p)

9(2)
A
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EXEMPLOS

.‘

1 m sen(X2+y2)
T (xy)—=(0,0) X2 4 y2

f(x,y) = x* + y?=f(x,y) # 0 paratodo (x,y) # (0,0),
sen Z _1 N

=? > indeterminacao 0

li f = li

(x,y)ILn(O,O) (y)=0e 200
2,2

(xy)=(00) X=+Yy

, 1
2. sejam f(x,y) = X sen (x2+y2) e
0, se z#0
Z) =
9(2) { 1, se z=0

note que lim;_0g(z)=0 e f(x,y) =0, mas

lim
(x.y)—=(0,0)
g(f(x,y)) ndo existe.

lim
(x,y)—(0,0)
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EXEMPLOS

. lim (3x2+y¥?)In(8x2 4+ y?) =? > indeterminag&o
0 (x,y)—(0,0)
(0. 9]

f(x,y) = 3x% + y2 = f(x,y) # 0, paratodo (x,y) # (0,0),

(ny;in(()vo) f(x,y)=0 e ZITOZ Inz = 0 (use LHbspital aqui),

entao
conclua que: > lim  (3x2+y?)In(38x2 +y?) =0
(x.y)—(0,0)
4. lim  x2In(3x2 + y?) = 0. Para isto usamos o limite
(x,y)—(0,0)
em (3),

as desigualdades
(8x2 + y2) In(8x2 + y2) < x%In(38x2 + y2) < 0
e o teorema do confronto.
1
5. (x,y;T?(O,O)X In(3x“ +y )arctan(m) — 0. Paraisto

usamos o limite em (4) e que a funcao arctan(z) é limitada.
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EXEMPLOS
D042 _ 4

T
° () 2(00) (X — 1)( + y2)

=? > indeterminacao %

Observe que: (i) para todo (x, y) préximo de (0, 0) vale que

oy 2 2 i . _
f(x,y) = (x = 1)(x* 4+ y) # 0, (ii) (x,yi'ﬂ‘(o,m f(x,y)=0e

1 . : ~
(iii) Iim0 ¢ P 1 (use LHéspital aqui). Entdo conclua que
zZ—

S0 4y?) _ 4
m

l —
() 500) (X — 1) + y2)

7. im Sn@Cx=y) > indeterminacgéo 0
(xy)—»(1,2) 2X—Yy 0
> lim 2% —1e lim (2x—y)=0=
z—0 Z (x,y)—(1,2)
sin(2x — y)

lim
(x,y)—=(1,2)

=1

2xX —y

Edson Vargas, IME - USP CALCULO Il PARA A QUIMICA - 2023



: sen (x2 + y?) : X
1. ||m ﬁ 2 ||m —_—
(xy)=(00) X=+Y (x.)=(0,0) /X2 + y2
3. m EYEE X2
C(x0)—(00) X2+ yZ + x4 (xy)—(00) /X2 + y2
= X2+ y? 6. 1m YX=¥)

||m . | B N
(x¥)=(0.0) \/x2 + y2 + 1 — 1 (x.y)—(0,0) Xx* + y*

7 im X2+2y2+3Xy 8 lim L:S
© (xy)=(00) X2+ y2 43 " (x,5)—(0,0) X2 + 6
5 Xy — 2y : x3 +y3

li 10. | —_
(x,y)T(0,0) X2 4 y2 —4x+4 (x,y)lz1(0,0) X2 4 y2

LEMA (COORDENADAS POLARES)

Se Iir% f(x, +r cosf,y, + rsenf) = L, entdo
r—

lim flx,y)=L
(X)) = (xg:¥5) (x.y)
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x3+y8 ; X3(1 - cos(X2 4= y2)

CALCULE lim —_
(x.y)—(0,0) X2 + y?

ambos indeterminados do tipo g

1. Em coordenadas polares (x, y) = (rcos#@, rsin9)
x3+y®  r3(cos®6 + sin 0)

BB 2 = r(cos® 0 + sin® 0)
como lim r(cos® 0 4 sin® 9) = 0, resulta que
r—
x3 4+ y3
m —_— s =
(x.y)—(0,0) X2 + y2
5 x3(1 — cos(x? + y?)) _ x3sin?(x2 + y?) _
' (x2 + y?)8 (x2 + y2)3(1 + cos(x2 + y2))

X (sin(X2+y2))2 X .0
X242 X2 + y2 1 + cos(X? + y2) (x,y)—(0,0)
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DEFINICAO (FUNCOES CONTINUAS)

Uma funcédo z = f(x, y), (x,y) € Dy, é dita continua em
(x,,Y,) se, e somente se, valem:

B Existe f(x,,y,), ou seja, (X,, Y,) € Dt
Existe o limite lim f(x,y)=1L
()= (%y:¥5)
L=1(x,,Y5,)
Se f é continua em todo (x, y) € Dy, f & dita continua em Dy
Exemplos 1. Polinbmios em 2 variaveis, z = p(x, y), sao

continuos em R?, ex: p(x,y) = x2y — 3xy3, é continuo
em R?

xsen (leyz) L se (x.y)#(0,0)

B, se (x,y)=(0,0)
escolhendo B=10, f torna-se continua em (0,0)

2. f(x,y) =
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EXEMPLO
yl, se x>0 o .
f(x,y) = , fécontinua em (0,0) pois
—lyl, se x<0
lim f(x,y) =0=f(0,0) mas é descontinua em (0, 1)
(x.y)—(0,0)
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EXEMPLO

1
f(x,y) = sen <X2—|—y2>’ se (x,y) #(0,0)
B, se (x,y)=(0,0)
qualquer que seja B, f é descontlnua em (0, 0) pois

lim f(x nao existe.
(x.y)—(0,0) (x.y)

o
N
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EXEMPLO

X2 +y2
B, se (x,¥)=(0,0)
f(x,y) =1 aescolha B=1 torna f continua em

sen (X + y?)
f(x,y){ ) e 200

lim
(x,y)—(0,0)
(0,0)
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1 — cos(x? + y?)
f(X y)_ X2+y2 , S€ (X7y)?é(070)
B, se (x,y)=1(0,0)
1 — cos(x? + y?)
> —
X2 1 )2
sin?(x2 + y?) 1

0
(X2 +y?) 1+ cos(x?+ y?) (x,y)j(>0,0)
Portanto, a escolha B = 0 torna f continua em (0, 0).

-0 4y?) _ 4
, se (x,y)#(0,0)

2. f(x,y) = X2+ y?
B, se (x,y)=(0,0)
e(X=1(+y?) _ 4 (e Y42 — 1) (x — 1) L
xX2+y2 U—Wﬂ+ﬁ) (x,9)—(0,0)

Portanto, a escolha B = —1 torna f continua em (0, 0).
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PROPOSICAO (OPERACOES COM FUNCOES CONTINUAS)

Se z = fi(x,y) e z = fx(x, y) s&o continuas em (x,, y,),
entdo valem:

1.z=h(xy)+h(XxYy), z=hHxy)-hXxy) e
z = fi(x,y) (x,y) séo continuas em (X, y,)-

_ h(x.y)

- h(xy)
3. Se y(t) = (x(t), y(t)) é continuaem t e v(t) = (X, ¥,)
entdo z = f1(y(t)) é continua em t,.

é continua em (x,, y,). se f(x,,y,) #0.

4. Se w = g(z) é continua em 25 = fi(x,, y,), entéo
w = g(fi(x,y)) é continua em (x,, ,).
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