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CURVAS NO PLANO E NO ESPACO FUNCOES DE VARIAS VARIAVEIS

DEFINICAO (CURVA PARAMETRIZADA)

Uma curva parametrizada é uma fungao « que a cada t em
um intervalo / C R associa um ponto «(t) = (xq(%), ..., Xa(f))
no R".

Notacées: a: | - R" ou a(t) = (x1(t),...,xn(t)); tel
Traco ou imagem: Traco(a) = {a(t) e R": te [}

Outra notacao
x; = x(t)

a: Do , tel
Xn = Xn(t)
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Exemplos

1. Segmento de reta: a(t) = (1 —t,2-2t); te[0,1]
2. Circunferéncia: «(t) = (cost,sent); te [0,2n]
3. Cuspide: o(t) = (£2,12); te[-1,1]
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Retas no R”

Reta por um ponto P = (py, ..., pn) € paralela a um vetor
diretor V:(v1,...,v,,):>’ r()y=P+1tV, teR

Outra notacao

X1 = p1 + wi
reqoron , teR
Xn = Ppn + Val
Observacio:

Reta por dois ponto P = (p1,...,pn) € Q=1(q1,--.,qn).
Escolha o vetor diretor V=P - Q=(p1 — q1,...,Pn— Qn) €
use a formula acima.
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Exemplo: (reta no plano R?)
P=(1,-2)eV=(23)=r()=(1,-2) +1(2,3), teR
Outra notacao

;. X = 1 + 2t
ly = -2 + 3t ; teR
Outra equacao

r_x—1_y+2
o =g

=3(x—1)=2(y+2)=|r: 2y =3x—7
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Exemplo: (reta no espago R%) P =(2,1,0) e
V=(2,0-1)

X = 2 + 2t
r: y = 1 . teR
z —t

:X;2:_iey:1: —(x—2)=2zey=1=

r ¢ intersecdo de 2 planos

;. X+2z=2
: e
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Retas no Espaco sao Intersecoes de 2 Planos
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Limite e Continuidade

Seja a(t) = (x1(t),...,xa(t)); te(ab).
B el = 9'52, (- 0, %ol
Exemplo:
a(t):(se?t’ \/1‘2+t4—2); 0<t<1
_ . sent . Vitt+4-2
I @=(ly =l =0,
(VR+4-2)(V+4+2) 2

—0

t (VP +4+2) t(VP+4+2)
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Limite e Continuidade

Seja a(t) = (x1(t),...,xa(t)); te(ab).
B lim oft) = (r'L”?o X1(f), -+ Jim Xq(1))
Exemplo:
N
o) = (0, YEEAZ8) g cr<
sen f Vie+4-2
Iyet=(y s [y =0
(VEe+4-2)(Vtt+4+2) 2 e
t (VP+4+2) t(VP+4+2)
a(t) é continua <= cada x4(f),..., xp(t) é continua.
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Diferenciabilidade
Seja a(t) = (x1(1),...,xa(1)); te(ab).
B o(t) é derivavel < cada x4(t), ..., xn(t) é derivavel.

a'(ty) = (x{(f), - - ., X,(ty)) é a derivada.

Vetor tangente: Se o'(ty) # (0,...,0), entdo o'(ty) é
um vetor tangente ao Trago(a) no ponto a(t).
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Diferenciabilidade e Tangente

a(t) = (cost,sent); a<t<b éderivavele

13

a'(t) = (—sent,cost), a'(r/6)= (—é, 7)
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Diferenciabilidade e Tangente

a(t) = (£8,13); —1<t<1 éderivavel e a/'(t) = (3£2,2t)

Observacao:
1. «’(0) = (0,0) e o Trago(«) ndo possui tangente em «(0).
2. ot) = (3, 1?) satisfaz a equagéo y = x?/3,
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DEFINICAO (CURVAS SUAVES)

Uma curva parametrizada «(t); t < I, é chamada suave se
for derivavel e o/(t) # (0, ..., 0); para todo t no interior de /.

Exemplos
1. o(t) = (1,1%); —1 <t <1 n&o é suave porque
a'(t) =(0,2t) seanulaemt=0.

2. ot)=(tcost,tsent); 0 <t < 3w e suave porque
a'(t) = (cost — tsen t,sen t + tcos t) ndo se anula em
0 < t < 3, de fato:

|a’(1)||? = cos® t — 2t cos tsen t + t2sen 2t +
+ sen?t + 2t cos tsen t + 12 cos? t =
=11 £=£0
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DEFINICAO (RETA TANGENTE)

Se a(t); tel, éuma curva parametrizada suave e ty € |/,
entdo areta r(t) = a(t) + ta’(f) chama-se reta tangente
ao traco Trago(«r) no ponto a(ty).

Exemplo: Seja a(t) = (tcost, tsent); 0<t<m.
Reta tangente ao Trago(a) no ponto a(x/3).
™ 7T\/§

a(r/3) = (g, T) e a'(t) = (cost — tsent,sent + tcost)
o/(n/3) = (& — l@,§+5), v=(3-7r3,3/3+n)
2 6 "2 6
Reta tangente. r(t) = (%, Wg/é) + t(8 — 7V3,3V3 + )
BN
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DEFINICAO (CURVA SUAVE)

Um conjunto C C R é chamado curva suave se existe uma
curva parametrizada suave « : | — R" tal que Trago(a) = C.
Neste caso, a« chama-se parametrizacao de C.

Exemplos

1. C={(x,y) e R?: x? + y? = 1} é uma curva suave,

a(t) = (cost,sent), 0 <t <27 éuma parametrizagao

suave de C.

2. Se a, b ndo sao simultaneamente nulos, entao

C = {(x,y) € R? : ax + by = ¢} é uma curva suave.
c— bt

Por exemplo, se a # 0, a(t) = (

parametrizagao suave de C.

,1); te R éuma
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LEMA (GRAFICO)

Sey=f(x), a<x<b, éumafungao derivavel, entéo
Gr(f)={(x,y) eR%:y =f(x) ea< x < b}
(chamado grafico de f) € uma curva suave.

a(t) = (t,f(t)); a<t< bé parametrizagao suave de Gr(f)
Exemplo:

C={(x,y)eR?:y=1+cosx —senxe —r<x<m}é
uma curva suave.

a(t) = (t,1 4+ cost —sent), —w <t<mwéuma
parametrizagao suave de C pois Traco(a) = C e
a'(t)=(1,—sent — cost) # (0,0); paratodo —7 <t < .
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AULA 2: Mais Exemplos de Curvas
Seja a(t) = (2 — 3t,13); t € R. Ache os pontos do Traco(c)
com reta tangente horizontal ou vertical. Também ache
equacdes para essas retas e faga um esbogo do Trago(«).

o/(t) = (312 - 3,21)

Vertical. 3t°—-3=0=1t=—-1out=1

o(<1) = @)= [Fix=2] e a(1) = (-2.1)= [rix=—2]
Horizontal. 2t=0= t=0 a(0) = (0,0)=
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Intersecao de Superficies Transversais sao Curvas

Parametrize a intersecdode z = x> — y? e z=1— x> —2y°.
Ache os pontos de Traco(«) com reta tangente paralela ao
eixo Ox e dé equacgdes para as mesmas.

Solugdo. x2—y2=1—x2 - 2y2 — |2x% 4+ y2 =1

X = @cost / 2
) , X :—TSCHT
a:4y y =sent @y y' =cost
zZ = %cos2t—sen2t z' = —8costsent

onde 0 < t < 2r. Paralelaaoeixo Ox <= y’'=0e z/ =0

a(3)=(0,1,-1)=[r() = (0,1,-1) +1(1,0,0); teR]

o(3F) = (0,1, —1)={r(t) = (0,—1,—1) + #(1,0,0); t € R
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2 1
a(t):(\zfcost sen t, 5 cos t—senzt); o<t<2or

2
a'(t) = (—\gsen t, cost, —3costsent) = (a,0,0) # (0,0,0)

la(r/2) = (0,1, -1)|=[r(t) = (0,1,-1) +1(1,0,0); tER|

[a(8m/2) = (0,—1,—1)| =[r(t) = (0,—1,—1) + (1,0,0); t € R
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Observacao: relagcdes entre as coordenadas podem ajudar
na visualizacao do traco de curvas.

Exemplos

1. Seja a(t) = (tcost, tsent,t); 0<t<A4r

2

x> +y? =272 = Traco(a) est4 contido no cone.
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Observacao: relagcdes entre as coordenadas podem ajudar
na visualizacao do traco de curvas.
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Observacao: relagdes entre as coordenadas podem ajudar
na visualiza¢ao do trago de curvas.
Exemplos

1. Seja a(t) = (tcost tsent t); 0<t<4n

2

x2+y? =22 = Trago(a) esta contido no cone.
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x = 10 - 3
2. o
y = £ + 2t . te]0,2]

_ Xx+3 . _x—f—3+(x—i—3)2
10 Y="0 50

y:51—0(x2+11x+24); —3<x<37
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3- AcCuspide: o(t)=(3,%), —-1<t<t

2/3

=y} = y=x —1<x<1

fx,y)=x2—y3| = f(a(t))=0

Nesse caso dizemos que Trago(a) € uma curva de nivel de f.
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3-ACuaspide: oft) = (3,13);, -1 <t<T1;

3

Trago(a) écurvadenivelde |f(x,y)=x%—y
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AULA 3: Funcoes de 2 Variaveis

DEFINICAO (DOMINIO, IMAGEM E GRAFICO)

Seja f uma fung¢do que a cada (x, y) em um conjunto

Ds C R?, chamado dominio de f, associa um numero real
z = f(x,y). Aimagem de f é o conjunto Im(f) de todos os
valores de z = f(x, y) para (x, y) € Ds. O gréficode f € 0
conjunto Gr(f) = {(x,y,f(x,y)) € R®: (x,y) € Ds}
Notacdes: f: Dy —» R ou‘z =f(x,y), (x,y) € Df‘

Observacoes:

1. (x, y) séo variaveis independentes (ou livres) no dominio
Dy, determinado por condicdes fisico-quimicas e z é variavel
dependente.

2. Im(f) € um subconjunto de R.

3. Gr(f) € uma superficie no espago R3 que representa a
funcdo geometricamente.
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Exemplos
. RT
1. Modelo de Boyle-Mariotte do Gas ideal [P = nT
, RT a
2. Modelo de van der Waals do Gas |P = V_b V2

3. Dada f(x, y) = \/4x? + y2 — 1 ache o dominio méximo
Dy e a Imagem Im(f).

Dominio. D; conjunto dos (x, y) € R? tais que 4x? 4 y2 > 1,
ouseja: D= {(x,y) €R2:4x2+y2>1}

Imagem. Im(f) = [0, o0)
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Conjuntos de Nivel de uma Fungao

DEFINICAO (CONJUNTO DE NIVEL)

Sejam k € R e uma fungéo z = f(x,y); (x,y) € Ds C R2.
O conjunto de nivel k é o conjunto dos (x, y) € Dy tais que
fix,y)=k

FIGURA: f(X,y) = \/4x2 + y2 —1
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, nRT L. ..
TABELA: Gas Ideal P = v Isobaricas e Isotérmicas

T = Z
f 4 5.49

1 4.88
L 4.27
1 3.66

I/ foda 3.05
7 2.44
i y 1.83
Plif 1.22
fil 0.61

8.10

7.29
1 6.48
1 5.67

4.86
¥ 5
b 32 4.05
3.24
S an
- - 2.43
N\ > 1.62
B 0.81
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Exemplo: Dada f(x,y) = /4x?+ y? — 1, ache seu dominio

maximo Dy e sua decomposi¢dao em conjuntos de nivel.
1) Dominio. Dy = {(x,y) € R? : 4x® 4 y? > 1}.

2) Niveis. Ache k € R com /4x2 + y2 — 1 = k, para algum

(x,y)€Dr=k>0

4x2 +y? 1 =k? = |ax® + y2 =1 1+ K?

TABELA: f(X, y) = \/4x? + y?2 — 1 e suas curvas de nivel
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X — ;.
}}j, descreva o seu dominio

maximo Dy, a sua imagem Im(f), conjuntos de nivel e o seu
gréfico Gr(f).

1. Dr={(x,y) e R2: x + y # 0}.

Exemplo: Dada f(x,y) =

2. Ache k € R com % = k, para algum (x, y) € Dy.
X—y=k«+ky<— (1—-kx=(1+Kk)y

1—-k
3. (Im)(f)=R
4.61(f) = {(x,y, "y . x+y 20}
- - 7y’X+y : y

Edson Vargas, IME - USP CALCULO Il PARA A QUIMICA - 2023



CURVAS NO PLANO E NO ESPACO FUNCOES DE VARIAS VARIAVEIS

Conjuntos de Nivel e Grafico de | f(x, y) = i;i . X+y#0
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Curva de Nivel

. _ Y
Exemplo: Dada f(x,y) = Xy descreva o seu
dominio maximo Dy, a sua imagem Im(f) e os conjuntos de

nivel.

1. D; = R?, a férmula se aplica a todo (x, y) € R?.

Yy
2. Ache k € R com peacn k, para algum (x, y) € Dr.
y:k(x2+y2+1):>
(i) Se k=0 areta y =0 é a curva de nivel zero.

(ii) Sek£0= x>+ y? — % + 1 = 0, complete quadrado.

X4 (y -

1, 1 1
LIRS I PR IR e
T tTae|T e sl T T p=Ks

Conclui-se que a imagem é Im(f) =[-1/2,1/2]

N =
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Curva de Nivel

Equacéo da curva de nivel  k: ky? —y+ kx> + k=0

i :>—1<k<1
4k2 2- — 2

1
2 e
Sek#0= |x~+( 2k) 1+

Sek=-1/2=x>+(y+1)2=0= (x,y) = (0,—1), ponto.
Sek=1/2=x>+(y—-1)2=0= (x,y) = (0,1), ponto.
Se —1/2< k<0 ou 0< k< 1/2 acurvadenivel k €0

] 1 . 1 ~
circulo de centro (0, ﬂ) eraioy/—1+ 2,2 ©0m equagao
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FUNCOES DE VARIAS VARIAVEIS

. , . y

Conjuntos de Nivel e o Grafico de |f(x = —
| x¥) =12 v
boo 927 L 0.36

vy 0.27
§ 3 0.18
0.09

—-0.09

=t -0.18
ods k 0.27

{ 0.36
oo
o ’: 0.45
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