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representa um tensor, pois a forma bilinear

BijEim; = —Xixak1ny + XiEims — X3Eamy + x1X2Eans
= X1E1(x1m2 — Xam1) + Xoka(x11m3 — xg7m1)
(X181 + x282)(x1m2 — X2m1) = (u: E)u X y]

foi reduzida a um invariante rotacional.* :

Suponha agora que estamos lidando com uma matriz que representa um operador
linear que age sobre vetores. Se os vetores sofrerem uma rotacdo, a matriz sofrerd
uma transformacéo de semelhanca. Uma tal matriz possui carater tensorial?

A resposta é “‘sim”’. A transformag@o de vetores x’ = Ax (veja o Capitulo 10)t
significa, em notagdo tensorial, x; = ayx;; a transformacdo de uma matriz P, que repre-
senta um operador @, sob transformagdes ortogonais, é ’

P = APAT ou Pij = a,-kPklalTj.

No entanto, alT;- = ay, de maneira que
1
Pij = Praga;,

ou seja, P se transforma como um tensor.*

Este resultado permite que transportemos para a algebra tensorial alguns dos
enunciados telacionados com a transformagdo de semelhanca. Por exemplo, conclui-
mos que se um tensor de posto dois é simétrico ou anti-simétrico em um referencial,
entao esta propriedade se mantém em todos os referenciais. Isso pode, por sua vez,
levar-nos a conjecturar uma propriedade semelhante para tensores de posto arbitrario.
A conjectura ¢ verdadeira. Por exemplo, suponha que Ay, = Ajr em um certo referen-
cial. Como temos sempre

AijrtiniSe = AGrEiniShs
¢ (defina B = Ay, se quiser)

Ajixkinite = AjunEinich
segue-se que, se os lados esquerdos destas equacdes sao iguais, entao os lados direitos
serao também iguais. No entanto, £, n, { sao vetores unitarios arbitrarios; portanto

(como na p. 676) A’ = A'y, como é desejado.

16.5 TENSORES DE KRONECKER E DE LEVI-CIVITA.
PSEUDOTENSORES

Considere a matriz identidade 3 X 3, cujos elementos sdo o delta de Kronecker. Se for
encarada como a representacdo de um tensor em um certo referencial, entdo o inva-
riante bilinear correspondente

dij€m; = &my = cos (&, )

*Lembre-se (p. 26) que o produto vetorial no plano é um escalar sob rotagoes.
TRepljesent_amos, contudo, por A a matriz conhecida por T na p. 435 para adaptar-se a notagdo deste capitulo.
*0 leitor pode também observar que, como tensor, a quantidade y,P;x; é um invariante, o tensor P; deve sofrer

ijhma transformagao de congruéncia (p. 443) que, naturalmente, se reduz aqui a uma transformagio de seme-
anga.
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o do angulo entre os vetores unitarios & € 7. Observe agora que cos (&, 1)

sere 0 cossel sistema cartesiano orto-

sera representado pela expressdoé'ym’;em qualquer‘ouz‘z_*o S s do
gonal, incluindo os negativamente orientados. Isso implica que as comp et
nosso tensor nao se alteram quando passamos a outro referencial cartesiano g .

Isso pode ser verificado explicitamente
84; = dmamaj = audj = dij

. e g . Ses de

e segue-se também do fato de que a matriz unitaria ¢ invariante sob transformago
semelhanga.

v icuai 5 iais sao chamados
Observagdo. Tensores que possuem componentes iguais €m t~odos’ 08 refzrengnilli;asi o
de tensores isotrépicos, € sao de grande interesse em aplicagoes fisicas. Acaba e
um destes tensores, que poderemos designar como tensor de Kronecker ou tgnsorbb{m um.tensor
do mais, é claro que qualquer multiplo escalar do tensor de Kronecker € tambe

isotrépico.
Observando que o tensor de Kronecker estd envolvido na expressao do produto
escalar de dois vetores
(xy) = 6iXYis
é l6gico procurar uma representagdo semethante para 0 produto vetorial
x Xyl = (x203 — xgyur + (Xgy1 — x1yshg + (X2 — X9y 1)Us,

a enti 3.
onde os vetores unitarios i, j, k sao convementem?nte representados porb ull, liizz) fevi-
Um pouco de reflexao mostra que, se defigirmos o chamado simbolo

Civita €5, por meio de
41 se(ijk) é uma permutagao par® de (123,
€5 = 4 —1 se(jjk) ¢ uma permutacio fmpar de (123),
0 nos outros casos (alguns ou todos os indices iguaits),
entdo o produto vetorial podera ser compactamente representado por
[x X ¥] = € xlX;¥k-

i i inante
Observe também que, como o produto vetorial pode ser escrito como um determ

simbélico,
u; Uy Uug

[x X y]=det| x1 x2 X3 |,

Y1 Y2 Vs

i-Civi 4 i i s. Com
segue-se que o simbolo de Levi-Civita esta relacionado com os determinante

efeito, é evidente que podemos escrever?

mpares sao (132), (321) ¢

*Permutagoes pares de (123) sao (123), (231) e (312), enquanto que permutagoes 1 lo. Birkhoff ¢ McLane,

(213). Para a definigdo geral de permutagbes pares e impares, consulte, por exemp

: 6, Segao 10. ] ) ftulo 10,
%zggu:(e)gue—segtambém da definicio de determinante. Veja, por exemplo, Birkhoff e McLane, Capitu

Segao 1.
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ay -dg o dg
det by by b3 =ez~jkaib]~ck.

€y C2 C3

Nesta notacdo, o determinante 3 X 3 é interpretado como o produto misto de seus
vetores-linha a, b e ¢, e € igual ao volume do paralelepipedo formado por estes vetores,
exceto quanto ao sinal (mais no caso de um terno positivamente orientado, menos no
caso de um terno negativamente orientado).

Exercicio. Trés vetores sao dados:

a= (3’ ——15 1)! b = (174! 2): ¢ = (“‘1,0, 3)

Mo_stfe qual dos seis arranjos possiveis em um terno ordenado fornecem, respectivamente, ternos
positivamente orientados e ternos negativamente orientados.

Teorema. As 27 quantidades e;; sao as componentes de um tensor isotropico de
posto trés, conhecido como tensor de Levi-Civita, desde que a transformagao das
coordenadas seja uma rotagdo.

Demonstragcdo. Sejam &, n, { vetores unitdrios, que formam um terno positivamente
orientado. O volume do paralelepipedo formado por estes vetores ¢ um invariante sob
rotacoes e, portanto, um tensor. No entanto, este volume sera representado por
€Em;il em qualquer sistema positivamente orientado.* Por conseguinte, os simbolos
de Levi-Civita formam um tensor isotrdpico.

Suponha agora que consideramos uma transformagao ortogonal, que leva um sis-
tema positivamente orientado em um sistema negativamente orientado, ou vice-versa.t
eqéo, a quantidade €;Em;{, deixa de ser um invariante, muda de sinal. Por conse-
guinte, deixa de ser um tensor com relagao a transformacdes ortogonais gerais. Alguns
outros invariantes rotacionais se comportarao desta maneira, mudando de sinal sempre
que a paridade do sistema de coordenadas for invertida. E assim conveniente introdu-
zir o conceito dos chamados pseudotensores; isso pode ser feito de duas maneiras
equivalentes:

a’) Um pseudotensor cartesiano de posto r é uma fungao multilinear de r diregoes, que
se transforma segundo a lei

G ki Ny = (det AYPij . nkimic o Ay

onde det A é o determinante da matriz de transformagao (a matriz dos a;).
, : P . .
b’) Um pseudotensor cartesiano de posto » € um conjunto de quantidades (componen-
tes de um pseudotensor), que se transforma de acordo com as equacoes

’LI]n = (det A)qu.-.taipajq c e Qe

Como, para as matrizes ortogonais reais, det A pode ter somente dois valores, +1
ou .—l, segue-se que a diferenca entre os pseudotensores € os tensores reside, no
maximo, no sinal, e desaparece inteiramente no caso das rotagdes. Evidentemente, 0

. —_— . . . . .

Observe“qu.e um terno positivamente orientado torna-se negativamente orientado se o sistema coordenado
muda de ‘‘orientagao’’.

tTais transformages ortogonais sio, por vezes, chamadas de rotacées improprias.
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simbolo de Levi-Civita torna-se uma representacéo de um pseudotensor isotrépico de
posto trés.* E costume referir-se aos pseudotensores de posto zero e um, como sendo
pseudovetores e pseudo-escalares, respectivamente.

Observagao. Alguns autores referem-se a €, COmo sendo o tensor densidade de Levi-Civita, pois
os pseudotensores sdo exemplos cartesianos do conceito de densidade de tensores na teoria geral
dos tensores (veja a Segao 16.9).

A expressdo €a;bic, representa tecnicamente uma contracéo tripla do pseudo-
tensor €;x COM O LENSOT Dy = dibmc,. HA muitas outras férmulas tteis relacionadas
com a contracio com o pseudotensor de Levi-Civita. Talvez a expressao mais comu-
mente usada seja €;.€um, que deve sert um tensor de posto quatro.

Teorema. No espago tridimensional
€iik€kim = 0410jm — Simdji.

Demonstracdao. A quantidade €€, (para um.certo k fixo, sem somatorio) é nao-nula
se e somente se i, j, k sdo todos distintos, e k, [, m sdo todos distintos. Portanto, ou

i=1lej=m, oui =mej=1[ No primeiro caso, € = €xm, € qUeI €. = +1 ou
€4 = — 1, teremos sempre €€, = +1 (sem somatdrio). No segundo caso, €;x = ~ €xim
pois a mudanga de posi¢ao de dois indices muda o sinal do valor €. Por conseguinte
€gc€m = —1 (sem somatdrio).

Ora, se i, j, | e m forem fixos, e k percorrer os valores 1, 2, 3, entdo somente um
termo da soma serd nido-nulo (como explicado acima), e, portanto, a soma total sera
+1 ou —1. Isso pode ser escrito como sendo 8;8;, — 8;mdy, pois esta expressao fornece
+lparai=1Lj=m,i#je—lparai=m,j=11 # j; se nao tivermos nenhum destes
casos, obteremos zero. A demonstragao estd.completa.

Exercicio. Verifique que
€iikeimn = 0310imOkn + Oimbinbit + 8inbjtbkm — 8inbimOr — Oimbjidkn — 8:10in0km.

16.6 DERIVADAS DE TENSORES. O TENSOR DAS DEFORMACOES E A
LEI DE HOOKE

As componentes de tensores podem ser fungoes diferencigveis (a) das coordenadas,
(b) de parametros independentes das coordenadas, ou (c) de parametros relacionados
com as coordenadas. O caso (b) é o mais simples e fornece o seguinte resultado.

Teorema 1. A diferenciacdo de um tensor, com relagdo a um parametro indepen-
dente das coordenadas, resulta em um tensor de mesmo posto.

Demonstracio. Considere A4(f) = Aw(t)amay, onde 1 € 0 parametro, por exemplo, o
tempo em fisica ndo-relativista.* Como os aj; sdo independentes de ¢, obtemos
dAi(1) _ ddu(1)
dt dt

a;rdj1

*Poderfamos ainda falar de um tensor de Levi-Civita, mas ele ndo seria isotrdpico, pois suas componentes
mudariam de sinal sob rotagées impréprias. As componentes de um pseudotensor de Levi-Civita ndo mudam
de sinal devido ao efeito compensador de det A.

+Um produto (interno ou externo) de dois pseudotensores é, evidentemente, um tensor.

+Em fisica'relativista, o tempo é considerado uma das coordenadas do chamado *‘continuo espago-tempo’’.




