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Introducao

e Teoria dos NUmeros € um das mais bonitas e interessantes
areas da matematica.
e E 0 ramo da matematica que se preocupa com as

propriedades dos numeros inteiros:
= Envolve muitos problemas praticos que sao facilmente
compreendidos mesmo por ndo-matematicos;
= Muitos desses problemas podem ser encontrados em
situacoes praticas, cientificas e problemas de competicao.
e Existe uma colecao de algoritmos interessantes
relacionados que solucionam problemas de forma

inteligente e eficiente.



NUmeros Primos

e Um numero primo é um inteiro p > 1 que somente

é divisivel por 1 e por ele mesmo:

= Se p € um numero primo, entao p = g x b para inteiros a <
b implicaquea=1eb =p;

s« Os 10 primeiros primos sao: 2, 3,5,7,11,13,17,19, 23 e
27.

= Alguns primos grandes sao: 104729, 1299709, 15485863,
179424673, 2147483647, etc.

¢ Qualquer numero nao-primo é chamado de
composto.



Encontrando Primos

e A forma mais simples de testar se um numero n é

primo e por divisdes sucessivas:

=« Comece pelo menor divisor candidato e tente todos os
possiveis divisores maiores;

= Como 2 é o unico primo par (porque?), uma vez que for
verificado que n nao é par, pode-se verificar somente numeros
impares como possiveis fatores;

= Pode-se considerar n como primo tao logo nao se consiga
encontrar fatores primos menores que ./, (por que?).

« Por fim, pode-se testar se n é divisivel somente por divisores

primos (O(vn/ In(Vr)).



Crivo de Eratostenes




Encontrando Primos com Crivo

typedef long long 11;
typedef vector<int> vij;
typedef map<int, int> mii;

1l _sieve_size;
bitset<10000010> bs;
vi primes;

void sieve(ll upperbound) {

“

_Sieve_size = upperbound + 1;
bs.set();
bs[2] = bs[1

1 = 0;
(11 i = 2; i <= _sieve_size; i++) (bs[i]) {

(11 j = i % i; j <= _sieve_size; j += i) bs[j] = 0;
primes.push_back((int)i);

12

bool isPrimeSieve(1ll N) {
(N <= _sieve_size) bs[N];
(int i = 0; i < (int)primes.size() && (11) primes[i]l*primes[i] <= N ; i++)
(N % primes[i] == 0) false;

true;




Encontrando Primos sem Crivo

e A complexidade do algoritmo que encontra o crivo
e:

= O((n logn)(log log n)) para tempo;
« O(n) para memoria

e Caso essas complexidades sejam um problema,

pode-se encontrar um primo sem a ajuda do crivo

bool isPrime(1l1 N) {
(N>2&& N % 2 == 0)
{11l 1 =33 1% 1 <= N; 1+4=2)

(N % i == 0) false;




Teorema Fundamental da
Aritmética

e NUmeros primos sao importantes por causa do

teorema fundamental da aritmética.
» Qualquer numero inteiro n pode ser expresso somente de

uma forma como um produto de primos.

¢ Por exemplo, 105 é unicamente expressocomo 3 *5* 7, e
32como2*2*2*2%*2,

¢ Esse colecao de numeros que quando multiplicada
resulta em n € chamada de fatoracao em primos
de n.



Fatoracao em Primos

e A ordem nao importa em uma fatoracao em
pPrimos:
« Pode-se canonicamente listar os numeros em ordem
crescente;
« Mas a multiplicidade de cada primo importa, e o que
diferencia a fatoracao de 4 e 8.
e Um numero primo p € um fator de x se ele ocorre

na fatoracao em primos de x.



Fatoracao em Primos

vi primeFactors(1ll N) {
vi factors;
11 PF_idx = 0, PF = primes[PF_idx];
(N !'= 1 & (PF x PF <= N)) {
(N % PF == 0) { N /= PF; factors.push_back(PF); }
PF = primes [++PF_idx];

}
(N != 1) factors.push_back(N);
factors;

}

mii primeFactorsMap(1ll N) {
mii factors;
11 PF_idx = @, PF = primes[PF_idx];
(N !'= 1 & (PF x PF <= N)) {
(N % PF == 2) { N /= PF; factors|[PF]++; }
PF = primes[++PF_idx];
}
(N != 1) factors[N]++;
factors;




Divisibilidade

e Um inteiro b divide a, denotado por b|a, se a = bk

para algum inteiro k:
» Equivalentemente, b € um divisor de a ou a € um multiplo
de b, se b|a;
« Como consequéncia, o menor divisor natural de qualquer
numero é 1.
e Como se pode encontrar todos os divisores de um

numero inteiro?
« Pode-se utilizar os fatores primos.



Divisibilidade

e A partir do teorema fundamental da aritmética
sabe-se que um inteiro n é unicamente
representado pelo produto de seus fatores primos:
« Cada divisor é o produto de algum subconjunto dos

fatores primos;

» Tais subconjuntos podem ser construidos utilizando
backtracking;

=« Mas cuidado com fatores primos repetidos. Por exemplo,
12 (2, 2 e 3) e divisores (1,2,3,4,6,12).



Factors and Factorials (Uva
160)

The factorial of a number N (written N!) is defined as the
product of all the integers from 1 to N. It is often defined
recursively as follows:

11=1
N!=N*(N-1)!

Factorials grow very rapidly--5! =120, 10! = 3,628,800. One
way of specifying such large numbers is by specifying the
number of times each prime number occurs in it, thus 825
could be specifiedas (0 1 2 0 1) meaning no twos, 1 three, 2
fives, no sevens and 1 eleven.



Factors and Factorials (Uva
160)

Write a program that will read in a number N (2 <N < 100)
and write out its factorial in terms of the numbers of the
primes it contains.

Input

Input will consist of a series of lines, each line containing a
single integer N. The file will be terminated by a line
consisting of a single 0.



Factors and Factorials (Uva
160)

Output

Output will consist of a series of blocks of lines, one block for
each line of the input. Each block will start with the number N,
right justified in a field of width 3, and the characters '!', space,
and '='. This will be followed by a list of the number of times each
prime number occurs in N!.

These should be right justified in fields of width 3 and each line
(except the last of a block, which may be shorter) should contain
fifteen numbers. Any lines after the first should be indented.
Follow the layout of the example shown below exactly.



Factors and Factorials (Uva
160)

Sample input
5

53

0

Sample output
5! = 3 1 1
53! =49 2312 8 4 4 3 2 2



Factovisors (UVa 10139)

The factorial function, n! is defined as follows for all non-negative
integers n:
0l=1
nl=n*(n-1)! (n>0)

We say that a divides b if there exists an integer k such that
k*a=b

The input to your program consists of several lines, each containing
two non-negative integers, n and m, both less than 2731. For each input
line, output a line stating whether or not m divides n!, in the format
shown below.



Factovisors

Sample Input

6 9
6 27
20 10000

20 100000
1000 1009 Output for Sample Input

9 divides o!

2] does not divide o!
10000 divides 20!

100000 does not divide 20!
1009 does not divide 1000!



