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Sequéncias e Séries Numéricas

Sequéncias a Valores num Conjunto Abstrato

Definicdo (Sequéncias)

Seja A um conjunto. Uma sequéncia em A € uma fungao x : N — A,
ou, mais geralmente, uma funcéo x : N — Aonde N é um subconjunto
infinito de N.

v

Definicao (Séries)
Sejam A um espaco vetorial e x : N — A uma sequéncia em A. A série
associada a x é a sequéncia s : N — A definida por

n— i x(k)
k=1
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Sequéncias e Séries Numéricas

Notacao e Nomenclatura

Notacao Funcional para Sequéncias

Notacao Traducao Significado/Nomenclatura
(Xn)nen x:N—> A a sequéncia x
a imagem de n por x,
Xn X(n) . g ” p A :
ou “termo geral” da sequéncia
oo s: N — A L. .
o4 Xn a série associada a x

n 2221 Xk

n-ésima soma parcial,

S o . .
n ou n-ésima reduzida da série
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Sequéncias e Séries Numéricas

Exemplo
Fixe a, g € R. A sequéncia de numeros reais (xn),>0 dada por
1. (Yn)x, := a+ nqg é a progressao aritmética de termo inical a e
razao q;
2. (Yn)x, := aq" é a progressao geomeétrica de termo inical a e
razao q.
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Sequéncias e Séries Numéricas

O Problema dos Coelhos

Leonardo Pisano Bigollo (a.k.a. Fibonacci), 1202

Modelar a evolug¢ao temporal de uma populagéo de coelhos,

admitindo-se as seguintes premissas:

I. Inicia-se com um casal de coelhos jovens na data inicial.
[I. Cada casal de coelhos jovens leva um més até chegar a

maturidade.

[ll. Cada casal de coelhos maduros gera um casal de coelhos jovens

a cada més.
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Sequéncias e Séries Numéricas

Solucao do Problema dos Coelhos

Exemplo

A sequéncia de Fibonacci é a sequéncia (x»),>1 de numeros reais
obtida como solucéo da equacéo de diferencas

Xnt2 = Xpy1 + Xn (1)

com condicdes iniciais x; = x» = 1.

O fato de que existe uma Unica sequéncia em R que satisfaz as
condigbes acima € consequéncia do principio da indugéao.
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Sequéncias e Séries Numéricas

Uma Foérmula Fechada para a Sequéncia de Fibonacci

Observacao
@ A solugéo geral em forma explicita da equacao (1) é dada por

1 +\G)”+B<1 —2\f5>”

nGN»—>A<

N——
=0

com A, B constantes reais.

@ As condigdes iniciais x; = xo = 1 so satisfeitas com A=1//5¢e
B = —1/v/5,i.e. (Xa)n>1 € dada por, ¥n > 1,

ol ()
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A Espiral de Fibonacci

1/ 34

iz 13
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Sequéncias e Séries Numéricas

Espirais Logaritmicas na Natureza
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Sequéncias e Séries Numéricas

Espirais Logaritmicas na Natureza
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Espirais Logaritmicas na Natureza
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Sequéncias e Séries Numéricas

Espirais Logaritmicas na Natureza
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Sequéncias e Séries Numéricas

Espirais Logaritmicas na Natureza
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Sequéncias e Séries Numéricas

Mais uma Referéncia Complementar

[@ S. ELAYDI, An Introduction to Difference Equations,
Undergraduate Texts in Mathematics, Springer New York, 2006.
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Sequéncias e Séries Numéricas

Operagdes com Sequéncias

Definem-se para sequéncias as mesmas operacdes algébricas
introduzidas para fungdes nos Calculos 1 e 2.
Exemplo (operagdes binarias com sequéncias)

Sejam A um conjunto, (Xn)nen € (Vn)nen Sequéncias em A, e
B: A x A— Auma operacao binaria. Por composi¢ao das aplicagoes

NoSAxAB A
n H(Xn’yn)
(x,y) = B(x,y)

obtém-se a sequéncia {B(Xn, ¥n)} nen-
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Sequéncias e Séries Numéricas

Operagdes com Sequéncias

Exemplo (composicao)
Sejam A um conjunto, (X,)ncny UMa sequéncia a valores em A e (1)) jen
uma sequéncia a valores em N. A composicao das aplicagcoes

NAN S A
jl—>nj
n— Xxp

define uma sequéncia (X, )jen @ valores em A, i.e. a fungéo
j € N x(n(j)).
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Sequéncias e Séries Numéricas

Subsequéncias

Se, na situagéo anterior, j — n; for uma fungéo estritamente crescente,
(Xn)jen chama-se subsequéncia de (Xn)nen-

Definicao (subsequéncias)

Sejam A um conjunto e (x,)neny UmMa sequéncia a valores em A. Uma
subsequéncia de (Xn)nen € uma sequéncia a valores em A da forma
(Xn)jencom {n <mp <---<n<---}CN

Exemplo

Se (Xn)nen € uma sequéncia em A, (X2n)nen € (Xons1)nen S0
subsequéncias de (xp)n.
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Sequéncias e Séries Numéricas

Sequéncias Limitadas

Definicao

Seja (Xn)neny UmMa sequéncia em R. Diz-se que (Xp)neny € UMa
sequéncia limitada superiormente (respectivamente, limitada
inferiormente, resp. limitada) se sua imagem {x, | n € N} for um
subconjunto de R limitado superiormente (resp. limitado inferiormente,
resp. limitado).
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Sequéncias e Séries Numéricas

Sequéncias Monotonas

Definicao

Seja (xn)nen UmMa sequéncia em R. Diz-se que (Xp)nen € UmMa
sequéncia

crescente se (Vn € N)x, < Xpi1;

@ estritamente crescente se (Vn € N)xp < Xpi1;
@ decrescente se (Vn € N)x, > Xpi1;

@ estritamente decrescente se (Vn € N)xp > Xp11;
@ mondtona se ocorrer um dos casos acima.
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Sequéncias e Séries Numéricas

Limites de Sequéncias

Seja (xn)nen UMa sequéncia a valores em R. Ou seja, uma fungéo
X:N—=R.

Como tal, faz sentido considerar a no¢ao de limite introduzida no
Célculo 1 para fungdes x : dom x C R — R. No caso presente,

dom x = N e 0 Unico “ponto de acumulacao” do dominio N de x é +oo,
i.e. sé faz sentido considerar limites para n — +oc.

Idéia Intuitiva

Diz-se que um numero real ¢ é limite da sequéncia (xp)nen Se for
possivel tornar a distancia |x, — ¢| arbitrariamente pequena desde que
se tome n suficientemente grande.
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Sequéncias e Séries Numéricas

Limites de Sequéncias

Definicao (limite de uma sequéncia)
Sejam (xn)nen Sequéncia em R e ¢ € R. Diz-se que ¢ € um limite da
sequéncia (x,)n se a seguinte condigao for cumprida:

Ve > 0,3y € N,Vn > ng, |xp — £] < e.

Proposicao (unicidade do limite)

Sejam (xp)nen SequénciaemR e ¢, ' € R. Se ¢ e !’ forem ambos
limites de (xn)nen, entdo £ = 0.
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Sequéncias e Séries Numéricas

Limites de Sequéncias

Definigao (sequéncias e séries convergentes)

Diz-se que uma sequéncia (x,)nen de nimeros reais € convergente se
existir ¢ € R tal que ¢ é limite de (x»)nen. Caso contrério, diz-se que a
referida sequéncia é divergente.

Se a série ) .~ , xn for convergente, chamamos o seu limite de soma
da série.
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Sequéncias e Séries Numéricas

Limites de Sequéncias

Notagdes para Limites

Notacao Significado
Flim x, a sequéncia (xp), € convergente
Flim x, a sequéncia (xp)n € divergente

Xp—>foulimx, =/

a sequéncia (xp), € convergente
e ( é o seu limite

2 n0 Xn < 00

a série associada a (xn)n
€ convergente

> o Xn

a série associada a (xp)n, OU
a soma da referida série se convergente
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Limites Infinitos

A definicao de limites infinitos € a mesma do Calculo 1:
Definigao (limites infinitos)
Seja (xn)nen Sequéncia de numeros reais. Diz-se que a referida
sequéncia
@ diverge para oo (NOTAGAO: X, — oo ou lim x, = o0) se VM > 0,
dng € N,Vn > ng, Xn > M;
@ diverge para —oco (NOTAGAO: X, — —o0 OU lim X, = —o0) se
VM > 0,dny € N, Vn > ng, xp < —M.

Note que, em particular, se lim x, = 400, entdo 3 lim x,, i.e. nas
situacdes descritas acima a sequéncia € divergente.
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Sequéncias e Séries Numéricas

Propriedades dos Limites de Sequéncias

Resumo

Os limites de sequéncias gozam das mesmas propriedades
enunciadas para limites das fungdes reais a valores reais do Célculo
1, e de adicionalmente algumas outras que s6 fazem sentido para
sequéncias.

Proposicao (sequéncias convergentes sao limitadas)

Se uma sequéncia de numeros reais for convergente, entao ela é
limitada.

Proposicao (conservacéo do sinal)
Seja (xn)nen Uma sequéncia de numeros reais convergente para
leR.

@ Sel > 0, existe ng € N tal que x, > 0 para todo n > ny.

@ Sel < 0, existe ng € N tal que x, < 0 para todo n > ny.
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Sequéncias e Séries Numéricas

Propriedades dos Limites de Sequéncias

Proposicao (subsequéncias de sequéncias convergentes)

Se uma sequéncia de numeros reais for convergente, toda
subsequéncia da mesma é convergente e converge para 0 mesmo
limite.

Exemplo
(Xn)nen dada por (Vn € N) x, = (—1)" é divergente.

Proposicao (propriedades aritméticas dos limites)
Sejam (Xn)nen € (Vn)nen Sequéncias em R tais que x, — (1 e R e
¥n — £o € R. Entdo:

@ Xp+Yn— 1+ L2

@ Xp-Yn—1Ly-Llo

Xn
@ sel, #£0, 7

Z1

.
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Propriedades dos Limites de Sequéncias

Proposicao (teorema do confronto)

Sejam (Xn)nen, (Vn)nen € (Zn)nen Sequéncias em R. Suponha que
exista ng € N tal que ¥n > ng, xp < yn < zn. Tem-se:

i) selimx, =Ilimz, =/ €cR, entdolimy, =/¢;
ii) selimx, = oo, entdo lim y, = co;
iii) selimz, = —o0, entdo lim y, = —oc.

Exemplo

Sejam a € R e (Xn)nen @ Sequéncia em R dada por x, = a". Tem-se:
a) x, —~0sela < 1;
b) x, > 1sea=1;
c) (xn)n diverge se a= —1ouse |a > 1.

v
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Sequéncias e Séries Numéricas

Propriedades dos Limites de Sequéncias

Exemplo (séries geométricas)
Sejam g € R e (xn)n>0 Sequéncia em R dada por x, = q". A série
> o Xn CONverge se, e somente se, |q| < 1. Caso afirmativo, sua

soma é dada por
> 1
Sa' =ity
n=0 1- q
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Sequéncias e Séries Numéricas

Propriedades dos Limites de Sequéncias

Proposicao

Se (Xn)nen € (Vn)nen S@0 sequéncias em R tais que x, — 0 € (Yn)nen €

limitada, entdo xp - yp, — 0.

v

Exemplo

sinn

— 0.
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Sequéncias e Séries Numéricas

Propriedades dos Limites Infinitos

Sao as mesmas propriedades enunciadas no Calculo 1 para limites
infinitos de fungdes reais a valores reais.
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Sequéncias e Séries Numéricas

Relacéo entre limites de sequéncias e de funcodes
reais

Proposicao
Sejam f: A C R — R com A no limitado superiormente, e { € R ou
¢ = +o0o. S4o equivalentes as sequintes condicdes:

i) limy_so0 F(X) = £;

ii) para toda sequéncia (Xp)neny €m A com x, — oo, tem-se f(x,) — L.
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Sequéncias e Séries Numéricas

Relacéo entre limites de sequéncias e de funcodes
reais

Proposicao
Sejamf: AC R — R, a€ R ponto de acumulacdo de Ae (¢ € R ou
¢ = +oo. S4o equivalentes as sequintes condicoes:
i) limx_af(x)=2¢;
ii) para toda sequéncia (xn)neny €m A\ {a} com x, — a, tem-se
f(xn) — L.

Corolario (caracterizagao de continuidade usando sequéncias)

Sejamf: ACR — R e ae A Sdo equivalentes as seguintes
condicées:

i) f écontinuaem a;

ii) para toda sequéncia (xp)neny €M A cOm X, — a, tem-se
f(xn) — f(a).
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Sequéncias e Séries Numéricas

Relacéo entre limites de sequéncias e de funcodes
reais

Exemplo
a) Sea>0, va—1.
b) v/n—1.
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Sequéncias e Séries Numéricas

Revisao sobre sup € inf

Definigao (supremo e infimo)

Sejam AC Re / € R. Diz-se que / é:
i) uma cota superiorde AseVac A, a</;
i) uma cota inferiorde AseVac A, a > ¢;

i) supremo de A se for cota superior de Ae ¢ < ¢’ sempre que ¢ for
cota superior de A (NOTAGAO: sup A);

iv) infimo de A se for cota inferior de Ae ¢ > ¢’ sempre que ¢ for cota
inferior de A (NOTAGAO: inf A).

v

Equivalentemente,
@ /=supAse,esomentese, (1)Vac A,a</le(2)Ve>0,Jdac A
talque { — e < g;
@ /=infAse,esomentese, (1)Vac A,a>/le(2)Ve>0,dJac A

talque ¢ + ¢ > a.
-
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Sequéncias e Séries Numéricas

Revisao sobre sup e inf

Qual a diferenca entre supremo € maximo?
Seja A um conjunto.
@ 0 maximo de A (NOTAGAO: max A) € o maior elemento de A, caso
exista;
@ ou seja, existe 0 maximo de A se, e somente se, IsupAe
sup A € A; em caso afirmativo, sup A = max A.
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Revisao sobre sup e inf

Axioma do Supremo

Se A C R for um conjunto n&o vazio e limitado superiormente, entéo
Jsup A.

Corolario

Se A c R for um conjunto ndo vazio e limitado inferiormente, entao
Jinf A.
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Sequéncias e Séries Numéricas

Caracterizagao de Limites de Sequéncias Mono6tonas

Proposicao
Seja (xn)nen Sequéncia em R.

i) Se (xn)nen for crescente, entdo (xn)n € convergente se, e
somente se, for limitada superiormente; em caso afirmativo, seu
limite coincide com o supremo da sua imagem.

i) Se (xn)nen for decrescente, entdo (x,)n € convergente se, e
somente se, for limitada inferiormente; em caso afirmativo, seu
limite coincide com o infimo da sua imagem.
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Sequéncias e Séries Numéricas

Caracterizagao de Limites de Sequéncias Mono6tonas

Exemplo (0 nimero e)
Seja (xn)n>1 @ sequéncia de numeros reais dada por, Vn > 1,

e (i)

Entéo (x»)n € crescente e limitada superiormente por 3, portanto
convergente para o supremo da sua imagem, o qual € um namero
real, denotado por e, pertencente ao intervalo |2, 3].
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Sequéncias e Séries Numéricas

Sequéncias de Cauchy

Definicao
Uma sequéncia de numeros reais (X,)nen diz-se uma sequéncia de
Cauchy se a seguinte condigéo for satisfeita:

Ve > 0,3ng € N,VYn,m > ng, |Xn — Xm| < €.

Teorema

Uma sequéncia (xn)neny €m R é de Cauchy se, e somente se, for
convergente.
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Sequéncias e Séries Numéricas

Exercicio

Estude a convergéncia da sequéncia (xn)n>1 de numeros reais
definida indutivamente por x; = /2 e (Yn>1)Xp11 = V2 + Xp.
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