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Modelo em Elementos Finitos

NELSON, H.D., McVAUGH, J.M., The Dynamics of Rotor-Bearing Systems Using Finite Elements,
Journal of Engineering for Industry 98(2), pp.593-600, 1976

Ideia: e Discretizar o sistema rotativo em partes de geometria conhecida
* Secoes de eixo com raio constante sao representados por vigas de Euler-Bernoulli circulares

* Corpos com menor flexibilidade montados sobre o eixo (volutas, volantes, polias, flanges,
discos palhetados, etc) sdao representados por discos rigidos

* Mancais, selos e acoplamentos sao representados por suas matrizes de rigidez e de amortecimento

elementode -~ elemento
disco rigido 1 & 1 de eixo
/ -
\\ L 8 7N 50
L] e o ( ) e o L ] L ] L] L] e o o o L ® L] L]
13 Nl e el 57
245 730 22 24 26 28 30 32 34 36 38 > € 0B
T e S /’ N
Compressor de 5 estagios < , <N _
' nos do modelo de [ 1 rigidez e amortecimento
Dresser-Rand i Ny

elementos finitos ~--" nos mancais



( ow

B - —a—

As rotacOes estao relacionadas com as translagdes: < avS
L ds

As translacdes podem ser expressas como funcao dos graus-de-
liberdade dos nds através de fungdes Hermitianas:
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Onde: gqt)={Xx1 Y1 B1 vi *2 Y2 B2 v2}t
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(Y1, Y5, P3,YP,) sdo fungdes Hermitianas



Elementos Finito de Eixo

Da mesma forma, pode-se escrever: {?} = ®(s)q(t)
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(Y1, Y35, Y3, ) sdo derivadas das fungdes Hermitianas em s

Onde: ®(s) = :;?] _ [l/?i —

Para um disco de espessura diferencial localizado na posicao s do elemento de eixo:
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Elementos Finito de Eixo

Integrando-se no intervalo [0,L] do comprimento do elemento de eixo, obtém-se as energias potencial e cinética
do elemento de eixo

Inserindo-se estas expressdes da energia potencial e cinética na Equacao de Lagrange, chega-se a:

(MS + MS)§ — 0G4 + K°q = 0

Equacdo do Elemento de Eixo

Onde:
L . O
matriz de inércia . .
¢ = j pAWPTW ds f:le translacio) G¢ = N¢ — Ne¢T (matriz giroscopica)
oL .
M¢ :j [,®T® ds (matriz de inércia N¢ :J I, ®l &y ds
0 de rotacao) 0

L
K¢ = J EIW'"W" ds  (matriz de rigidez)
0



Elementos Finito de Eixo

Matriz de Inércia de Translagao
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Matrizes de Transformacao

cosy 0 —siny 1 0 0
T,=| 0 1 0 ] T,=|0 cosf sinf
siny 0 cosy 0 —sinf cosp
Vetor Posicao do CG
Xd
Iro = {yd}
0
Vetor Velocidade Angular do Disco
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Energia Cinética do Disco
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Elementos Finito de Disco Rigido

Energia Cinética do Disco

1 1 1 . 1
Ty = Emdfcg + EdeOZ + Elt(ﬁz + )',2(:052[3) + E]p(QZ — 20y sin 8 + y2sin2p)

Linearizando-se, pode-se escrever matricialmente:

O R [ R

Inserindo-se na Equacao de Lagrange, chega-se a:

qud _ Qqud =0 Ya

Equacdo do Elemento de Disco

M? =




Elementos Finito de Mancal

Mancais, selos e acoplamentos podem ser representados por suas respectivas matrizes de rigidez e
amortecimento:

Onde:

K™ =
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kpx
k

[ Ryx

Matrix de Rigidez
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D"q™ + K™q™ = 0

Equacdo do Elemento de Mancal
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Assim, agrupando-se todas as equacdes de movimento, tem-se:

Equacdo do Elemento de Eixo
(M% + M$%)g — QG°q + K°q =0
Equacao de Movimento

Equacgdo do Elemento de Disco

d .o . d . _
MGe — 06447 = 0 e (M4 + M§ + M%)g + D™ — Q(6° + G%)|qg + (K°+ K™)q =0

Mg D¢ Gg K¢
Equacdo do Elemento de Mancal
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Montagem da matriz de inércia global:

dy
€1 2 €2 ?’ €3 4 _ .
° e ® r i
my m, M + Mg

MG=ZM‘;+M§+M‘1=

— 16 x 16



dy
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Montagem da matriz de amortecimento global:

16 X 16



dq
€1 2
]

mq

Montagem da matriz giroscopica global:

16 X 16



dq
€1 2
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mq

Montagem da matriz de rigidez global:

16 X 16



Exemplo

@3 mm — @4 mm ?3,5 mm
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0,4m 0,3m 0,2 m

DISCO: m,=2kg
l,= 0,06 kg.m?
I, = 0,02 kg.m?

EIXO:  p=7850kg/m3
E=2,1x10"kg/m?
l,= 0,02 kg.m?

MANCAL:  k,, = k,, = 1000 N/m
keg = k,, = 10 N.m/rad

o = d,, =10 N.s/m
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Frequéncia Natural (Hz)

1000 2000 3000 4000
Velocidade de Rotacao (rpm)

40 frequéncias
naturais !l
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Velocidade de Rotacéo (rpm)

4000

modo cilindrico

1000\ /2000

3000
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modo conico

12 modo flexao

32 modo flexao

22 modo flexao



Modelo em Elementos Finitos

NELSON, H.D., McVAUGH, J.M., The Dynamics of Rotor-Bearing Systems Using Finite Elements,
Journal of Engineering for Industry 98(2), pp.593-600, 1976

Teoria de viga de Euler-Bernoulli

* Despreza a tensao de cisalhamento no interior da viga

* Considera gue a secdo transversal da viga permanece perpendicular a linha neutra

* Hipotese vélida para vigas com relagdo L/D > 10



Modelo em Elementos Finitos

NELSON, H.D., A Finite Rotating Shaft Element Using Timoshenko Beam Theory,
Journal of Mechanical Design 102(4), pp.793-803, 1980

Teoria de viga de Timoshenko

* Considera a tensao de cisalhamento no interior da viga

* A secao transversal da viga nao permanece perpendicular a linha neutra

Equagdo de movimento: (M4 + M + M%)g + |[D™ — Q(G° + 6%)|g + (K¢ + K™)q =0
12E1
Mas: €=My + PM, + P°M Onde: & =
T . ! ? kAGL?
e _ 2
Mg = No + PNy + O°N, k~09 secao quadrada (aco ou aluminio)
— 2
G° =Gy + PG, + P76, k = 5/6 secdo circular (ago ou aluminio)

K¢ = K, + ®K,

COWPER, G.R., The Shear Coefficient in Timoshenko’s Beam Theory,

mesmas matrizes do modelo Journal of Applied Mechanics 33(2), pp.335-340, 1966

de Euler-Bernoulli 111
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O sistema rotativo com eixo flexivel ilustrado abaixo tem as seguintes frequéncias
naturais (medidas experimentalmente) em velocidade de rotacao nula:

Os dados geométricos da bancada sao:

Rp =60 mm E,, =30 mm L,;=266mm L =70 mm

Ep =10 mm D, =20 mm L;; =75 mm Paco = 7850 kg/m?3
L, =44 mm D, =6 mm B, =29 mm Enco = 2,1x10! N/m?
B,, =40 mm L, =55 mm E,=1mm PaL = 2700 kg/m3

Onde as caixas dos mancais sdao de aluminio e os demais componentes sao de aco.

a) Desenvolva o modelo do sistema pelo Método dos Elementos
Finitos e encontre as frequéncias naturais de rotacao nula.

b) Ajuste o modelo para que as frequéncias naturais coincidam
com as frequéncias medidas (tabela).

c) Com o modelo ajustado, construa o Diagrama de Campbell
do sistema.

19 frequéncia 29 frequéncia
natural (Hz) natural (Hz)

Horizontal

Vertical

18,25

21,75

32,25

45,50




Conclusao

Modelagem por Elementos Finitos permite a analise de rotores complexos:

» eixo flexivel com diferentes raios (eixo escalonado)
e qualquer numero de discos e posicionados em qualquer lugar no eixo
* mancais anisotrépicos e posicionados em qualquer lugar no eixo

* possibilidade de inclusdo dos efeitos de selos e acoplamentos

Modelo baseado na teoria de viga de Euler-Bernoulli
* despreza os efeitos da tensao de cisalhamento
* hipodtese vélida para vigas com relagdo L/D > 10
Modelo baseado na teoria de viga de Timoshenko

e considera os efeitos da tensao de cisalhamento






