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Projectes Cotadas

1. PROJECOESCOTADAS

1.1 OBJETIVOS

= Aprender os conceitos basicos das projecdes cotadas, uma maneira conveniente de
se representar superficies geométrica e topol ogicamente complexas;

= Adquirir capacidade de resolver problemas geométricos espaciais usando projecoes
cotadas.

1.2  INTRODUCAO

As projecdes cotadas sGo uma poderosa ferramenta gréfica para resolucdo dos
problemas geométricos espaciais. Ela é particularmente Util na representacdo de superficies
topogréficas' e na solugdo de problemas relativos, que veremos na proxima aula. Encontra
inimeras aplicacbes no desenho técnico, principalmente na representacdo de objetos que
apresentam superficies topologicamente complexas. Essa classe de superficies aparece
mais comumente na engenharia civil, de minas, agronomia, engenharia florestal, geologia
e, em menor escala, nas engenharias naval e mecanica.

Para representar elementos geométricos tridimensionais num plano
bidimensiona (uma folha de papel, por exemplo), a geometria cotada utiliza um sistema de
representacéo denominada de projecdes cotadas.

ProjecOes cotadas s8o0 um sistema de representagdo que utiliza o sistema de
projecdo cilindrica ortogonal (direcdo de projecdo sempre perpendicular ao plano de
projecdo) a fim de obter uma projecdo do elemento geométrico no plano horizontal de
projecéo:

A projecdo no plano horizontal fornece abcissa x e
ordenada y do elemento geométrico;
A cota z do elemento geométrico é definida através de seu

valor numérico.

1.3 ELEMENTOSDE REPRESENTACAO DE PROJECOES COTADAS

1.3.1 Escala e unidade

Os desenhos resultantes da projecdo no plano horizontal, que especificam as
abcissas e as ordenadas, devem ser feitos em uma escala de representacéo conveniente. As
normas brasileiras recomendam que se usem como escalas, de preferéncia, as fragdes de
numeradores unitarios e denominadores multiplos de dez dos digitos 1, 2 e 5. Assim, séo
recomendadas as escalas de” 1:1, 1:2, 1:5, 1:10, 1:20, 1:50, 1:100, 1:200, 1:500, 1:1000,
1:2000, 1:5000, etc. Sdo aceitas, ainda, as escalas com denominador multiplo de dez de
2,5. Assim, sd0 aceitas as escalas 1:2.5, 1:25, 1:250, 1:2500, etc. Além disso, em certas

! Superficie Topogréfica: qualquer superficie que apresente uma Unica cota para cada par (abscissa,
ordenada).
2 L&-se“um paraum”, “um paradois’, etc.
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condicdes, usam-se escalas graficas que consistem de um segmento graduado de modo que
entre duas divisdes o intervalo compreendido representa uma unidade ou um mdltiplo de
dez desta.

Por outro lado, para se especificar as cotas dos pontos, dadas na forma de valores
numéricos anotados ao lado das projecdes dos pontos (ver figura 1), € necessario indicar a
unidade de medida utilizada que, no nosso curso, sera normalmente o metro.

EXeErciclO 1.1: Como as 3 coordenadas (abcissa, afastamento e cota) de
um ponto sdo representadas nas projecdes cotadas? Por que precisamos
indicar a unidade da cota? Por que precisamos adotar uma escala de
representacdo numa projecao cotada?

1.3.2 Plano horizontal de projecao

Tomaremos sempre o plano horizontal, que chamaremos de pi1, como o plano de
projecdo e de referéncia, a partir do qual mediremos as cotas de todos os pontos. Esse
plano de projecéo divide o espagco em 2 semi-espagos. um de cotas positivas e outro de
cotas negativas (figura 1).

% o
7 ¢P i
777 :
&g

711 : Plano Horizontal de Referéncia

Figura 1 - Plano horizontal de projecdo como plano de referéncia.
O plano de referéncia, sempre horizontal, € arbitrario. Muito freglentemente,
principalmente na cartografia, usa-se como plano horizontal de referéncia o plano do nivel
do mar. Esse plano tem a vantagem de ser invariavel.

Quando a cota (coordenada z) € positiva, diz-se que o ponto esta em relevo e
guando a cota € negativa diz-se que 0 ponto esta rebaixado. Além disso, chamaremos
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altura a cota positiva e profundidade a cota negativa. Quando o plano de projecdo € o nivel
médio dos mares, a cota positiva € chamada altitude. Sempre que possivel, devem ser
evitadas cotas positivas e negativas em um mesmo trabalho. N&o havendo sinal considera-
se 0 ponto em relevo, a ndo ser que segja dado outro esclarecimento nesse sentido ou a
prépria natureza do trabalho indique tratar-se de um rebaixamento.

Na figura 1, os pontos P, e Qi representam, respectivamente, as projecoes dos
pontos P e Q. No lado direito da figura observam-se as projecdes com indicacdo de suas
cotas. A folha do papel é denominada de folha cotada e representa o plano horizontal de

projecéao.
1.3.3 Posicéo relativa de dois pontos

Observe a figura 2. Nela estdo representados os pontos A e B através de suas
projecoes cotadas tendo-se como unidade 0 metro.

49
B

(a) Pontos A e B no espaco (b) Pontos A e B em projecao cotada

Figura 2 - Projecéo cotada de 2 pontos.

O ponto A se projeta no plano horizontal em A; etem cota 1.7 m; da mesma forma,
0 ponto B se projetaem B; etem cota 4.3 m. Com isso, definiremos as grandezas.

Distancia entre 2 pontos. Essa distancia ndo € medida diretamente no desenho mas
determinada al gebricamente através de relagdes geométricas elementares (dag nafig. 3).

Distancia horizontal entre 2 pontos: E o comprimento da projeg&o do segmento cujos
extremos sao 0s pontos, ou sgja, € a disténcia entre as projecdes de cada ponto. Numa
representacdo em folha cotada essa distancia € medida diretamente sobre as projecoes
dos pontos tomando-se o cuidado de considerar, entretanto, a escala na qual o desenho
esté representado (DH nafig. 3).

Distancia vertical entre 2 pontos. E o valor absoluto da diferenca de cotas entre os
pontos. Observe que o valor dessa distancia € obtido algebricamente e, dessa forma, a
escala do desenho ndo afetara o seu resultado (DV nafig. 3).

Na figura 3, a distancia vertical entre A e B € 2.6m (4.3m - 1.7m). Por outro lado,
medindo-se no desenho o comprimento do segmento A;B; encontra-se 38 mm,; sabendo-se
gue o desenho esta representado numa escala 1:100 (isto é, uma disténcia de 1 mm no
desenho corresponde a 100 mm no objeto real) conclui-se que a distancia entre as
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projecbes em p; € 3800 mm ou 3,8 m. Essa €, também, a distancia horizontal entre os
pontos A e B. Aplicando o Teorema de Pitagoras, a distancia entre os pontos A e B €

das = {/(DV)* +(DH)? =/2,6? +38 @46 m

B;&-Y)

7
Al

(a) Pontos A e B no espago (b) Pontos A e B em projegdo cotada

Figura 3 - Disténcias vertical, horizontal e efetiva entre dois pontos
eainclinacéo dareta AB.

ExERcCicIO 1.2: S30 dados os pontos A% e B."° (ignore C,, por
enquanto).
Determine:
Distancia horizontal entre A e B =
Distancia vertical entre Ae B =
Distancia entre Ae B =
Unidade: metro escala: 1:100

2 7
Al 3 C]_ B]_ &
+ + +
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PERGUNTA A: Ao realizar o exercicio 1.2, vocé utilizou o Teorema de
Pitdgoras para calcular distancia entre os pontos A e B? Existe outra
maneira de determinar esta distancia sem wusar o teorema? Tente
elaborar um procedimento para determinar GRAFICAMENTE a distancia
entre os pontos A e B (pistas na pagina 6). Aplique o procedimento
elaborado e verifigue se a distancia determinada graficamente é igual a
distancia calculada algebricamente.

1.4 ESTUDO DE RETAS

Inicialmente estudaremos o caso de retas definidas por 2 pontos e, posteriormente,
estenderemos 0 estudo para 0 caso em gue uma reta € definida pela intersecdo de dois
planos. Assim, dados 2 pontos A e B e suas projecdes A; e B;, cada ponto dareta AB tem
por projecdo um ponto bem definido em A1B;.

1.4.1 Inclinacdo deretas: declividade

Um parametro muito importante para descrever a posicéo relativa de umareta AB,
com relagdo ao plano horizontal de referéncia, € a suainclinagdo (angulo q dafigura 3). A
inclinacdo de uma reta é o angulo que essa reta faz com o plano de projecéo, isto &, o
angulo que ela faz com a sua projecao ortogonal nesse plano.

A inclinagdo da reta AB, denotada por g, pode ser calculada através da expressao

g = arctg(DV/DH).

Para o caso dafig. 3, 0 angulo de inclinacdo dareta AB em relagdo ao plano p; &

g = arctg(DV/DH), ondeDV =26 meDH = 3,8 m.
Ent&o,
g = arctg(2,6/3,8) b q= arctg(0,0,684) b q= 34,4°.

Da mesma forma, define-se a declividade (indicada por p) de uma reta como a
relacdo entre a distancia vertical e a distancia horizontal entre os pontos que a definem.
Pode-se alternativamente exprimi-la como porcentagem ou por fracdes ordinarias. Assim,
para o exemplo dafigura 3 temos que a declividade dareta AB é:
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Observa-se que a declividade de uma reta coincide, numericamente, com a tangente
trigonométrica de seu angulo de inclinagdo. E importante notar que, no caso de retas
verticais, a sua inclinagdo é 90° e a sua declividade é infinita; por outro lado, retas
horizontais tém inclinagdo igua a 0° e declividade zero.

N
P = tanq

Perceba que a declividade e a inclinacdo de uma reta sdo constantes,
independentemente de quais pontos usamos para calcula-las.

Também pode-se determinar a inclinacdo de uma reta através de método grafico,
mostrado a seguir.

METODO GRAFICO PARA DETERMINAR INCLINACAO DE UMA RETA

Em uma folha cotada, onde esta representada uma reta AB, podemos, por operacdes
gréficas, determinar sua inclinagdo e sua declividade. A idéia é relativamente simples: basta
desenhar o angulo formado pelareta AB e sua projegdo A1B;.

Como AB e A;B; estdo contidas no plano vertical que passa por A;B; , para desenhar
0 angulo no papel, precisamos rotacionar o plano vertical de 90°. Paraisso, podemos escol her
A1B;1 como eixo de rotagéo.

Na prética, basta:

a. Tracar uma reta perpendicular a A;B3, passando por Az,

b. Marcar na reta o ponto A, (“projecdo de A, num plano vertical”) cuja
disténcia a partir de A1B; éigua acotade A, reduzida a escala do desenho.

c. Tracar uma reta perpendicular a A;B; e passando por B;.

d. Marcar nareta o ponto B, cuja distancia a partir de A1B; éigual acotade B,
reduzida a escala do desenho.

Assim, o angulo de inclinagdo da reta AB (angulo entre A.B, e A;B;) pode ser
medido diretamente quando as cotas sd0 inicialmente reduzidas a escala do desenho.

‘deitar’ o plano vertical

(a) Pontos A e B no espago (b) Pontos A e B em projecdo cotada

Figura4 — Determinar graficamente o angulo de inclinagdo dareta.
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ExeErcicio 1.3: Sdo dados os pontos A;° e B;*3. Determine a inclinacéo
da reta AB por método grafico. Calcule sua declividade.
Unid.: metro escala: 1:100

A11,5
+

1.4.2 Intervalodeumareta

Define-se intervalo de uma reta como a distancia horizontal entre dois pontos
guaisquer dessa reta que apresentam diferenca de cotas igual a 1 unidade (normalmente 1
metro). Numericamente, o intervalo de uma reta é o inverso da sua declividade ou ainda,
numericamente igual a cotg(q) sendo g o angulo deinclinagcdo dareta (vejafigura5):

|—£—i—%—cotg(q)
p DV Dv
DH

O$n+ 17)

P |
Ai w

Figura5 - Intervalo de umareta.
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Novamente, para 0 nosso exemplo, temos:
i = cotg(34,4°) = 1,46 m

mostrando que, partindo-se da projecdo A; e ao deslocarmos 1,46 cm (lembre-se que o
desenho esta representado em escala 1:100) sobre A;B;, estaremos hum ponto M da reta
AB com cotal macimade A" (cotadeM = 1.7m + 1m = 2.7m).

1.4.3 Coeficiente de reducéo

O coeficiente de reducdo de uma reta é definido como a relagdo entre a disténcia
horizontal de dois pontos da reta e a distancia entre esses pontos; €, portanto,
numericamente igual ao cosseno do angulo de inclinagdo. Dessa maneira, 0 coeficiente de
reducdo de uma reta vertical é nulo, pois a sua inclinagdo é 90°. No caso de uma reta
horizontal o &ngulo de inclinacdo € nulo e o coeficiente de reducéo € 1, ou sgja, areta se
projeta em verdadeira grandeza (mantendo sua forma e dimenséo) no plano horizontal p;.

1.4.4 Pertinéncia ponto-reta

Conhecendo-se as projecdes em p; e as cotas de 2 pontos de uma reta pode-se
determinar 0 seu intervalo. Com isso, podemos determinar a cota de qualquer ponto da
reta. Para exemplificar esse procedimento, consideraremos novamente a reta AB mostrada
na figura 6. Tomemos sobre essa reta um ponto M de projecéo M ;. Desegjamos determinar
a sua cota. Chamando de zy a cota do ponto M podemos escrever:

-DV @ gpgq= 2w - 1M
DH

1

Figura 6 - Determinac&o da cota do ponto M pertencente a reta AB.

gue € a expressdo da declividade calculada com os pontos A e M. Como A;M; pode ser
obtido por leitura direta na folha, medindo-se o segmento A1M; e considerando a escala do
desenho, obtém-se como resultado A;M1 = 2,6 m. Assim, tem-se que:

z,, =2,6mr0,684 +1,7m=348m, queéacotadopontoM dareta AB.

Da mesma forma, poderemos resolver o problema inverso, isto €, determinar a
projecdo N; de um ponto dareta AB que tem uma cota dada, por exemplo 3,0 m (observe a
figura7).

30m- 1L7m — 0,684 b AN, = 30m- 1L7m — 190m
AN, 0,684
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Figura 7 - Determinac&o de um ponto N dareta AB de cota conhecida

Como o desenho esta representado na escala 1:100, € s6 marcar 1,90 cm sobre a
A;1B; apartir de A; e obteremos o ponto N;.

Assim, para que um ponto pertenca a uma reta sdo necessarias as duas seguintes
condicoes:
A projecao do ponto pertenca a projecao da reta.
A cota do ponto seja igual a cota do ponto da reta cuja

projecao coincida com a projecao do ponto dado.

EXERcCICIO 1.4: Por que ndo basta que a projecdo de um ponto esteja
sobre a projecao de uma reta para pertencer a ela? Determine a cota do
ponto C do exercicio 1.2, sabendo-se que o ponto C pertence a reta AB.

1.45 Graduacao deretas

Repetindo-se a operagdo anterior poderemos marcar os pontos da reta AB cujas
cotas sdo representadas por numeros inteiros. Assim, poderemos marcar sobre a reta AB
0s pontos de cotas 2, 3, 4, etc. Essa operacdo é chamada de graduacéo da reta AB (figura
8). No nosso exemplo, o ponto N (marcado na reta AB no item anterior) € um ponto de
cota inteira (cota 3). Marcando-se os pontos P e Q distantes 1,46 cm (i = 1,46 m reduzido a
escala 1:100) de N; obteremos areta AB graduada de metro em metro.

Apostila PCC2110v.1 9
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Figura 8 - Reta AB graduada de metro em metro pelo Método Analitico.

Graduacdo de reta € um passo inicial importante na resolucdo da maioria dos
problemas geométricos espaciais através das projecdes cotadas. Graduar uma reta
seguindo-se 0s passos mostrados anteriormente € denominado de graduacéo de retas pelo
método analitico, pois emprega calculos algébricos para se determinar os pontos de cotas
inteiras. Ha, entretanto, outros métodos empregados na graduacéo das retas. Sdo métodos
gréficos que utilizaremos no Nosso curso por serem simples, rapidos e precisos.

GRADUAGAO DE RETAS PELOS METODOS GRAFICOS (1)

Um dos métodos gréficos se baseia naidéia de utilizar o plano vertical que contém
a reta, conforme explicado no procedimento apresentado no “Método Gréfico para
Determinar Inclinacdo de uma Reta’ e, a partir dai, tracar planos horizontais auxiliares de
cotas inteiras e determinar a sua intersegdo com a reta considerada. Na figura 9, a linha
paralela a0 segmento A;B; € o referencia 0 da cota, e os pontos A, e B, representam 0s
pontos A e B no plano vertical.

PH : Plano Horizontal
de cota inteira

Figura 9 - Reta AB graduada de metro em metro pelo Método Gréfico.
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GRADUAGAO DE RETAS PELOS METODOS GRAFICOS (2)

Outro método grafico largamente utilizado € baseado na divisdo de um segmento de
retas em partes proporcionais aplicando-se o Teorema de Tales (figura 10). Para isso, usa-se
uma escala graduada.

a

Tragar uma reta i concorrente a0 segmento em um de seus pontos cujo valor da
cota é conhecido (geralmente uma extremidade do segmento).

Posicionar a escala ao longo da reta i de modo que, no ponto de intersegdo, o
valor da graduacg&o da escala coincida com a valor da cota do ponto (1.7 nafig.
10).

Marcar os pontos da reta i nos quais a graduagdo da escala apresenta valores
inteiros (2, 3, 4, 5... nafigura 10).

Marcar o ponto daretai no qual a graduacéo da escala correspondente ao valor da
cota de um outro ponto, cujo valor da cota é conhecido, do segmento da reta a ser
graduada (geralmente uma outra extremidade do segmento).

Ligar o ponto da reta i e 0 ponto do segmento mencionados no passo anterior
tracando umaretas.

Tragar retas paralelas a s e passando pel os pontos marcados no passo (C).
Intersecdo das retas paralelas a s com o0 segmento resulta em pontos do segmento
cujos valores sdo inteiros e indicados na graduacdo da escala.

. Anotando os valores nos respectivos pontos de intersecdo obtém-se 0 segmento
graduado.

Figura 10 - Reta AB graduada de metro em metro pelo Método Gréfico.
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ExErciclo 1.5: Sdo dados os pontos A;>? e B;*°. Gradue a reta AB por
meétodo grafico e determine seu intervalo.

Unidade: metro escala: 1:50

1
Bl 3,5

Exercicio 1.6: Sdo dados os pontos Ci*’ e D;:°°. Sabendo-se que a
distancia horizontal entre eles é 10 metros:

a. Determine a escala da folha cotada:
b. Graduar a reta CD por método gréfico.

c. Determine seu intervalo: i =

d. Verifique se o ponto E pertence a reta CD (Osim [On&o). Justifique.
e. Determine graficamente o ponto F® que pertence a reta CD.

Unidade: metro

2,7 11,9 9,6
C” E, D,
+ + +
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1.4.6 Retasconcorrentes

Duas retas sdo concorrentes quando

Suas projecdes no plano horizontal p; tém um ponto comum e

nesse ponto, ambas as retas tém a mesma cota.

Quando a cota do ponto comum ndo € dada, pode ser facilmente determinada,
algébrica ou graficamente como referido anteriormente. Feita essa determinacéo para cada
reta e verificando-se que a cota do ponto comum € a mesma para ambas as retas, conclui-se

gue essas retas sdo concorrentes naquele ponto. A figura 11 mostra duas retas r e s
concorrentes num ponto de cotaigua a 3,7 m.

Figura 1l - Projecéo cotada de duasretasr e s concorrentes.

EXERciICIO 1.7: Quais sdo as condicoes para que 2 retas sejam
concorrentes nas projecdes cotadas? Porqué?

Apostila PCC2110v.1 13
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METODO GRAFICO DE VERIFICACAO DE CONCORRENCIA DE 2 RETAS

Um método gréfico para se investigar a concorréncia de duas retas é 0 seguinte:
tracam-se retas que pertencam aos pontos de mesma cota de cada uma das retas dadas. Se as
retas tracadas forem paralelas, as retas dadas sdo concorrentes (figura 12). Esse processo €
muito Gtil quando o ponto de concorréncia das retas dadas esta fora dos limites do papel.

(5)\ (q) /(4)/ 3)

Retas Paralelas

Figura 12 - Método grafico de verificacgo de concorréncia de duas retas.

1.4.7 Retasparalelas
Duas retas sdo paralelas quando, e somente quando:

suas projecoes sao paralelas e
seus intervalos sao iguais e

suas graduacdes sao concordantes (tém mesmo sentido de
crescimento).

Consideremos duas retas, r e s, paralelas entre si. Como estamos empregando
projecdo cilindrica, sabemos que retas paralelas tém projeces paralelas’. Por outro lado,
retas paralelas tém igual inclinacéo em relacéo ao plano horizontal p;. Dessa forma, elas
apresentam a mesma declividade e, portanto, o mesmo intervalo. Considerando-se pontos
de mesma cota nas retas r e s, as retas definidas por cada dois desses pontos de mesma
cota, sdo horizontais e paralelos, mostrando que apresentam mesmo sentido de graduagéo
(figura 13).

TEOREMA DA CONSERVACAO DO PARALELISMO

“NA PROJECAO CILINDRICA, O PARALELISMO SE CONSERVA”.

% Teorema da conservagao do paralelismo
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Figura 13 - Representacdo em projecdo cotada de duas retas paralelas.

1.4.8 Retas perpendicularesou ortogonais

Duas retas com pr oj ecOes per pendicular es somente serdo perpendiculares ou
ortogonais se pelo menos uma delas for paralela ao plano de projecdo” (figura 14).

Figura 14 — Perpendicularismo e ndo perpendicularismo.

Para verificar-se 0 ortogonalismo de duas retas cujas projecbes ndo sdo
perpendiculares (caso no centro dafigura 14) deve-se projetélas num plano paralelo auma
delas’, de modo a se verificar a condicdo do teorema da conservacéo do perpendicularismo
(figura5):

TEOREMA DA CONSERVACAO DO PERPENDICULARISMO

“NA PROJECAO CILINDRICA, RETAS ORTOGONAIS /
PERPENDICULARES SO CONSERVAM O PERPENDICULARISMO QUANDO
PELO MENOS UMA DELAS FOR PARALELA AO PLANO DE PROJECAQO™.

Figura 15 — Verificagdo da ortogonalidade.

* Teorema da conservacéo do perpendicul arismo
® Lembra-se dafigura 4?
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1.5 ESTUDO DE PLANOS

Um plano pode ser determinado por 3 pontos ndo-colineares ou por uma reta e um
ponto ndo pertencente a ela ou por duas retas paralelas ou por duas retas concorrentes.
Analisaremos 0 caso em gue o plano é determinado por 3 pontos, pois todos 0s outros
casos podem ser reduzidos a esse caso geral.

1.5.1 Retashorizontais de um plano

Sejam os pontos A, B e C, representados na folha cotada com suas respectivas cotas
como mostrado na figura 16.

Figura 16 - Representacdo dos pontos A, B e C em projecéo cotada.

Os trés pontos determinam um plano a. Vamos graduar (conforme o método
gréfico apresentado anteriormente) as retas AB e AC, obtendo os pontos de cotas inteiras
de 2 a 5 dessas duas retas. O ponto de cota 5 da reta AB ligado ao ponto de cota 5 da reta
AC gera uma reta horizontal hs de cota 5 contida no plano a. Da mesma forma, ao
ligarmos o ponto de cota 4 da reta AB a0 ponto de cota 4 da reta AC obtemos a reta
horizontal h, do plano a. Repetindo-se esse procedimento, obtemos as demais retas
horizontais de cotas inteiras contidas em a (hy, hp, hg, ...). ESsas retas horizontais do plano
a, assm determinadas, sdo paralelas e equidistantes.

EXERcCICIO 1.9: Por que é necessario que as graduacdes tenham o
mesmo sentido de crescimento para que duas retas sejam paralelas?

Essas retas horizontais do plano a sdo paraelas entre si e paralelas a intersecéo do
plano a com o plano horizontal p; (traco de a em p;). A retatracode a em p; éareta
horizontal ho.
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1.5.2 Retasde maior declive de um plano

Consideremos, novamente, um plano determinando de uma das formas mostradas
anteriormente. Observamos os seguintes fatos, acompanhando pelafigura17:

\f\\

o
%

Figura 17 - Inclinac&o de retas contidas ao plano a mostrando o significado geométrico da
reta de maior declive.

(i) escolhemos arbitrariamente um ponto P do plano a que sera mantido fixo durante
todo o processo. Para facilidade de demonstracéo tomaremos um ponto P de cota
unitéria;

(if) escolhemos agora outro ponto de a e muito longe de P gue referiremos como
ponto Q. Esse ponto Q pode ser qualquer, mas o tomaremos sobre intersecéo de a
com p1. Medimos o angulo de inclinagdo da reta PQ com o plano horizontal. Esse
angulo é muito pequeno (no limite nulo), pois a distancia vertical é constante e a
disténcia horizontal tende ainfinito.

(iif) movendo o ponto Q (ainda na reta de intersecéo de a com p;) em diregdo ao ponto
P, 0 éngulo de inclinacdo qPQ da nova reta PQ aumentara progressivamente, pois a
distancia horizontal diminui;

(iv) por outro lado, quando o ponto Q, caminhando-se sobre na reta de intersegdo de a

com p1, se afasta de P 0 angulo de inclinagdo gPQ da reta PQ decresce rapidamente
tornando-se, no limite, zero;

(v) ainclinagdo da reta PQ atingira seu valor maximo quando a distancia horizontal
(DH) for minima. Isso ocorre quando a reta projetada P;Q; for perpendicular areta
de intersecdo de a com p;. Como essa reta de intersegdo &, obviamente®, umareta
horizontal de a, tem-se que a reta PQ €, também, perpendicular a reta de intersecéo
de a com p; (nesse caso, em particular, o perpendicularismo entre as retas se
mantém na projecao’).

® Afinal, qualquer reta contida num plano horizontal (P1) também é horizontal!
" Isso ocorre pois, pelo menos uma das retas, no caso a horizontal, é paralela ao plano de projeczo.
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Assim, umareta de maior declive, ou inclinagdo, de um plano é

uma reta desse plano, perpendicular a reta de intersecdo do
plano com p; (a reta de intersecdo é denominada de traco do
plano) ou

€ perpendicular a qualquer outra de suas retas horizontais.

Vale ressaltar que uma reta de maior declive de um plano define completamente o
plano, por isso nas projecdes cotadas os planos geralmente sdo representados pelas suas
retas de maior declive. Nos préximos itens definiremos a inclinacdo e a graduacdo de
planos que estéo relacionadas com a sua reta de maior declive.

E interessante observar que essa reta indica a direcio de minima energia desse
plano. Uma esfera (que pode rolar livremente num determinado plano) ao ser abandonada
descera plano abaixo segundo sua reta de maior declive. Da mesma forma, a agua da
chuva, ao cair num telhado plano, o percorrera numa diregdo paralela a sua reta de maior
declive (linhas hidrodinamicas).

1.5.3 Inclinagéo, declividade e intervalo de planos

A inclinacdo de um plano € a mesma inclinagdo da sua reta de maior declive.
Pode-se afirmar ainda, que a declividade de um plano € a declividade de sua reta de
maior declive e o intervalo de um plano é o intervalo da sua reta de maior declive (figura
18).

PQ : Reta de Maior Declive

Figura 18 - Inclinag&o de plano: angulo de inclinagdo de sua reta de maior declive.

1.5.4 Graduacao de planos

A graduacdo de um plano pode ser feita ou com o tragado de sua retas horizontais
de cotas inteiras (hy, hp, hs, ...) ou, como mencionado anteriormente, tragcando-se sua reta
de maior declive e graduando-a. Uma vez determinada a reta de maior declive de um
plano, podemos apagar todos os outros elementos determinadores desse plano, pois sO a
reta de maior declive do plano é suficiente para determina-lo univocamente. Dizemos que
um plano esta representado em projecdo cotada quando conhecemos a sua reta de maior
declive devidamente graduada.
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A graduacdo de um plano € o primeiro passo para se determinar a pertinéncia de
pontos e retas a planos, a intersecdo de retas e planos e a intersecéo de dois planos. Para se
distinguir uma reta de maior declive graduada de um plano de uma reta graduada qual quer,
usa-se representar as primeiras por dois tracos paralelos proximos sobre os quais se
assinalam os pontos de cota inteira por tragos curtos perpendiculares a ela (vejafigura 19).

Dessa forma, pbde-se estabelecer o método grafico mostrado na figura 12 para
determinar se duas retas dadas numa folha cotada sSd0 concorrentes ou reversas.
Relembrando: se as retas forem concorrentes determinardo um plano e, graduando-as e
ligando os pares de pontos de mesma cota deveremos ter retas paralelas e equidistantes,
pois sd0 as horizontais do plano definido por elas. Caso contrério essas retas serdo
reversas.

Definicao do plano ¢&¥

hi p, by e

041
ap 02
by we 0

Figura 19 - Definicao de planos (tracando as retas horizontais de cotas inteiras) pelas suas
retas de maior declive.

EXeErciclO 1.10: Se sao necessarias 2 retas concorrentes ou 2 retas
paralelas e nao coincidentes para definir um plano, por que uma Unica
reta de maior declive define univocamente um plano nas projecdes
cotadas?
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ExeErcicio 1.11: Sdo dados os pontos A;*°, B:%% e C,>?, pede-se:
a. graduar as retas AB e AC;
b. tracar as retas horizontais de cota 2, 3, 4 e 5 do plano (A, B, C);

C.

determine uma reta de maior declive do plano (A, B, C) tracando uma
reta perpendicular as retas horizontais (lembre-se de que a reta de
maior declive é representada por dois tracos paralelos préoximos sobre
0S quais se assinalam os pontos de cota inteira por tracos curtos
perpendiculares a ela);

d. determine o intervalo do plano (A, B, C).

Unidade: metro escala: 1:100
A11,5
+
518’0
+
+ Dl
C15’2
+

1.5.5 Posi¢oesrelativas de dois planos

Planos paralelos ao plano de projecao
Nesse caso, tem-se que o plano considerado € horizontal, ou sgja, todos 0s pontos a
ele pertencentes terdo a mesma cota. Todas as suas retas sdo retas de maior declive. A sua
representacéo € feita por um segmento de reta (duplo, para se indicar uma reta de maior
declive), colocando-se em seus extremos o valor da cota do plano. A figura 20 mostra um
plano horizontal de cota 2. Observe que qualquer figura pertencente a um plano horizontal
se projeta em verdadeira grandeza no plano de projecéo p.
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Figura 20 - Indicagéo dareta de maior declive de um plano horizontal de cota 2.

Planos concorrentes com o plano de projecao
Tem-se dois casos.

plano vertical

0 angulo de inclinagdo desse plano em relagdo ao plano p; é 90° . Todos os seus
pontos tém projecdes confundidas com o trago do plano. Todas as suas retas de
maior declive sdo retas verticais. Esse plano € representado por seu traco no plano
horizontal p1 sem graduagdo, naturalmente, de suas retas.(fig. 21)

e

X : Plano Vertical

Figura 21 - Indicag&o de trago e reta de maior declive de planos verticais.

plano qualquer

arepresentacdo é feita pela projecdo de uma de suas retas de maior declive.

Figura 22 - Representacdo de um plano qualquer pela sua reta de maior declive.

Planos Paralelos

A intersecéo dos planos paralelos com um plano horizontal resulta em 2 retas traco
dos planos paralelas. Como as retas de maior declive séo perpendiculares aos tragos dos
planos, podemos estender esse conceito e concluir que planos paralelos tém suas retas de
maior declive paralelas, e, portanto, a projecdo dessas retas caracteristicas so paralelas,
apresentando 0os mesmos intervalo e sentido de graduacdo. A figura 23 mostra a
representacdo, pelas suas retas de maior declive, de dois planos paralelos entre si.
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a6

(a)

») ta=08

Figura 23 - Representacdo de dois planos paralelos pelas retas de maior declive.

Planos Concorrentes

Quando dois planos sdo concorrentes, verifica-se um dos seguintes casos:

1. assuas retas de maior declive sd0 concorrentes;

2. as projegOes das suas retas de maior declive sdo paralelas, mas o sentido de
graduacdo ndo € 0 mesmo;

3. asretas de maior declive sdo paralelas, mas seus intervalos ndo sdo iguais.

Exercicio 1.12: Dados os pontos A:®° , B:*?°, C,? e D;*’.Sabe-se que
as retas AB e CD sao retas de maior declive dos planos a e b,
respectivamente. Determine a reta de intersecdo dos 2 planos (veja
meétodo na pagina seguinte).

Unidade: metro escala: 1:40
A13’5 + D12'7
+
Bllz,o
+
2
Clg’
+
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METODO GRAFICO PARA DETERMINAR A RETA DE INTERSECAO ENTRE
DOIS PLANOS CONCORRENTES

Sglam dois planos quaisquer a e b. Sga, ainda, P um ponto de cota z, pertencente
simultaneamente a esses dois planos estando, portanto, na reta intersecdo de a e b. Para
determinar areta de intersecéo entre os 2 planos, procede-se do seguinte modo:

Determinar as retas de maior declive dos dois planos, graduadas.

Desenhar as retas horizontais dos 2 planos (perpendiculares as retas de maior declive).
Como as retas horizontais dos planos a e b passando por P serdo representadas por h®,p
e h® - respectivamente, a projecéo de P estaré naintersego das horizontais h®,» e h®),p;
Repetindo-se  esse procedimento para outro ponto Q também pertencente
simultaneamente aos planos a e b de cota z; . Da mesma forma como ocorreu para o
ponto P, a projegéo do ponto Q estard na intersecdo das retas horizontais K@, e h®.
Portanto, a reta de intersecdo dos planos a e b € o lugar geométrico de todos os pontos
intersecao das retas horizontais de mesma cota desses planos.

lap : reta interseccao o e 5

Figura 24 - Determinacdo da reta intersecéo r,p entre os planos a e b.

1.5.6 Pertinéncia ponto-plano

Para um ponto pertencer a um plano € necess&rio que esse ponto pertenca a uma
reta horizontal® do plano. Dessa forma, para se verificar se um ponto pertence a um plano
basta tragar a reta horizontal do plano de cota igual a do ponto. Observe afigura 25. Se o
ponto P pertencer a horizontal que passa por ele, entdo o ponto P pertence ao plano; caso
contrario, 0 ponto ndo pertence ao plano (por esse motivo, 0 ponto A ndo pertence ao
plano). Um ponto € pertence a um plano vertical se pertencer ao trago desse plano no plano
horizontal p;; um ponto pertence a um plano horizontal quando sua cota é igual a cota
desse plano.

8 N&o necessariamente de cotainteira.
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Por outro lado, sabendo que um ponto Q pertence a um plano a pode-se determinar
a sua cota tragando-se uma horizontal do plano passando por Q e determinando-se o valor
de sua cota nareta de maior declive de a.

P’(JJJ

()

® Cotade Q = 26 m
e Ponto A ndo pertence o O&

Figura 25 - Pertinéncia de ponto a plano.

1.5.7 Pertinéncia reta-plano

Para que uma reta pertenca a um plano é necessario que ela se apbie em duas retas
do plano. De outra forma, para que uma reta pertenca a um plano € necessario que as
horizontais do plano cruzem esta reta em pontos com cotas coincidentes com as das
respectivas horizontais (figura 26).

PE~ A, (a)
Qen
nNCX

Figura 26 - Pertinéncia de reta a plano.

ExeErcicio 1.13: No exercicio 1.11, sabendo-se que o ponto D pertence
ao plano (A, B, C), qual é o valor da cota do ponto D?

1.5.8 Intersecéo reta-plano

A intersecdo de uma reta com um plano é um ponto préprio, no caso geral, ou
improprio (no infinito) quando a reta € paralela ao plano. Observa-se ainda, que esse
ponto pertencera a reta intersecéo desse plano com qualquer plano que contenha a reta
considerada. Poderemos utilizar esse fato para determinar o ponto de intersecdo de uma
retar com um plano a dado por suareta de maior declive devidamente graduada:
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escolhemos arbitrariamente um plano x que contém a reta r dada: por facilidade
escolhemos um plano cujareta de maior declive é aretar;

determinamos a reta iax, intersecdo entre os planos a e X, como mostrado
anteriormente;

encontramos o ponto P daretar que pertence também areta intersegdo iax. Esse
ponto P € a intersecéo da reta r com o plano a dado.

EXERciclO 1.14: Dados os pontos A%, B.>®, C.%° e D;*8. Sabe-se que
a reta AB ¢é a reta de maior declive do plano a. Determine o ponto E de
intersecao da reta CD com o plano a.

Unidade: metro escala: 1:40

Dl4,8 + A18,7
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16 PROBLEMASPROPOSTOS

PROBLEMA 1.1: Escala: 1:40 Unidade: metro

S&o dados os pontos A;'°, B;?, C,7, D:° e E1".

Sabendo-se que a reta AB é a reta de maior declive de um plano a,

pede-se:

a. Graduar a reta CD pertencente ao plano a e determinar as cotas de
CeD.

b. Achar a cota do ponto E, sabendo-se que ele pertence ao plano a.

c. Construir as projecdes das retas do plano que passam pelo ponto E
e tém o intervalo i=1,4m.

Ci
+
Allo BlZ
+ +
E1
+
+D;
PROBLEMA 1.2: Escala: 1:40 Unidade: metro

Dados os pontos A;*® e B,°?, pede-se:
Achar as retas de maior declive de planos que contenham a reta AB e
tenha intervalo i=0,60 m.

816,2

A12,3
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PROBLEMA 1.3: Escala: 1:80 Unidade: metro

S&o dados os pontos A, B1%8, C;"? e D,*%.

Pede-se achar a intersecao dos planos que tém por reta de maior
declive respectivamente AB e CD.

C17,2
+
819,8
+
Al3,4
+
+ D12,1
PROBLEMA 1.4: Escala: 1:100 Unidade: metro

S&o dados: A*2*, B*°, C11*° e D1 1%C.
Pede-se determinar um plano paralelo a reta AB e que passe pelos
pontos C e D.

A1132,4
+

D1130
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PROBLEMA 1.5: Escala: 1:80 Unidade: metro

Sao dados: A12'8 , 817’6, C18‘1 , D115‘5, Ello e Fle.

Pede-se construir e graduar uma reta paralela a EF e que se apdie em
AB e em CD. Achar as cotas dos pontos de apoio.

Bl7,6
+
D115'5
+
Cl&l
+
E110+
+ A12,8
+F°
PROBLEMA 1.6: Escala: 1:80 Unidade: metro

Sao dados A:*°, B1"® e M7
Pede-se construir a perpendicular do ponto M ao plano cuja reta de
maior declive é AB.

Bl7,3

M 19,4

Al3,6
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PROBLEMA 1.7: Escala: 1:100 Unidade: metro
Tracar as projecfes de todas as arestas de um cubo, sabendo-se que r é
a reta suporte de uma das arestas de uma face e P € um dos vértices

desta face.

r

13

PROBLEMA 1.8 Escala: 1:100

Determinar, graduando, a interseccéo i do plano a com o plano b,

sabendo que:

» a é definido pelos pontos A, B e C;
= b é perpendicular a a;

= O ponto P'° pertence ao plano b;

= b tem declividade p=2/3.

All Cll3

+ PO

B,°
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PROBLEMA 1.9 Escala: 1:1000 Unidade: metro
Obter graficamente a distancia do ponto P ao plano definido pelos
pontos A, B e C.

Bll39
+
C1120
+
+ P1123
+
A1123
PrROBLEMA 1.10 Escala: 1:100 Unidade: metro

Determinar o menor angulo formado pelas retas AB e CD:

D,°

+
B,
+
+C°

A113
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PROBLEMA 1.11 Escala: 1:100 Unidade: metro
Determinar a distancia entre o ponto P e areta r

+ P 112

12
B,

PROBLEMA 1.12 Escala: 1:1000 Unidade: metro
Determinar a distancia entre o ponto P e o plano a, dado por sua reta
de maior declive AB:

+ P 105

14
B,
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PROBLEMA 1.13 Escala: 1:100 Unidade: metro

Para as duas retas AB e CD:

1) Verificar se s&o concorrentes;

2) Caso sejam concorrentes, determinar o menor angulo formado por
elas.

PROBLEMA 1.14 Escala: 1:100 Unidade: metro
Determinar a distancia entre as retas AB e CD:

PROBLEMA 1.15 Escala: 1:100 Unidade: metro
Determinar a distancia entre os planos a e b, representados por suas
retas de maior declive AB e CD, respectivamente.

12
D

14
B4

C:?
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2. SUPERFICIES TOPOGRAFICAS

21 OBJETIVOS

= Aprender os conceitos basicos sobre as superficies topogréficas;
= Desenvolver algumas aplicactes da geometria cotada em problemas tipicos.

2.2 INTRODUCAO

Vimos anteriormente que os principais elementos geométricos (como ponto, reta
ou plano) podem ser representados por suas projecoes cotadas num plano horizontal
tomado como referéncia. A projecdo horizontal de um ponto é complementada com o
valor de sua cota definindo-o, dessa forma, univocamente. A figura 1 mostra a projecéo
cotada de umareta AB e areta de maior declive de um plano a.

Figura 1l - Representagdo em projegdo cotada de uma reta AB e a reta de maior declive
de um plano a.

Entretanto, surge um novo problema no instante em que gqueremos representar
uma curvairregular. Nesse caso, estenderemos para as curvas 0 conceito de graduacdo de
retas. marcaremos 0s pontos dessa curva que sao interceptados por planos horizontais de
cotas inteiras, ou sgja, aproximaremos a curva dada por uma sequiéncia de segmentos de
reta e isso ser suficiente para as nossas aplicagoes.

UNIDADE : METRD
ESCALA 1 : 100

ESCALA 1 200
- n w » a0

L
ESCALA 11100

Figura 2 - Curva graduada de metro em metro e o seu perfil.

Observe a figura 2. Nela estdo representados um segmento de curva com as
marcaces de suas cotas inteiras e o seu perfil. O perfil da curva é um diagrama que
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representa um sistema de projecao ortogonal, cujos planos verticais tém como traco® no
plano horizontal os segmentos de reta da curva discretizada. As cotas sdo lidas
diretamente dos pontos da curva. Nesse diagrama as abscissas e as cotas podem estar
representadas em escal as diferentes.

2.3 SUPERFICIESTOPOGRAFICAS

Superficie topografica € uma classe de superficie que nao pode
ser representada por uma equacao, isto é, sua forma nao é

geometricamente determinada.

Dessa forma, uma superficie topogréfica ndo admite exatiddo no seu estudo ou na sua
representacéo. As solugdes dos problemas ndo sdo exatas e apenas dardo orientacdo
basica para a resolucéo dos mesmos.

2.3.1 Curvasde nive

O principio béasico da representacdo de superficies topogréficas consiste em se
considerar uma série de planos horizontais ai, a, as, ...de cotas z, 2, z3, ... ASSIm, um
plano horizontal a; seciona a superficie topografica segundo uma linha que é o lugar
geométrico dos pontos dessa superficie que tem cotas z iguais a desse plano. Todos os
pontos dessa linha apresentam a mesma cota, estando, portanto, no mesmo nivel
horizontal; essas linhas sdo chamadas, pois, de curvas de nivel.

Na figura 3 estdo representados os planos horizontais a;, a superficie topografica
S e 0 plano de projecdo p;. Observe que esses planos sdo equidistantes entre si e essa
diferenca de cotas é o intervalo ou equidistancia da folha cotada. Essa folha cotada é o
plano de projecdo onde estdo projetadas as curvas de nivel e feitas as anotagdes dos
valores de suas cotas bem como a unidade e a escala utilizadas. Essa folha cotada
também recebe 0 nome de folha ou carta topogréfica.

e

Figura 3 - Representacéo de uma superficie S através de suas curvas de nivel.

® |sto &, interseccao.
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Fazendo uma analogia com as projecoes cotadas, tem-se:

Plano == retas horizontais.

Superficies topograficas == curvas de nivel.

Recomenda-se a utilizagéo de interval os das folhas cotadas de 1m, 2m, 5m e seus
multiplos de 10. Isso permite que, por inspecdo visual da carta topografica do terreno,
possam ser determinados trechos que apresentam declividades maiores que determinados
valores limites. 1sso é particularmente importante para o plangjamento de mecanizagéo

agricola e determinacdo do aproveitamento de regides mais ingremes para certos tipos de
cultura.

A figura 4 apresenta exemplo de uma superficie topogréfica, com suas curvas de
nivel sobrepostas a fotografia aérea.
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2.3.2 Pontos pertencentes a uma superficie topografica

Em aulas anteriores aprendemos um método de verificar a pertinéncia de um
ponto a uma reta ou a um plano representados em geometria cotada. Agora, podemos
estender esse conceito e verificar se um ponto pertence ou ndo a uma superficie dada por
suas curvas de nivel. O método é andlogo ao aplicado no estudo de pertinéncia de ponto
areta

"um ponto pertence a uma superficie topografica se pertencer
a sua curva de nivel de mesma cota"

Observe afigura 5 onde estéo representados um terreno por suas curvas de nivel
de metro em metro, e os pontos A, B e C. Vamos verificar inicialmente se os pontos A e
B pertencem a superficie desse terreno.

UNIDADE : METRO ESCALA  1:1000

(173)
\ A;

Figura 5 - Folha topogréfica mostrando as curvas de nivel de um terreno e as projecdes
cotadas dos pontos A, B e C.

Para tanto, vamos inicialmente determinar as cotas de pontos do terreno (pontos P
e Q) que apresentam projecdes no plano horizontal coincidentes as projeces dos pontos
A eB (A1 e B;). Como, por definicdo, os pontos P e Q pertencem a superficie do terreno,
eles pertencem a alguma de suas curvas de nivel. Verifiquemos. Tomemos um ponto P
do terreno cuja projecéo P, coincide com A; e um ponto Q com Q; coincidente com B;.
O ponto P pertence a curva de nivel de cota 173,0 metros que €, também, a cota do ponto
A. Dessa forma, o ponto A pertence a superficie desse terreno, pois pertence a curva de
nivel deigual cota.

Analisemos agora o ponto B. A projecao desse ponto coincide com a projecéo do
ponto Q pertencente ao terreno. Observe que B, e Q; estdo situados entre as curvas de
nivel 171 e 172 e, dessa forma, a cota do ponto Q estd compreendida entre 171 e 172m.
N&o é possivel determinar o valor exato de sua cota, pois essa projecéo nao pertence ao
traco de nenhuma curva de nivel (de cota inteira). O valor da cota de Q é determinada
por interpolacdo linear entre as cotas de dois pontos X e Y pertencentes as curvas de
nivel 171 e 172. Os pontos X e Y sdo extremos do menor segmento de reta que contém o
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ponto Q. O valor da cota do ponto Q obtida por interpolacdo linear ndo € exata, pois ndo
se tem nenhuma informag&o do comportamento do terreno na regiéo entre as duas curvas
de nivel. Se, por acaso, entre essas duas linhas o terreno for convexo, a cota de Q
determinada por interpolacéo € menor que o valor real; por outro lado, se o terreno for
cdncavo, a cotade Q é maior que o0 seu valor redl.

No nosso exemplo, por interpolacdo tem-se que a curva de nivel da superficie que
passa pelo ponto Q tem cota 171,3 metros. Como o0 ponto B tem cota 171,7 m
concluimos que esse ponto ndo pertence a superficie desse terreno, situando-se 0,40
metros acima dela.

Por outro lado, sabendo que o ponto C pertence a esse terreno, podemos
determinar a sua cota. Usaremos, para isso, esse mesmo método: “desenhar” a curva de
nivel desse terreno que contém o ponto C considerado. Visualmente constatamos que a
cota do ponto C estd compreendida entre 170 e 171. Repetindo-se 0 mesmo processo de
interpolagéo linear aplicado anteriormente para o ponto Q determinamos que a cotade C
éigual al170,7 m.

ExErciclo 2.1: Sdo dados os pontos A;*° e B:’, e as curvas de nivel de

uma superficie topografica.

a. Verifique se o ponto A pertence a superficie.

b. Sabendo-se que o ponto B pertence a superficie, determine a cota do
ponto B.

Unidade: metro escala: 1:1000 o5
15 20 \_/
A119
+

10

2.3.3 Linhas hidrodindmicas de um terreno

Tomemos uma superficie de um terreno dada através de suas curvas de nivel
como mostrado na figura 6.
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Hidrodindmicas e as Linhas de Ravina e de Espigéo.

Partindo-se de um ponto A, posicionado em determinada curva de nivel, podemos
caminhar sobre esse terreno de 3 maneiras distintas:

caminhar sobre essa curva de nivel: estaremos caminhando na superficie do
terreno sem, no entanto, alterar o valor de nossa cota (altura);

caminhar em direcdo a curva de nivel de cota maior: nesse caso estaremos
caminhando na superficie do terreno e subindo em relacdo ao plano
horizontal;

caminhar em dire¢do a curva de nivel de cota menor: nesse caso estaremos
descendo em relagéo ao plano horizontal.

Agora, consideraremos apenas o caminhamento em direcdo a curva de nivel de
cota maior; entretanto, as conclusdes obtidas independem do sentido do caminhamento e
as conceituacdes que faremos sdo genéricas. Partindo-se de um ponto A de cota z
subiremos na superficie do terreno e atingiremos a curva de nivel de cota zz (por
facilidade de demonstracéo e sem perda de generalidade consideraremos zz = za+1m). A
subida em direcéo a curva de nivel de cota zs pode ser realizada por diversos caminhos
apresentando, em consequéncia, diferentes deslocamentos. Nesse caso, a diferenca de
cotas estd definida e € igual a 1 metro tendo-se, portanto, a disténcia vertical constante
(DV = 1m). Dessa maneira, a diferenca de percurso seré funcdo da distancia horizontal
entre o ponto de cota zs e o ponto A. Certamente havera um ponto (chamaremos de
ponto B) do terreno e de cota zs que estara a menor distancia do ponto A.

Da mesma forma, partindo-se do ponto B atingiremos o ponto do terreno de cota
Zs+1. Seguindo-se pelo caminho mais curto alcancamos o ponto C naguela curva de
nivel de cota zg+1. Repetindo-se esse procedimento obtemos os pontos D, E, F, ...
mostrados na figura 6. A unido desses segmentos € o lugar geométrico dos caminhos

Apostila PCC2110v.1 38



Superficies Topogréficas

mais curtos entre pontos situados em curvas de nivel consecutivas de uma folha
topografica. Essa linha é o caminhamento de méxima declividade pelo qual se pode
percorrer o terreno a partir de um ponto A. Assim, esse serd 0 caminho percorrido pelas
aguas das chuvas que caem em A. Assim, ela é chamada de Linha Hidrodindmica do
terreno. E o equivalente as retas de maior declive de um plano, estudadas anteriormente.

Fazendo anal ogia com a geometria cotada, tem-se;

No plano == retas de maior declive.

Em superficies topograficas == linhas hidrodinamicas.

PERFIL DE UM TERRENO SEGUNDO UM CAMINHAMENTO

Um caminhamento sobre uma superficie topografica corresponde a uma curva
irregular. O perfil desta curva irregular € representado num diagrama, conforme ja
mencionamos anteriormente. Tragando uma curva AB que une as projecOes A; e By de
dois pontos sobre um terreno, podemos entdo obter o perfil do terreno segundo aguele
caminhamento, como mostrado na figura 7 . Este caminhamento pode representar, por
exemplo, uma estrada unindo os dois pontos.

24
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Figura 7 - Perfil de um terreno segundo um caminhamento entre os pontos A e B.

2.4.1 Caminhamento de declividade constante

O tragado de um caminhamento com declividade constante sobre um terreno é
um problema encontrado com freqiéncia na construcdo de estradas. Para resolvé-lo
podemos usar a folha cotada do terreno e um compasso com uma abertura igual ao
intervalo correspondente a declividade dada. A figura 8 mostra um caminhamento que
une os pontos A e B com declividade constante.
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UNIDADE : METRO ESCALA 1 : 20.000
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Figura 8 - Caminhamento entre os pontos A e B com declividade constante.

EXERCICIO 2.2: Por que as estradas fazem uma série de curvas na forma de
S ou U na subida de uma serra? Vocé se lembra das inclinacbes maximas
indicadas nas placas de sinalizacdo das estradas? Na folha topografica
abaixo, trace uma estrada de declividade constante igual a 10%, saindo do
ponto A para chegar na curva de nivel de 2100 m.

Unidade: metro escala: 1:2500

2110
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25 CORTE PLANO DE TERRENOS

Um outro problema € encontrar a intersecdo de um plano com uma superficie
topografica representada por suas curvas de nivel. Comegcamos tracando as horizontais
do plano com cotas iguais as da superficie e definimos os pontos onde estas horizontais
encontram as curvas de nivel correspondentes. Ligando estes pontos, obtemos as linhas
de encontro do plano com a superficie, conforme exemplificado nafigura 9.

Na analogia com a Geometria Cotada, tem-se:

Intersecao de plano == intersecao das retas horizontais.

Intersecdo de superficies topograficas => intersecao das
curvas de nivel.

Quando a superficie topografica em estudo é um terreno, aregido do espaco que
fica abaixo do plano e acima do terreno é chamada de aterro, e o plano é dito ser um
plano de aterro. O aterro corresponde a uma regido que deve ser preenchida para que a
superficie do terreno fique plana.

A outraregido do espaco que fica acima do plano e abaixo do terreno é chamada
de corte, e o plano é um plano de corte. Nesta regido deve ser feita uma escavacao para
se chegar da superficie do terreno até o plano dado. Devemos notar ainda que o limite
fisico entre as regides de corte e aterro corresponde justamente as linhas de encontro do
plano com o terreno.
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Figura9 - Intersecéo de um plano com uma superficie - regides de aterro e corte.
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Escala gréfica
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Figura 10 — Linhas de encontro das saias de aterro de uma barragem com a superficie do
terreno.

&»

EXErciclO 2.3: No exercicio 2.2, sabendo-se que a reta AB é uma

reta de maior declive de um plano a, determine a linha de encontro
do plano a com o terreno.
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26 PROBLEMASPROPOSTOS

PROBLEMA 2.1: Determinar a linha de afloramento da capa de uma
jazida mineral, cujo plano é definido pelos pontos R, S e T. No ponto R
houve afloramento; no ponto S foi feita uma perfuracao vertical e a
capa foi encontrada a 180 m de profundidade; idem no ponto T a
200m de profundidade.

Escala 1:10.000 Unidade: o metro

—_
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PROBLEMA 2.2: Projetar a barragem de terra com crista horizontal no
cota 76 m, largura de 12 m e bordos laterais retos representados em
tracejado. Determinar as linhas de encontro das saias de aterro com a
superficie topografica. Indicar a regido inundavel a montante para o
nivel de agua na cota 74 m.

Dados: pmontante:1/4 ) pjusante:l/3

7 ;500 Unidade: b metro

&
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PROBLEMA 2.3: Em uma propriedade rural deseja-se instalar um para-
raio de 25 m de altura de forma a proteger as construcdes térreas 1 e
2 mostradas na figura. Supondo-se que o para-raio proteja o volume
interno a uma superficie cbnica que tem por vértice a ponta do para-
raio e forma um angulo de 60 graus com a haste vertical que sustenta
0 para-raio, pede-se:

a. Determinar a area do terreno abrigada sob o cone de protecédo do
para-raio se ele for colocado no ponto A. Verificar se as
construcdes estao protegidas.

Idem para o ponto B.

Idem para o ponto C.

O T
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)
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PROBLEMA 2.4: No ponto A do casco de um submarino, deseja-se instalar um
sonar. Sabendo-se que o domo do sonar tem formato de uma esfera, cujo centro é o
ponto A e raio r=1.25m, determine o corddo de solda entre o casco e a base do
domo do sonar.

[} AN

Escala 1:20 Unidade: o metro \ 1.4

1.6

2.2

2.4
2.6

Apostila PCC2110v.1 46



Superficies Topogréficas

PROBLEMA 2.5: Deseja-se construir uma piramide cuja secdo horizontal ¢ um
quadrado, vértice a 20m do terreno no ponto A e as faces voltadas para as direcdes
norte, sul, leste e oeste. Determinar a intersecédo das faces laterais da piramide com
o relevo, sabendo-se que a declividade das faces laterais é p=1.25.

Escala 1:1000 \Unidade: o metro
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PROBLEMA 2.6: Uma lampada de mercurio é instalada 10 metros acima do chio
no ponto A, a beira de uma lagoa, cuja topografia é representada na folha cotada.
Sabe-se que a lampada ilumina o volume interno a uma superficie cbnica que tem
por vértice a propria lampada e forma um angulo de 45 graus com a haste vertical.
Determine a superficie da agua da lagoa, sabendo que o nivel da agua é 83 m.
Determinar a area do terreno e da superficie de agua iluminada pela lampada.

Escala\ 1:200 Unidade: o metro
90
A1
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PROBLEMA 2.7: Uma encosta esta representada pelas suas curvas de
nivel. Em tracejado estdo representados os limites de um patamar de
cota 88m que se pretende construir nessa encosta. Sabe-se que as
rampas de corte e de aterro devem ter a declividade igual a 2.
Determinar as linhas de encontro desses planos de corte e de aterro
com o terreno.

Escala 1:100 Unidade: o metro
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PROBLEMA 2.8: Na folha cotada esta representada a topografia de uma

regido da USP préxima a Rua do Matdo. Pede-se:

a. Determinar a declividade e o intervalo da rua do Matdo para um
caminhamento entre os pontos C e D.

b. Tracar um caminhamento entre os pontos A e B com declividade
constante igual 1/7.
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PROBLEMA 2.9: Deseja-se estudar as aguas das chuvas nas encostas
proximas a regido ao Pico do Jaragua. Comecamos tracando as linhas
de espigdo que ligam os picos dos morros em A, B, C e D; estas linhas
sao os divisores naturais das aguas nas encostas. Devemos ainda
obter as linhas de ravina para aonde as aguas convergem, saindo da
garganta em F e atingindo os pontos mais baixos em E e G.
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